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最近,状態図の研究が再び盛んになりつつある.アモルファス合金や稀土類と鉄の磁石

合金などの新しい合金材料を状態図をもとに理解することや,合金状態図の手法をセラ

ミックスなどにも応用することが必要になってきた.それにともなって,状態図の実験

的研究のみならず,理論的アプローチにも関心が持たれている.本報では,原子対相互

作用近似にもとづく自由エネルギー･モデルにより状態図を求める方法について述べる.

1. 問題のあ りか

合金状態図は異種原子間の相互作用のようすによって

定まるものであるが,理論的アプローチとしては,原子

間相互作用を電子論的に明らかにする方向と,原子間相

互作用をパラメータとして与えたときどのような状態図

が描けるかを調べる方向とがある｡ここでは,後者のア

プローチの概略を紹介し,部分格子を用いた近似で原子

対相互作用を遠方まで取 り入れた場合の扱いについての

研究結果を報告する.

温度･体積を一定としたときの系の最も安定な状態は,

Helmholtzの自由エネルギーF-E-TSを最小にす

る状態と表現できる.二種のA,B原子がランダムに混

r)合った二元合金において,最近接原子間にのみ対相互

作用が働 くと仮定すると,系のエネルギーは

E--NzJc(1-C) (1a)

と書 くことができる.Nは仝原子数,Zは配位数, Cは

B原子濃度であり,zJ-Z((VAA+VBB)/2-VAB)が純

A金腐,純B金属より1つの原子を取り出して入れ換え

たときのエネルギー変化に担当する.VAA,VBB,vABは

それぞれ,A-A,B-B,A-B原子間の結合エネルギー

(<0)である.JV(1-C)箇のA金属とⅣC箇のB金属よ

りなる完全二相分艶状態をエネルギーの基準にとってい

るので,A-B原子対の数を数えて上式を得る.

系のエントロピーとしては配置のエントロピーのみを

考えることにする.格子振動にともなうエントロピーは

系全体 としては原子配列によらないと仮定しておく.

〟(1-C)筒のA原子とⅣC箇のB原子の並べ方は,Ⅳ

-N!/N(1-C)!Nc!なので系のエントロピーは

S-klnW--kN(clnc+(1-C)1nc) (1b)
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ここでkはBoltzmann常数である.E>0すなわちJ<0

であるような二相分離型合金では,固溶度およびスピ

ノーダル線はそれぞれ∂F/∂C-0かつ∂2F/∂C2>O,および

∂2F/∂C2-0の条件より求まる.

次に,規則化相互作用の最も単純な場合として,CsCl

(B2)型規則格子を考えよう.これは,休心立方(BCC)

格子の隅と休心 とを異種原子が占める構造である.

BraggWilliams近似と呼ばれるものは,格子を2つの

副格子 α,βに分け,おのおのの平均濃度Cα,Cβを定義

して系の自由エネルギーと規則度 (-ica- Cβi)を求
めるものである.前と同様にA-B原子対の数と配置の

数を数えて

E--NzJ/2･(ca(1-Cβ)+cp(1-Cα)) (2a)

S-kln(Wq･Wp)ニ ーkN/2･∑ (cqlncq
?-α,β

+(llCq)ln(1-cq)) (2b)

J>0のとき規則化によりEが下がり,前と同様に,任意

の C,TでのFの最小値,規則度が計算できる.

しかし,以上の取扱いは正則溶液近似とも呼ばれる簡

単な近似でしかない.どこが不十分かといえば, 1つは

原子配置の数え方であり,他は,相互作用エネルギーの

取り入れ方である.

まず,配置の数え方 (原子相関)についてであるが,

Bragg-Williams近似では副格子上の平均濃度から隣接

位置に働 く平均場を仮定してEとSを求めている.しか

し,それはまわりの原子配置を塗 りつぶして考える粗い

近似であって,実際には局所的な原子配置(クラスター)

を考えて配置の数やエネルギーを求めなければならな

い.Bethe近似や高木の方法,擬化学平衡の方法などをへ

て,菊池1'によって始められたクラスター変分法(CVM)

がその一般的な最も優れた方法となっている2'.最近,さ
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まざま系について,精 力的な研究が行われている
2,め
,

次に,相 互作用エネルギーの取り方に関しては,多 く

の場合,第 2近接相互作用以遠を考える必要がある.実

際,第 1近接オロ互作用のみでは種々の規則格子の形成や

規則化と相分離の共存という現象が説明できない。たと

えば,BCC格 子において,ノl,ノ2>0で あればD03型規則

構造 (Fe3A′など)が安定化され,ノ1>0,ノ2く0であれば

B2規 則化と相分離が並行して進行する.このような考え

は,井野
°
および久保とWayman"に よって提起され,そ

れぞれ Fe Be合 金,Cu Zn合 金の時効プロセスを解明

した。

従来,規 則化と相分離とは相反するものと考えられて

きたから,こ のような考えは当初,受 け入れられ難かっ

たが,む しろ,原 子対相互作用を遠くまで取り込んでゆ

けば,どこかで必ずノ′<0な る項が現れるであろうから,

グ次離れたA― B原 子間には反攪力が働き,規 則化と同

時に二相分離が起こると考えるのが一般的である。 した

がって,OKで の基底状態は(特定の化学量論組成を除い

て)二相共存となり,配 置のエントロピーはゼロである。

しかし, もちろん, グ次相互作用が小さく原子の拡散が

起こる温度よりはるかに低温で Zュ ～力Tと なるなら

ば,事 実上相分離は観測されない。

より遠 くまでの対相互作用を取り入れた規則構造を求

める方法として最も優れているのは,鏑 木と金森によっ

て導かれた不等式の方法
°
である。この方法は数学的に

明解で,見 通しもよく,面 心立方,体 心立方,桐 密六方,

1次元, 2次 元格子等で高次の解 (規則構造とその存在

条件)が 求められている。しかし,不 等式の方法で決ま

るのは基底状態であって,有 限温度での状態図を描くに

はエントロピー項を考慮した自由エネルギーの表式を求

めねばならない。

本報では,不 等式の方法で求めた体心正方 (BCT)格

子の規則構造が有限温度でどのように変化するかを自由

エネルギーモデルにもとづき調べた。ただし,配 置の数

え方は副格子の平均濃度を用いるという平均場の近似を

用いているので CVMよ り劣るが,取 扱いが容易である

点,応 用範囲が広いと思われる。なお,原 子間相互作用

を高次まで取り入れれば,原 子相関も高次まで取り入れ

た大きなクラスターを用いねばならないということが
一

般的には指摘される
°
が,相 互作用と相関のどちらが本

質的となるかは,ノ1,t,… の大きさの比や温度領域 (低

温ではノ′を遠くまでとることが重要になると思われる)

によると考えられ,近 似の精度に関する具体的な検討は

今後の研究課題である.

2 BCT格 子の基底状態

さて,初 めに,基 底状態の規則格子の求め方について

簡単に述べる。鋼のマルテンサイトオロにおける炭素原子

1́ l ri rll 究

位置に関する興味
め
から,以 前,守 屋と井野

"は
,BCC格

子中の Oz位 置 (等価な八面体格子間位置 3つのうちの

1つ)を 占める原子の規則配列を不等式の方法によって

求めた.こ れは BCT格 子の規則構造を求めることと等

価である (図1).

不等式の方法の基本概念を簡単に説明しておく.グ 次

離れた位置にあるA― B原 子対の数をρ,4βとすると,原

子対相互作用近似のもとで

E=―
澪ム
ψ′
И8            (3)

ここで,エ ネルギーは今までと同様,二 相分離状態を基

準にとっている.エ ネルギ
ーを B― B原 子対の黎 沙̀ BBで

表すために,沙rF/2+沙 す
BB=′
′ⅣCの 関係を用

い(3)式 を

書 き直すと

E=27ノ `夕̀β
β-2Ⅳ ε
ttz:ノ′        (3)′

となる。第 2項 は原子配置によらない常数項なので無視

して考えてよい。

さて,あるグの値までノィがす
べて正の場合を考える。

この場合はなるべ く沙/βを増やすように,あ るいは,同

じことだが, 夕′
B'を つくらないように,A,B原 子を配

置するとエネルギーは低 くなる。しかし,B原 子の濃度

が高いと,結 晶格子の幾何学的条件に規定されて, どう

してもB一 B対 を作らざるをえなくなる。その条件が次

のような線形不等式

Σれム
ββ≧K(C)            (4)

の組で与えられる.ク 1,少2' '̈ク′の グ次元空間において

(4)式 の組は 1つ の多面体を与え,そ の多面体の外部の

点は結晶の幾何学的条件を満たしていない。
一方,(3)′

式は等エネルギー平面を表すので,両 者が初めて接する

多面体の頂点力ヽ 与えられた {ノ′)の組のもとでの
エネル

体心正方(BCT)格 子における第 1,第 2,第 3,… …

第 6原子間の対相互作用をキ t,ム , ,̈ス で示す

図 1
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′l<0
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ギー最小の規則構造に対応している。以上が不等式の方

法の図形的な説明である。

BCT格 子において,図 1に示すように最大第 6近接相

互作用まで考慮して(4)式の組を求め,上 記の図形的解

法を主体として 22種類の規則構造が求められた
゛
.ノj(グ

≧4)=0と した場合は,仝合金組成で解が求まり,図 2に

その領域区分を示した。(文献 9)の Fig 5(a)には一部

誤りがあったので図 2(a)のように訂正する)こ の場合,

出現する規則構造は図 3に示した7つ であり,領 域ごと

に合金組成に依存して出現する規則構造の組み合わせが

異なる。表 1にそれらの関係を示した.

3.有 限温度での自由エネルギー表式と解法

このようにして求めたBCT規 則構造をもとに,わ れ

規則構造

生 産 研 究

われは有限温度での自由エネルギーを計算し,状 態図を

求める手順を確立した
1°
.こ の手法は基底状態が求まっ

ていれば,同 じようにして他の結晶格子系へ用いること

ができる.

ノ′の組 {ノj}を与え,格 子をπ箇の副格子α,β,…α,…,

πに分割したとき,系 の自由エネルギーFは ,

E=―V″・ァ′房′′(′,α,α
′)(ε9(l cィ)

+ εク′( 1 - c 夕) )            ( 5 a )

S=力 infレ,「9=― たNlη・Σ(ε91nε9

+(1-ε 9)in(1-ε9)) ( 5 b )

によって表される。ここにε9は α番目の副格子のB原

子濃度,z(グ,α,α
′
)はグ次離れた原子間の配位数で結晶格

子系と副格子への分割によって決まる常数である。

(5)式 を簡略化するため,

E/NたJ→F,ムルノ→ム, T/ノ→F

に変換した無次元数 F,ノ′,rを 用いることにすれば,

F=-1/π・平ノ馬弓′z(グ,α,α
′)(ο9(1-ε9′)

十ε9′(1 -ε9 ) ) + r /η・Σ(ε91 nθ9

+(1-ε 9)ln(1-ε9))           (5)′

束縛条件

/=Σ εク
ー%C=0               (6)

のもとで,Fの 最小値をLagrangeの未定乗数法を使っ

て求めることにする。解 くべき式は,一 般に,

St∂ε9-λa〃∂ε9=o, α=1,2,…,π

で与えられる。(6)式を用いると

DFI∂ε9-ス=0, 4=α ,β,…,多          (7)

この関係式を解きFの最小値を求めればよい.そ の際,

(b)」l<0

の組の領域分け.各 領域に出現 しうる規則構造は表 1に示す

S 4 ( 0 , 0 , 1 : 1 / 4 )

S 5 ( 0 , 0 , 0 : 1 / 4 )

S 5 ( 0 , 0 , 0 1 1 / 4 )

S 5 ( 0 , 0 , 1 : 1 / 4 )

S 5 ( 0 , 0 , 0 : 1 / 4 )

S 4 ( 0 , 0 , 1 : 1 / 4 )

S 2 ( 0 , 2 , 0 : 1 / 3 )

S 2 ( 0 , 2 , 0 : 1 / 3 )

S 2 ( 0 , 2 , 0 : 1 / 3 )

S2(0.2.0:1/3)

S l ( 0 , 2 , 1 : 1 / 2 )

S l ( 0 , 2 , 1 1 1 / 2 )

S 3 ( 2 , 2 , 0 : 1 / 2 )

S l ( 0 , 2 , 1 : 1 / 2 )

S l ( 0 , 2 , 1 : 1 / 2 )

S 7 ( 2 , 0 , 0 : 1 / 2 )

S l ( 0 , 2 , 1 : 1 / 2 )

S , ( 2 , 0 , 0 : 1 / 2 )

S 6 ( 2 , 0 , 1 : 1 / 2 )

S 3 ( 2 , 2 , 0 : 1 / 2 )

S 6 ( 2 , 0 , 1 : 1 / 2 )

S 7 ( 2 . 0 , 0 : 1 / 2 )

(a)Jl>0

第 3近接相互作用までを取 り入れたときのノ1,

表 1 図 2の 各領域に出現する規則構造の
一覧

図 2 え,几



S4(0,0,111‐「4)

S7(2,0,0:112)

図 3 ノ 1,t,ア 3までの対相互作用 (ノ,(′
≧4)=0)で 出現 しう

る7つの規則構造Sl～S,の一覧.記 号 Sl(0,2,1:1/2)

は,化 学量論組成1/2における溶質原子 (B原子)同志

の対が第1,第 2,第 3近接位置において, 1溶質原子

あたりそれぞれ0, 2, 1で あることを示す
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好者5合なことに∂Ⅳ洸 =πλなので F(c)曲 線の接線の

勾配も容易に求まる。

さて,図 2に示した (ノj}の領域ごとに,出 現する規則

構造の種類に応じて冨」格子のとり方を決め,数 値計算を

行う。ここで,有 限温度で出現する規則構造には,そ の

領域の基底状態で出現する以外のものは含まれないと仮

定した。この仮定は長周期規則構造のような特別の構造

を排除してしまうので厳密ではないが,そ の検討は他日

を卿]したい。

さて,計 算手順を図 4に示した。数式処理のできる言

語 REDUCEを 用い Jacobi行列等を求め計算を簡略化

した。数値計算の方法は,まず二分法で οcの領域を絞 り

込み,次 に Newton法 により解を求めることにより,収

束の速さと精度を上げた。Newton法 による逐次近似式

は

″く
た+ 1 ) =″(た〉~ (∂y ,友所, ) l y (た

'        ( 8 )

で あ る。こ こ に行 列 式 |み j /∂ち は 関数 y (″)の

JaCObianで, 1変 数の場合の接線の勾配に対応してい

る。

三分法のやり方は副格子の数によって工夫を要する。

規則構造が異なっていても記述する副格子の数が同じで

あれば同じ方法で収束させることができる。領域によっ

て 2種類以上の規測構造が出現する場合は,そ のおのお

のについて自由エネルギー最小の条件を求めておく。

このようにして,副 格子上の濃度ε9(ε)(c=α,β,…),

および自由エネルギー曲線 島in(6)が求まる。c9(c)曲線

に示されているε9と ε9′との分岐点から異なる相の境

界 (規則格子の存在領域)が わかり,Fllin(ε)曲線の下側

に共通接線を引くことにより二相分離領域が求まる。こ

のようにして 1つの相図が完成する。いくつかの興味あ

る領域についての計算結果を以下に示す。

図 5は ,領 域 I(ノ1>0,ノ2'ノ3<0)で の結果で,最 も単

純な自由エネルギー曲線と相図を与える.出 現する規員J

構造は B2型 の Sl構 造のみで,相 図はB2規 則領域と不

規則領域,お よび両者の二相共存領域よりなる。図中の

パラメータはt=ノ3ととつてあるので,これはBCC相

の場合と同じことになっている.

図 6は ,領 域Ⅲ (ノ1>0,ノ2<0'ノ3>2ノ1)の場合で`二 層

構造 (S3)お よび三層構造 (S2)が 出現する。すなわち,

ε=1/3に stoiChiometryをもつ S2構 造と, ο=1/2の

S3構 造の両方が出現可能で,相図の形はパラメ
ータの値

により種々変化し複雑な様相を呈する。
一般に,S3と 不

規則相,S3と 不規則相の境界を定める2本 の規則領域線

が引かれ,ま た S2と S3の  Fnlin(c)の 交点の軌跡が

いわゆる 7。曲線として求まる.ま た,不 規則相とS2'

2つ の S2相 ,S2と S3の 3種 類の二相分離曲線が描か

れる。

図 7は ,領 域IV(ノ1>0,ノ2<ノl'ノ3<0)の 結果で, この

38巻 7号 (19867)

BF:
Sl(0,2,1:112)

Ｃ　　　　　　　　̈

S2(0,2

S5(0,0,0:11′4)

S6(2,0,1:12)○

●

@

=β

=γ

Θ=δ
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図4 相 図 (状態図)を 求める計算手順
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T=6000

d isorder  (  a )

B2order(Sl)

図5 領域I(ノI>0,ん,ノ3<0)における計算例

(a)B2規 則相に対する0。(ε)曲線,

(b)Rin(ε)曲線,

(ε)相図

場合は,B2の Slと 4つの部分格子よりなるS4(ε軸方

向に同種原子が並ぶのでD03ではない)が 出現する.相

図の例を2つ示す。Slと S4に対応した2種の規則領域

線が描かれる。

すべての領域について計算を実行してはいない力、

BCT格 子における相図のおよその概念は把握できたと

考える。ただし領域Vと VIは,3つ の規則構造が出現し,

かつ,ノ3までの範囲では,い ずれも相互作用パラメ
ータ

が正なので,島 in(c)曲線が下に凸となり,実際の図を精

=mぃ

0

Ｃ

ｂ

自由エネルギーを

与える式のデータ

(5)式

Jacobi行列 ∂ン|∂″

偏微分導関数 ∂FI∂c。

自由エネルギーの関係式 (7)式

副格子上の
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J , - 0 . 3 0 0  J z -  3 . 0 0 0  J : : 1 . 0 0 0

S,+S,

order  l ine

度よく求めるのは難しいかも知れない.

前述のように,BCT格 子を対象に選んだのは,Fe C

マルテンサイトや V―H系 などの侵入型合金に対する関

心からであり,そ れらの合金系との関係については前報

(文献 9))で 多少述べているが,研 究はまだ不十分で

ある。

BCT格 子は対称性の高い BCC,FCC格 子をその特殊

な場合として含んでいるので,こ れらの系に以上述
べた

方法をそのまま適用できる。また,副 格子の数が 4以上

F

- 1

C
( b )

Jl=O h00 .ア ,=-2000 J,=2000

で表せるという条件を満たせば,HCP格 子をベ
ースとし

た系などでもこのシステムで解析できる.

終 りに,本 報を書くにあたり,有 益なるご教示をいた

だいた名古屋工業大学物理教室守屋 健 助教授に深く感

謝する。

また,本 報は,金 属学会シンポジウム F状態図の新し

い見方一一非平衡・準安定平衡材料開発の基礎』(1986年

2月 14日開催)の予稿に加筆したものであることを付記

し,有 益なるご討論をいただいた関係者各位,特 に,北
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図6 領 域Ⅲ (ノ1>0,ノ2<0,ノ3>2ノ1)に
おける計算例 (a)S2規 則相に対するε9(σ)曲線,

(b)R:n(ε)曲線,(C)と(d)相図 ({ノ)パラメ
ータを違えたもの)

Ｃ

ｃ
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大工学部毛利哲雄助教授 に感謝の意 を表す る。

(1986年4月 30日受理)
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図 7 領 域Ⅳ (ノl>0,t<ノ1,ノ3<0)`こおける計算例 (a)s4規 則相に対するε9(ε)曲線,

(b)Fllin(ε)曲線,(c)と (d)相図 (パラメータを違えたもの)
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