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双一次degenerateシェル要素による板殻構造の非線形解析 (その1)
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1. 序

次数低減積分法により面内方向に一点積分を施した双

一次シェル要素は,Belytschkoらによって板殻構造の動

的非線形解析-の適用が活発に行われており1),他方,静

的解析においては,著者の一人がその物理的意味を考察

し,断面力法による平板の塑性崩壊解析例を通じ簡易解

析手法としての有効性を報告している2)｡

ここでは,文献2)の研究の延長としてtotalLagran-

gianapproach3)により幾何学的非線形性,材料非線形性

を考慮 し,層分割法 (layered approach)を用いた

degenerateシェル要素の定式化を行い,数種の数値計算

を実施し,静的崩壊解析における有効性について考察す

る.

2. 定 式 化

degenerationprocessによるシェル要素の定式化の一

般的手順については,文献 4)に詳しく述べられているの

で,ここでは,双一次変位関数を用いた場合について簡

単にその概要を説明することにする.

まず,図1に双一次degenerateシェル要素および座標

系を示す｡ここでは,4つの座標系が定義されている｡

すなわち,要素幾何形状を定義する全体座標系(x,y,

I),要素肉厚方向および変位自由度の方向を定義する節

点座標系 (VFlh,72k,V,A),要素内の応九 ひずみを定

義する局所座標系 (x',y',Z'),そして,要素内曲線座

標系 (E,〟,E)である.

各節点には, 5自由度を設ける.並進変位自由度(uh,

vh, Wk) は全体座標系と同一方向に,また,回転変位自

由度 (β1k,Jg2k)は,節点座標系上の要素面内方向の2直

交軸まわりについて定義される｡

要素内任意点の座標は,節点のtopとbottomの座標

(図1を参照)を用いると,
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となる.(2)式の第 1項は肉厚中央面を,第2項はその

垂線に沿った点の位置を与える.ここで,N(5,77)は,

双一次要素の形状関数,hhは節点kでの肉厚,V,kは,節

点kで定義される肉厚方向の単位節点座標系ベクトルで

ある.

要素内任意点における変位u, V, 叫 ま,形状関数 Nh

と,節点ベクトル V,hに垂直な2方向の単位ベクトル i71k,

V2kを用いて,次のように表現することができる.
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図1 双一次degenerateシェル要素
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上式の第 1項 は,肉厚中央面での節点の並進変位を与え,

第 2項 は,節 点の回転による変位寄与分を表す。ここで,

節′点力の変位ベクトル 磁 および要素の全体変位ベクトル

υは,下 式のように示される.

生 産 研 究

研 究 速 報 | | | | | | | | | l l l l l  l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 l l l l l l l l l l l l l l l l l l  l l l l l l l l l l l l l l l l l l ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

/=σ =[ら 2+ら 2_佐
ら+3(2rx・2+ら′十ら′)]'2

(12)

を塑性ポテンシャル/と して塑性流れ則を適用すること

により,次式の弾塑性応カマ トリックスL.が 得られる。

ιげ= L %た,銭 ,ωた, Aヵ,ん 」々

υr = L  a r ,  しらr ,  磁r ,  a r」
( 4 )

(5)
Dθρ=Dθ ―

ひずみ一変位関係は,要 素中央点 (夕=η=0)に 設け

た局所座標系 (″
′
,夕

′
,z′)上 で次式のように仮定する。

ここに,〃
′
はひずみ硬化係数である。

本要素を,次 数低減積分法により面内一点積分要素と

して用いると,剛 体変位以外の零エネルギーモー ドであ

るアワーグラスモー ドを含む。このようなモー ドに対処

するため,Flanaganと BelytschkOによって提案された

手法を採用する°.

Flanaganらは,剛体モー ドに対し直交性を有するよう

な微小の仮想弾性剛性を定義しており,こ れを通常の岡U

性マ トリックスに付加することにより数値的安定化を図

っている.こ の仮想剛性は,要 素肉厚中央面上の各節点

が同一平面上にあると仮定し,専 用の局所座標系ベクト

ル ら,ぃ の上で定義される。ここで のは要素法線方向単

位ベクトルである (図2参照).

まず,次 のようなベクトル γの第 グ成分を定義してお

く.

‰=島 一[({島)r・(f))島,十({島)r・19‐))鳥′]

ここに,         (グ =1～ 4)(14)

(f4}T=Ll,~1,1,-lJ

(f)r=Lfl,f2,f3,f4」

(∫)r=Lノ1,ノ2,∫3,∫4」

L』 =ν 24比
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であり,4は 要素面積である。上式のベクトル 後を用い

て,次 のように仮想ひずみを定義する.

91=η%,,0=鉾 υ,,の=鉾ὼ ,

a=γA,,a=γ∴` (18)

局所座標系による変位ベクトルθを全体座標系を参照し

た変位ベクトルυに変換してマトリックス表示すると,

9=B″ υ (19)

mid-surface

(11)
ここに,Eお よび νはそれぞれヤング率 とポアソン比で

ある。また,χ は有効せん断係数であり,5/6を 用いる.

塑性状態を考慮 した場合には,Mi∞sの降伏条件(3は相

当応力,σ yは単軸降伏応力): 図 2 ア ワーグラスコントロール用局所座標系
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となる。仮想の応カーひずみ関係は,次 式のように表す

ことができる。

οl=αa,c=α2,C=ca,

04=aa' a=aa              (20)
これをマ トリックス表示すると,

o=θσ                  (21)
ここに,

0=%EA′ /8 (a`r aj十 鳥`T鳥`)

の=ち χG′3/12(3,7島 ,十鳥`r鳥`)  (22)

の=η  EA′
3/192(■ ,ra`十 鳥:ra`)

であり,Eは ヤング率,Gは せん断弾性係数, ′は要素

平均肉厚,κ は有効せん断係数を意味する。物,ら ,御

は仮想剛性の大きさに関するパラメータであり,Flanagan

らは 001～ 0.05程度の値を推奨している。

いま,増 分前の各状態量に上添字 (0)を 付して表す

と,増 分形仮想仕事式は,次 式で与えることができる。

//δ(△ε
′)r△σ牝滋湯4+〃δ(△ε′れ)Tσイの該″A

十δ(△OT△Q=δ(△υ)7△′十δ(△び)rみ (23)

ここに,ノあ4は 面内一′点積分を施すことを意味している.

また,/後 は,層 分割法による場合の肉厚方向の積分を

意味している。△εれは,(7)式 で省略されたひずみ増分

中の変位増分に関する2次 項である。

上式の左辺第 1項 ,第 2項 ,第 3項 は,そ れぞれ応カ

増分,初 期応力およびアワーグラス仮想応力増分,ま た,

右辺第 1項 ,第 2項 は,増 分外力および前段階の不平衡

力の成す仮想仕事を表している。(23)式にこれまでの諸

関係式を代入すると,次 の増分形岡J性方程式を得る。

(KottKL+Kο ttκ″)△υ=(△f+4)      (24)

ここに,

ん=//巧D島凌4‐4        99

&=//(B′ D&+」 り DBο +BLr D乳 )凌 “  (26)

K。=//G7σイのG滋″,      0つ
♂の=[LI鯛

,[:験窮霧]=θ
△υ
 ②

Kn--BICBn
f.: f ,- (B [ + B f )6' @- B ; Q'o'

(29)

( 3 0 )

以上,通 常の増分形式による定式化を示したが,実 際の

計算では,岡J性方程式の解法に際して荷重増分を大きく

した場合にも不平衡力が微小 となるように,適 当な収束

計算を併用することにより演算時間の短縮化を図ってい

る。

3 円 筒シェル屋根の非線形解析

前章での定式化に基づいて,円 筒シェル屋根の数値解

析を行い,本 要素の静的非線形解析への有効性について

究  速   報

diaphragm support

L=152m,P=76m

′=076m

E=21000 MN/m2

ン=00

σy=42 MN/ぽ
64 elements, 345 dof

self N17eigllt loading

図 3 円 筒シェル屋根構造モデル

O - geometrically nonlinear,
elasto-plastic

A geometrically linear,
elasto-plastic

E-geometrically nonlinear,
elastic

- Ramm [6]
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図 4 荷 重 ・変位関係
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図 6 変 形モー ド

考察を行 う。

材料非線形性および幾何学的非線形性を考慮した円筒

シェル屋根の解析を行い,Rammら の双二次要素を用い

た解析結果と比較する°.図 3に 自重を受ける円筒シェル

屋根の構造モデルを示す。解析は,対称性を考慮した1/4

解析で行 う。また,要素肉厚方向への積分はガウス 10点

積分 とする。要素分割は,曲 面を近似するために円周方

向を8分 割としている.総 自由度数は,Rammら の解析

の 451に対 して,本 解析では 345である.ア ワーグラス

制御のためのパラメータ値はすべて 003と し,材料は完

全弾塑性体 と仮定する.図 4は , 自由端中央B点 でのた

わみと荷重の関係を示している.幾 何学的非線形性およ

び材料非線形性の 3種 類の組み合わせに対して,Ramm

の解析結果と良好な一致を見ることができる.図 5～ 7

は弾塑性有限変形解析結果であり,図 5は 中央A―B断 面

での軸力分布,図 6に変形モー ド,図 7に シェル屋根の

上狽J表面,下 側表面の相当応力分布を示している。総合

的にRammら の高次要素による解析結果に十分対応した

解が得 られている。

4.結      言

次数低減積分法を用いた双一次 degenerateシェル要

素による,幾 何学的非線形性および材料非線形性を考慮

した増分解析の定式化について述べ,数 値例として円筒

シェル屋根の非線形解析を行った。結果は,高 次要素に

よる解析解と比較しても遜色のないものであり,同 要素

図7 相 当応力分布 (P=18KN/m2)

が静的崩壊解析に対する効率的な解析手法として,十 分

な有効利用が期待できることを表している。また,従 来

型の選択型次数低減積分法によるdegenerateシェル解析

コー ドにも, きわめて容易に組み込める特徴がある。今

後は,具 体的な数値例を通してさらに実用性について検

討 を進めていきたい (1986年 3月 5日 受理)
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