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特 集 6

LargeEddySimulationにおけるLeonard項の役割
OntheroleofLeonardterminLargeEddySimulation

堀 内 潔*

KiyosiHORIUTI

1.Leonard 項

3次元乱流場の直接数値シミュレーションには,Re4′9

(ここに,Reはレイノルズ数を表す)個のオーダーの格子

点が必要なことはよく知られている｡この困難を克服す

るために,LargeEddySimulation(以下 LES)では,

filteringというアイデアが導入されている1)｡これは,元

の変数 f(旦)に対し,計算に用いる格子間隔と,同オーダ

ーのスケールのfilterをかけた変数j(旦)を,関数 G(旦)

とのconvolutionから,

弛 )-/G(互一旦′)i(1′)dx (1)

と定義するもので,実際の数値計算ではjのみを直接取

り扱う｡一般に,jをGridScale(GS)の変数と呼ぶ｡

更に,SubGridScale(SGS)の変数 ′′を,次のように

定義する｡

f′(旦)-i(互)-i(互) (2)

ここでは,非圧縮の流れ場を考えるので,基礎方程式

は,Navier-Stokes,および,連続の方程式である｡

普 +蕊 (uzuJ)ニー豊 +忘 Aul･ (3)

% -o (4)

(3)および (4)式に,(1)のfilterをかけると,吹

式を得る｡

普 +蕊 (五五 ,--豊 +忘 A虎i '5)

% -o (6)

ここで, (5)式の非線形項の嘉 石 は,次のように書

き下せる｡

uiu,-iiiu-,+iituJ′+u'tii,+u,′uj (7)

右辺の4項のうち,第 2,3項は,その影響は小さいと考

えられるので,一般には,無視されている｡更に,第4項

は,SGSのReynoldsstressと呼ばれ,LESでは,次式

のようなeddyviscosityg を用いて近似される｡
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五 五7-号87･J･KG--K(普 +普 ) (8)

ここに,KGは,SGSの乱流エネルギー箭 才/2であ

る2)｡
ところで,初項については,u-,u-,･-ult･u-Jという関係

は,filterの種類によっては,必ずしも成 り立たず,その

ために,Leonard項と呼ばれる項が生じる1)｡

たとえば,G(互)として,Gaussian形 :

G(旦)-昔 去 exp(一昔 ) (9)

を用いる｡ここに,』αは特性的な格子間隔である.

(9)は,フーリエ空間では,

G～(A)- exp仁 晋 ) (10)

となる｡(1)において,(9)を用い,Tayloy展開を使

って評価すると,(1)式のj(∫)は,次のようになる｡

j(I)-f(x)･cA孟意 志 f(I)････ (ll)

ここに,定数 Cは,2次モーメントである.したがって,

孟 (石高 -dl･u-,)-ま [cA 孟 意 志 (- )]･-
(12)

という評価ができる.

ここで,具体的な流れ場として,平行平板間の乱流場

を考える｡境界条件としては,下流および横断方向には

周期境界条件を,壁では粘着の条件を課す｡また,下流,

横断,および壁に垂直な方向の,座標,速度成分を,浴

のおの,I,U,a,ii,V-,iDで表す｡このとき,GSの乱流

エネルギー Il-(uA'L'u-I;)/2(ここに,〈)はx,y方向の平

均,もしくは,アンサンブル･アベレジを表し,u-T-uNl

-くuJL)とする)のバランスは,次式で与えられる｡

:lI .一 ･I ,, ㍗ :ai

-〈(K･忘 )晋 晋 ,-〈a:豊 ,

･ま く(K+忘 )昔 ト く虎;･,i (石高 一房zu-J.)〉

(13)
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図 l Caselの Cascade項 ′=1成 分の ′=220に おける″―ク平面内空間分布,z=0045で ,

横軸は″方向,縦 軸はク方向

右辺の各刀員は,引原に,velocity transport,production,

dissipation,pressure transport,viscovs diffusion,cas‐

cadeと呼ばれる。

(12)の評価により,(13)の caNscade項中には, たと

えば,一くラクタ″″″〉という項を得るが,周期境界条件の下

では,こ れは,一 く笏̀3〉と変形される。この量は,ω′を

グ方向の渦度としたとき,〈ω:2〉のバランス中では,渦 の

伸長を表す項として現れ,Skewnessと 呼ばれている量

で,正 の値を持つことが知られている。

2.離 散化との関係

本節では,数 値計算における離散化の結果生じる誤差

項とLeonard項 との関係を調べる。

(5)式 の非線形項を,保 存形の中心差分で近似すると

次のような誤差評価が得られる(簡単のため,2次 元で考

え,各 変数の上ツキのバーは省略する)。

子(%%)t赤(22・ち′%れJい,′笏‐,′)
22%%″+(が{れ%rtr十%′%″}+…

今しか場協議島‐笏ユ月
2%υν+υ%ク十(∠y)2[キ%υンω十÷υπ幽
I  uounn l  , o rnn \ *  " ' (14)

(14)式の右辺を見ると。1節の (12)式に相当する項が

含まれていることがわかる。更に,右 辺の主要な項 (下

線を付した項)を ,連 続の方程式と周期境界条件のもと

変形すると,∠″=∠クのとき,エ ネルギー・バランスの

式中では,=く(%ェ)2〉とぃぅ項が得られ,1節で述べた
S k e w n e s sと関係づけられることがわかる.一 般 に,

図2 Caselの アンサンブル・アベレジをとったCascade

項のz方 向分布 横 軸はz軸 ,日 盛は,壁 座標

Skewnessは 正の値を持つため, この誤差項は負の値を

もち,dissipationとして効いている。

ところで,B.P.Leonard"は ,pasive scalarの 移流

方程式に基づいた議論から,中 心差分のもつ 3階微分の

dispersionのため,計 算の安定化が図れないと結論し,

QuiCk SChemeの
一次元版を提唱したが,非 線形性を考

慮すれば,上記のように,エ ネルギーのdisipationとし

て働 くことがわかり,こ の意味では,BP.Leonardの 指

摘は当たっていない。さらに,Quick SChemeの ようなス

キームを用いた場合,その smoothingに 相当する操作に

より,GSで エネルギーをdissipateしすぎるため,微 細

構造までとらえられる正確なシミュレーションは期待で

きない。また,打ち切り誤差を利用しているため,dissipa

tionの正確な量的把握が難かしく,精 度の高いシミュレ
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( b )
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図3(a)case 2の GSエ ネルギー・バランス.横 軸はz軸 ,

各記号 は, ( 1 3 )式中の△P R O D U C T I O N ,○

VELOCITY TRANSPORT, × PRESSURE

TRANSPORT,〈 〉VISCOUS DIFFUSION, □

DISSIPATION,XCASCADEに 対応する

図3(b)Case 2の Cascade項の2方 向分布

―ションには不向きといわざるをえない。

3.数 値計算の結果

1,2節 では,Taylor展 開に基づ く評価を行つたが,本

節では,実 際の数値計算で,フ イルターを厳密に課した

上で,Leonard項 を評価してみる。

考える流れ場は,2節 で述べた平行平板間の 3次 元乱

流場である。計算スキームの詳細は,HOriuti。を参照さ

れたい。ただし,こ こでは,″,y方 向に,フ ーリエ変換

をしていることを利用し,フーリエ空間で,非線形項に(10)

式をかけることにより,こ の 2方 向には,filteringを厳

密に評価している。ただし,z方 向では,2節 で述べた中

心差分を用いることにより,Leonard項 を近似している.
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計算は,格 子点数を,Nχ =Ⅳ y=16,NZ=21と した

Case lと,NX=Ⅳ y=64,NZ=61と した Case 2の 2

つの場合を行つた。

図 1は ,Case lの ′=22.0に おけるcascade項 の“方

向 (グ=1)成 分の,z=0.045に おける″ y平 面での瞬間

的な空間分布を示す等高線である。値が正の部分は実線,

負の部分は破線でプロットしてあるが,ほ とんどの部分

で負となっており,dissipationとして働いていることが

わかる.総和をとったCascade項 ((13)式の右辺第 6項 )

のz方 向の分布の壁付近の拡大図は,図 2に 示されてい

るが,ア ンサンブル ・アベレジをとつても,や はり負と

なっている。

図 3(a)は ,Cam 2の GSエ ネルギー。バランス ((13)

式)を 図 3(b)は ,そ の Cascade項 のみの z方 向の分布

を示す。CSの エネルギー・バランスの特徴として,壁 の

近 くで,diffusionと disipationが大きな値を持つてい

ることがわかるが,cascade項 も負の値を示しており,

dissipationとして効いている。また,そ の値も他の量に

くらべ,無 視できない大きさをとっている。

4.  お わ   り  :こ

LESに おけるfiltering lこよって生じるLeonard項に

ついて調べ,エ ネルギーのcascadeとしての役割を確か

めた。 したがつて,LESに おいては,

0)可 能で容易な場合には
務

雨 の項を厳密に計

算する

(五)不 可能もしくは,計 算上困難な場合には,保 存形

の中心差分により近似するか,も しくは,4次以上の精

度のスキームを用い,Taylor展 開により求めた (12)

式の項をexplicitに付加する

のが望ましいと思われる。

なお,1節 の (12)式,2節 の (14)式については,こ

こでは,大ざっぱな議論により,Skewnessと の関係を述

べ,数 値計算によって確かめたが,A.Leonardl)では,

一様等方性乱流の下では,厳 密にSkewnessと関係づけ

られることが証明されている。

本研究には,東 大大型計算機センターのS810-20を

用いたが,そ の計算費用の一部には,本 所選定研究費が

あてられたことを付記する。 (1985年 10月24日受理)
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