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概 要
格子欠陥 (lattice defect) とは, 外力などの影響により結晶構造に局所的な歪みをもつ結晶格

子である. これは特に製鉄の過程においては典型的な現象であるが, このような結晶は弾性体理論
の範疇外であり物理的な理解が難しい. 本稿では格子欠陥を特異アフィン多様体 (singular affine
manifold)を用いて幾何学的に記述する. 特に 2次元格子の場合にリーマン面上の有理型微分を用
いて変形理論を考察する.

1 格子欠陥の例

はじめに格子欠陥の典型的な例について触れておく.

1.1 刃状転位

刃状転位 (edge dislocation)のモデル図を図 1に示す. 頂点は原子, その間の辺は原子の結合を表す.

このような欠陥は横方向に強い力を加えた時に原子の結合がずれることにより発生する. 中央の転位

が”発生している”と思われる点において紙面に垂直方向な直線を描き, これを転位線 (dislocation

line) と呼ぶ. また, ”ずれの方向”を Burgersベクトルと呼ぶ. 刃状転位の場合には転位線と Burgers

ベクトルは垂直である. Burgersベクトルの数学的な定式化については 3.1節を見よ.

図 1: 刃状転位. A. G. Guy, Essentials of Materials Science, McGraw-Hill Book Company, 1976, p.

153より引用.

1.2 螺旋転位

螺旋転位 (screw dislocation)のモデル図を図 2に示す. ここでは原子は点として描かれている. この

場合には転位線と Burgersベクトルは平行である.

1.3 回位 (wedge欠陥)

回位 (disclination)のモデル図を図 3に示す. 原子は点で描かれている. このような欠陥は液晶など

に見られる.
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図 2: 螺旋転位. W. D. Callister, Jr., Materials science and engineering : an introduction, John

Wiley & Sons, Inc., 1940, p. 90 (左), W. T. Read, Jr., Dislocations in Crystals, McGraw- Hill

Book Company, New York, 1953 (右)より引用.

先行研究. Riemann 幾何の弾性体への応用については歴史が古く, 成書が多く存在する. 例えば

[Au09] を見よ. 上述の格子欠陥は弾性体の理論の範疇外ではあるが, Riemann 幾何を用いた定式

化については多くの先行研究が試みられている. 例えば [KMS15, Ka05, KL08]などを見よ. また,

[HMNSU18]ではファイバー束のモノドロミーを用いた螺旋転位のトポロジカルな定式化が行われて

いる. 本稿の目的のひとつは後者のトポロジカルな定式化の刃状転位, 回位など他の格子欠陥につい

ての拡張である.

2 特異アフィン多様体

この節では格子欠陥の記述に用いる数学の準備を行う.

定義 1 (アフィン変換群) 半直積群 Aff(Rn) := GLn(R)⋉Rnをアフィン変換群とよぶ. ここで積構

造は (A, x), (B, y) ∈ Aff(Rn)に対して

(A, x)(B, y) := (AB,Ay + x)

で与えるものとする. アフィン変換群はユークリッド空間 Rn に (A, x) · v := Av + x (v ∈ Rn)によ

り作用する. 本稿で用いるのは n = 2, 3の場合である.

定義 2 (アフィン多様体) Hausdorff位相空間M 上の n次元アフィンアトラスとは族 {(Ui, ϕi)}i∈I

であって次をみたすものである.

1. {Ui}i∈I はM の開被覆, ϕi : Ui → ϕ(Ui) ⊂ Rn は同相写像.

2. Ui ∩Uj ̸= ∅のとき, 座標変換 ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩Uj) → ϕi(Ui ∩Uj)は各連結成分上で Aff(Rn)

のある元の制限で与えられる.

極大な n次元アフィンアトラスをM 上の n次元アフィン構造とよぶ. n次元アフィン構造付きの位

相空間を n次元アフィン多様体という.

位相空間M とその閉部分集合Dについて, M \Dがアフィン多様体となっている場合には組 (M,D)

(又は単にM)を特異アフィン多様体とよぶ.

特異アフィン多様体の欠陥体 (body with defect)への応用は既に [KMS15]で述べられている. [KMS15]

ではアフィン構造から誘導される Riemann計量を用いて計算を行っているが, 本稿ではそのモノド

ロミー表現に着目する.
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図 3: 回位. K. Slagle, Crystal Defects Mimic Elusive Fractons, Physics 2018

(https://physics.aps.org/articles/pdf/10.1103/Physics.11.43)より引用.

M を特異アフィン多様体とし, 基点 x0 ∈ M , そのまわりでのアフィン座標 (U0, ϕ0)を固定する. こ

のとき凖同型 ρ : π1(M,x0) → Aff(Rn)が次のように定まる. γ ∈ π1(M,x0)を代表する閉曲線は有

限個のアフィン座標近傍 (U0, ϕ0), (U1, ϕ1),. . . , (UN , ϕN )で覆うことができる. ここで U0 ∩ U1, . . . ,

UN−1 ∩ UN , UN ∩ U0 は非空連結, その他の交わりは空集合であるとしてよい. このとき各座標変換

ϕi+1 ◦ ϕ−1
i (i ∈ Z/(N + 1)Z)は Aff(Rn)の元 gi で表される. 以上のもとで

ρ(γ) := gN . . . g0

と定めると, これは γ の代表元およびアフィン座標 (U1, ϕ1),. . . , (UN , ϕN )の取り方によらず凖同型

ρ : π1(M,x0) → Aff(Rn)を定める. また, 共役類 [ρ] ∈ Hom(π1M,Aff(Rn))/Aff(Rn)は基点および

アフィン座標 (U0, ϕ0)の取り方によらず, M 上のアフィン構造のみで定まる. 詳しい議論については

[Th97]を見よ.

定義 3 ρまたはその共役類 [ρ]をM のモノドロミー表現とよぶ. 特異アフィン多様体 (M,D)に対

しては, アフィン多様体M \Dのモノドロミー表現を (M,D)のモノドロミー表現と呼ぶ.

x0

γ

g0

g1
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3 格子欠陥のモノドロミー表現

3.1 格子欠陥のアフィン構造の構成

格子欠陥のアフィン多様体としての定式化をやや詳細に述べる. まず結晶群について復習しておく.

以下では n = 2, 3とする.

定義 4 Euclid空間 Rnの等長変換群 O(n)⋉Rnの離散部分群 Γであって, 平行移動からなる部分群

TΓ := Γ ∩ Rn が Zn に同型となっているものを結晶群 (crystallographic group) とよぶ.

TΓを (原点への作用の軌道との同一視により) Rnの部分集合と同一視し, 適切に辺で結んで得られる

グラフを Bravais格子とよび, LΓと表す. 詳しくは [河野 15]を見よ. LΓの各頂点 vを中心とする十

分小さい開球 Uvおよび各辺 eの十分小さい管状近傍 Ueの和集合M(LΓ) ⊂ Rnを LΓの定めるファッ

トグラフとよぶことにする. これはRnの開部分多様体である. ここで辺の管状近傍はUe
∼= e×Dn−1

とパラメトライズされているとする. Rn の開集合

Uv :=
∪
e

Ue(v)

を vの標準近傍とよぶことにする. ここで eは vを端点にもつ LΓ の辺全体を走り, vが 0に対応す

るような測地パラメータ e ∼= [0, a]に対して Ue(v) := [0, 3
4a)×Dn−1 ⊂ Ueとおいた. LΓの頂点集合

の Aut(LΓ)-作用に関する代表木 V を固定する. 例えば正方格子の場合には V = {⃗0}, 菱形格子の場
合には V は 2頂点からなる木である.

以上の準備のもと, 格子欠陥のグラフ G ⊂ Rnが与えられているとする. ここである結晶群に関する

Bravais格子 LΓ が存在して, 有限個の例外を除き Gの各頂点 v の (グラフの意味での) 近傍 NG(v)

は LΓ のある頂点 v′ ∈ V の近傍 NLΓ(v
′)と同型になっていると仮定する. LΓ を Gのモデル格子と

よぶ. GのファットグラフM = M(G)を上と同様に定義する. M 上のアフィンアトラスを次のよう

に構成する.

• 各頂点 v ∈ Gに対し同型 fv : NG(v)
∼−→ NLΓ(v

′)を固定し, 対応するファットグラフへの拡張

を同じ記号で表す. ϕv := iv′ ◦ fv : f−1
v (Uv′) → Rn と定める. ここで iv′ : Uv′ → Rn は自然な

埋め込み.

• v′ の固定部分群 FixΓ(v
′)の元 γ に対し, ϕγ

v := γ ◦ ϕv : f−1
v (Uv′) → Rn と定める. このとき

{(Uv, ϕv)}v∈G ∪ {(Uv, ϕ
γ
v)}v∈G,γ∈FixΓ(v′)はM 上のアフィンアトラスを定める. これは各頂点

での同型 fv の取り方によらない.

構成から, M のモノドロミー表現は (必要なら Aff(Rn)-共役のもと) 結晶群 Γに値をもつ. ここで,

同じモデル格子 LΓを与える結晶群 Γは一般に複数ありうるということを注意しておく. 必要な (最

小の) 結晶群 Γは欠陥の種類に応じて決まると考えられる (以下の例を参照).

3.2 刃状転位, 螺旋転位

刃状転位については図 4のようになる. モデル格子は正方格子で, 図のアフィン座標は全て第 1座標

が右向きになるよう取ってあるものとする. ”転位線”を含む 5角形を囲む閉曲線 γ に対してモノド

ロミーを計算すれば g1 = g2 = (0, 1), g3 = (−1, 0), . . . より ρ(γ) = (1, 0) ∈ Z ⊂ Aff(Rn)を得る. 一

方”転位線”を囲まない閉曲線に関するモノドロミーは自明であるから, これにより転位の存在を検

出することができる. さらにモノドロミー (1, 0)は刃状転位の特徴量である Burgersベクトルに一致

する. 全く同様にして螺旋転位のモノドロミー表現も計算することができる (ここでは割愛する). こ

れらの転位の場合にはモノドロミー表現は Γ = Z3 ⊂ Aff(R3)に値をもつ.
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x0

γ

g1

g2

g3

図 4: 刃状転位のモノドロミー表現

x0

γ

図 5: 回位のモノドロミー表現

3.3 回位

回位については図 5のようになる. モデル格子は正方格子である. ここではアフィン座標の座標軸を

青矢印で示している. 閉曲線 γ に沿ったモノドロミーは

ρ(γ) =

(
R(π/2),

(
0

0

))
·

(
Id,

(
−2

0

))
=

(
R(π/2),

(
0

−2

))

と計算できる. この場合にはモノドロミー表現は Γ = P4 := ⟨R(π/2)⟩ ⋉ Z2 ∼= Z4 ⋉ Z2 に値をもつ.

P4-共役に関する不変量 π/2は回位の欠損角と呼ばれる特徴量である.

4 格子欠陥の変形理論

この節では格子欠陥の時間発展を記述する試みについて述べる. 例えば 3次元結晶内に転位線が複数

存在し, 時間発展によってこれらが衝突する現象は重要な研究対象となっている. このような問題に

は (特異)アフィン多様体の変形理論が必要と考えられる. 本稿では 2次元格子の場合に格子欠陥の

連続体モデルを提案し, 簡単な場合にその変形 (時間発展)を調べる.

4.1 Riemann面上の有理型微分

Rを Riemann面とする. KR を Rの標準束とする.

定義 5 R上の有理型 k次微分 ωとは標準束の k階テンソル積K⊗k
R の有理型切断のことである.

つまり ωは局所的に有理型関数 ω(z)で表示され, 座標変換 w = w(z)に対して

ω(z) = ω(w)

(
dw

dz

)k

と振る舞うようなテンソル場である. 記号として ω = ω(z)dzk と表す. ωの零点, 極は座標表示によ

らず定まる. これらを ωの特異点とよび, 全体を Sing(ω)と表す.

有理型 k次微分 ωは次のように R上の特異アフィン構造を定める. 点 p ∈ R \ Sing(ω)に対し, 単連

結な複素座標近傍 Up およびその上での k
√
ω(z)の分枝をひとつ固定する. 関数 ϕp : Up → Cを

ϕp(q) :=

∫ q

p

k
√
ω(z)dz
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z = 0
θ = 0

θ = 2/3π

θ = 4/3π

図 6: ω = z−1dz4 のときの Fω

z = z0 z = z1

図 7: ω = z−z1
z−z0

dz4 のときの Fω.

と定める. これらが実際に R上の特異アフィン構造を定めることは座標変換が

z 7→ exp

(
2πil

k

)
z + c (l = 0, . . . , k − 1, c ∈ C)

となることから分かる. 第 1項は分枝の取り換え, 第 2項は基点 pの取り換えの寄与である. 特にモ

ノドロミー表現は Pk(R) := ⟨R(2π/k)⟩⋉R2 ∼= Zk ⋉R2 ⊂ Aff(R2)に値をもつ.

このような形で得られている特異アフィン構造に関しては,その変形理論を有理型 k-微分の変形によっ

て考察することができる. k = 2mが偶数の時には曲線 ϕ−1
p (ℜz = const.)および ϕ−1

p (ℑz = const.)

の族 Fω は座標の取り方によらず well-definedであり, これらを用いて特異アフィン構造を可視化す

ることができる. k = 2, すなわち有理型 2次微分の場合には Fω はR上の特異葉層をなし, その構造

はよく調べられている (cf. [Str84]).

4.2 曲率 2重極とその対消滅

R := C上の有理型 4次微分 ω := z−1dz4 を考える. Sing(ω) = {0}である. Fω を調べるために原点

を通る直線 γθ(t) := t exp(iθ)を考える. p = γθ(ϵ)として

ϕp(γθ(a)) =

∫ a

ϵ

γ∗
θ (z

−1/4dz) =

∫ a

ϵ

t−1/4 exp

(
3

4
iθ

)
dt =

4

3
(a3/4 − ϵ3/4) exp

(
3

4
iθ

)
となるから, γθ ⊂ ϕ−1

p (R∪ iR)となるのは θ = 0, 2
3π,

4
3π mod 2πのとき. 従って Fω は図 6のように

なる.

これは回位の連続体モデルとみなせることに注意する. 図 3と比較せよ. 実際, この特異アフィン構

造のモノドロミー表現は 3.3の計算結果を再現する.

同様にして, ω = zdz4という正則 4次微分を考えると Fω は原点に 5価の特異性を生じる. これらを

組み合わせた有理型 4次微分 ω = z−z1
z−z0

dz4に対応する Fω は図 7のようになる. 得られる特異アフィ

ン構造は曲率二重極 (curvature dipole) とよばれ, 刃状転位の連続体モデルとみなせることが知られ

ている [KMS15]. 実際, z0 および z1 を両方囲む閉曲線に沿ったモノドロミー表現は Γ = Z2 に値を

もつことが分かる. また, 有理型 4次微分の変形

ω(t) :=
z − {(1− t)z1 + tz0}

z − z0
dz4, t ∈ [0, 1]

を考えると ω(0) = ω, ω(1) = dz4 となり後者は欠陥のない 4価の格子に対応する. この結果は物理

的な観点からは欠陥の対消滅と解釈できる.
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5 まとめと今後の展望

特異アフィン構造のモノドロミー表現を用いて, 欠陥のある格子を幾何学的に定式化することができ

た. この方法は [HMNSU18]の一般化であり, [KMS15, Ka05]などによる計量を用いた定式化に比べ

ると計算が容易になっている. また 2次元の格子の場合にはその連続体モデルを Riemann面上の有

理型微分を用いて記述することができた. 今後の課題として, 例えば以下のものが考えられる:

• 一般のVortella processのモノドロミー表現. 3章で扱った刃状転位,螺旋転位,回位はVortella

processと呼ばれる構成で得られる格子欠陥モデルの特別な場合である. 一般のVortell process

に対しモノドロミー表現を計算し, 欠陥の特徴量を抽出することは今後の課題である.

• 格子欠陥に対する位相的な制約. 4章では Riemann面が Cで与えられている場合を考察した
が, 例えばトーラスの場合の考察は周期的な境界条件のもとでの格子欠陥を記述できると期待

される. この場合には Poincaré-Hopfの定理から欠陥のタイプ (有理型微分の特異性の位数)に

位相的な制約が得られる.

• 3次元格子欠陥の変形理論. 4章では 2次元の格子欠陥について有理型微分を用いた変形理論

を考察した. 3次元の特異アフィン構造の変形理論を考察することは格子欠陥の研究 (例えば転

位線の衝突現象の研究) において非常に重要な課題であると考えられる.
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