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概 要

センサーデータの解析では，多くの場合，離散時間確率変数列を用いたモデルが考えられてい
る．しかし，各センサーを等間隔で同時刻観測するという仮定は強く，そのことを暗に仮定してい
る従来のモデルでは，現実の問題に正しく適用できるか不明である．そこで，本論文では，セン
サーデータを連続時間確率過程とみなし，従来の離散時間確率変数列を用いたモデルの拡張になっ
ていることや，必ずしも等間隔・同時観測では無い場合にも適用できる結果をまとめた．また，ス
パース推定の結果を用いることにより，高次元の解析にも応用できることを紹介する．

1 はじめに

近年，ITやセンシング技術の発展に伴い，大量のデータの収集が容易になった．そのことにより，

様々な分野でデータの活用ということが重要になってきている ([1])．そこで，様々な解析手法が提

案されているが，その多くはセンサーデータを離散時間確率変数列とみなしたモデルを考えている．

離散時間確率変数列は理論的な性質が多く知られており扱いやすい面がある一方，暗に各センサー

を等間隔・同時観測していることを仮定してしまっている．実用上，センサーデータは超高次元に

もなり得る中でこの仮定は非常に強く，もし，実際には等間隔・同時観測していないデータをこの理

論に当てはめてしまうと，当然ながら誤った結果を導いてしまう．そこで，我々は，データの種類を

連続時間確率過程に拡張し，その下でデータの構造について調べた．この手法はこれまであまり議

論されてこなかったことではあるが，従来の手法に対する一つの拡張として考えられるだけでなく，

今後，センサーデータを高頻度観測できるようになった時に大きな意味を持つ．

センサーデータ解析においては，異常検知が最も重要なテーマの一つであるが，異常を検出する手

がかりとなるのが，センサーデータ間の相関関係である．グラフィカル・ガウシアン・モデルを用い

た，センサーデータ間の相関関係を調べる研究は，[2]などにもあるが，本論文では特に，確率微分

方程式（SDE：Stochastic differential equation）で表されるモデルについて調べることで，より一

般的な状況を考えた．

また，データ間の相関関係を調べるときには，多くの場合，分散共分散行列の逆行列である精度行列

の推定を行う．精度行列を用いる主な理由は，ある 2変数の相関に注目した時に，それ以外の変数の

影響を無視するためである．しかし，変数の数を nとした時に，精度行列を求めるためには，パラ

メータが n(n+ 1)/2必要になる．そこで，スパース推定の技術を応用する．このスパース推定につ

いて，感覚的に言うと，相関係数が 0に近いものは真に 0であるとみなすことで，超高次元の推定

を限られたデータ数で可能にするものである．本来は，線形回帰モデルにおいて考えられていた手法

だが，今回考えるモデルを含めた，広いモデルに対して適用できることも併せて紹介する．

2 連続時間確率過程モデル

本節では連続時間確率過程モデルとして，確率微分方程式を用いたモデルを考える．また，それに対

応した推定手法としてよく知られている擬似尤度解析を用いて推定量を構成する．擬似尤度解析に

ついて，詳しくは [3]参照．

センサーの数をM個とする．このとき，センサーデータをM次元連続時間確率過程X = (Xi)i=1,··· ,M

と考え，以下の SDEに従うものとする．

dXt = a(Xt, θ
2)dt+ b(Xt, θ

1)dWt, X0 = x0 ∈ Rd. (1)
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ここで，θ = (θ1, θ2)は推定したいパラメータ，W = (Wt)t∈[0,∞) はM 次元標準ブラウン運動であ

る．このセンサーデータX から得られるデータセットをD =
{
(Xi

tin
)n=1,...,Ni

; i = 1, ...,M
}
あるい

は D′ =
{
(Xi

tin
−Xi

tin−1
)n=2,...,Ni ; i = 1, ...,M

}
とおく．ここで，Xi = (Xi

t)t∈[0,∞) は i番目のセン

サーデータ，Niを i番目のセンサーのデータサイズ，0 ≤ ti1 < ti2 · · · < tiNi
を i番目のセンサーの観

測時刻である．データセットD′はデータセットDの差分をとっただけのものであるが，データが等
間隔・同時刻観測であって独立（同分布）確率変数列である場合はこのような形をしている．推定手

法に影響は無いため，以下では主に Dを用いる．

注意 1 a ≡ 0, b(x, θ1) ≡ Λ− 1
2 ∈ RM×M であり，等間隔・同時刻観測，つまり，データサイズNiや

観測時刻 (tin)n=1,...,Ni が共通の時，データセットD′は，多変量正規分布NM (0,Λ−1)に従う確率変

数列を表す．

今回はセンサー間の相関に興味があるので，簡単な場合として，以下の状況を考える：

a ≡ 0, b(x, θ1) ≡ Λ− 1
2 ∈ RM×M . (2)

2.1 同期観測

ここでは，同期観測されている場合を考える．この場合，(tin)n および Ni は共通に取れるため，そ

れぞれ (tn)n およびN とおく．このとき，擬似対数尤度関数 H(1)
N (Λ)を次のように定義する ([3])．

H(1)
N (Λ) = −1

2

N∑
k=2

{
log detΛ−1 +N(∆kX)′Λ(∆kX)

}
また，H(1)

N (Λ)を最大にするものとして，擬似最尤推定量 Λ̃(1) が得られる：

H(1)
N (Λ̃(1)) = sup

Λ
H(1)

N (Λ).

ここで，∆kX はX の差分を表しており，∆kX = Xtk −Xtk−1
で与えられる．

2.2 非等間隔・非同期観測

ここでは，非同期・非等間隔な観測について考える．簡単のため，今回はセンサーデータが 2個の場

合についてのみ議論する．このとき，推定すべき精度行列 Λは 2× 2行列となるので，

Λ =

[
λ1 λ0

λ0 λ2

]

とおく．つまり，推定したいパラメータは [λ1, λ2, λ0]
′ ∈ R3 となる．また，時間を表す変数 T を考

え，各 i = 1, 2に対してNi = Ni(T )とし，T → ∞の時，Ni(T ) → ∞とする. このとき，次の擬似

対数尤度関数 H(2)
T (Λ)を考える．

H(2)
T (Λ) = −1

2

[
∆1X

∆2X

]′

S−1

[
∆1X

∆2X

]
− 1

2
log detS

ここで，各 i = 1, 2に対し，

∆iX =


∆i

1X
...

∆i
Ni

X

 ∈ RNi , ∆i
nX = (tin − tin−1)

−1/2(Xi
tn −Xi

tn−1
), n = 1, ..., Ni
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であり，S = [Sij ]i,j=1,2 ∈ R(N1+N2)×(N1+N2) とおくと，i = 1, 2に対して，

Sii = diag
([

(λ2
i + λ2

0)(t
i
n − tin−1)

]
n=1,··· ,Ni

)
∈ RNi×Ni ,

S12 = S′
21 = 2λ2

0

[
0 ∨ (t1n ∧ t2m − t1n−1 ∨ t2m−1)√

(t1n − t1n−1)(t
2
m − t2m−1)

]
n=1,··· ,N1,m=1,··· ,N2

∈ RN1×N2

を表すものとする．このとき，擬似最尤推定量 Λ̃(2) を擬似対数尤度関数 H(2)
T (Λ)を最大化するもの

として定義する：

H(2)
T (Λ̃(2)) = sup

Λ
H(2)

T (Λ).

注意 2 例えば，T は観測を始めてからの時間を表す．この時，Ni = Ni(T )は，i番目のセンサーの

時刻 T までの観測点の個数に相当する．

3 結果

推定したいパラメータ Λの真の値を Λ∗とおく．次に，正の定数 cおよび C に対して，Θc,C を次で

定義する：

Θc,C = {Λ ∈ RM×M ; Λは対称行列で任意の u ∈ RMに対して，c|u|2 < u′Λu < C|u|2}

この時，真値 Λ∗がΘc,C の内点になるように cおよび C をとり固定する．これ以降はパラメータ空

間として Θc,C を考える．このとき，適当な条件のもとで，次が得られる．

定理 1 ([3]の Theorem 13および [4]の Theorem1,2)

1) 一致性：

(a) Λ̃(1) →p Λ∗．

(b) Λ̃(2) →p Λ∗．

2) 漸近正規性：

(a)
√
N(Λ̃(1) − Λ∗) →d normal．

(b) bT → ∞(T → ∞)となるような適当な数列 (bT )T に対して，bT (Λ̃
(2) − Λ∗) →d normal．

3) L∞−-有界性：

(a) (
√
N(Λ̃(1) − Λ∗))N は L∞−-有界である．

(b) (bT (Λ̃
(2) − Λ∗))T は L∞−-有界である．

ここで，→pおよび→dは，それぞれ確率収束および分布収束を意味する．また，確率変数列 (Xn)n

が L∞−-有界であるとは，任意の p > 1に対して，supn E[|Xn|p] < ∞である時にいう．証明は各論
文の定理の条件を調べれば良い．本論文では，SDEモデル (1)において，(2)を仮定しているので，

容易に示すことができる．
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4 スパース推定

本章では，上で述べた擬似最尤推定にも適用できるスパース推定について述べる．なお，前章の仮定

は満たしているものとし，変数 Sを，2.1節の場合を考えるときは S = N，2.2節の場合を考えると

きは S = T とおく．また，真値 Λ∗ のいくつかの成分が 0であることを仮定する．

まず，上記の擬似最尤推定量 Λ̃を用いて，新しい目的関数QS を構成する．簡単のため，パラメータ

Λはベクトルとみなす：Λ = [λj ]j ∈ RM(M+1)/2．例えば，Λ = [λij ]i,j ∈ Θc,C に対して，λij(i ≥ j)

を添字 i, jについて辞書式順序により並べ替えたものを考えれば良い．この時，目的関数QS を次で

定義する：

QS(Λ) = (Λ− Λ̃)′Ĝ(Λ− Λ̃) +
∑
j

κ̂j
S |λj |q,

ここで，Ĝ はある（ランダムな）正定値行列，κ̂ = [κ̂j ]j はある（ランダムな）確率変数列，q は

0 < q ≤ 1を満たす定数とする．さらに，推定量 Λ̂を目的関数QS を最小化するものとして定義する：

QS(Λ̂) = inf
Λ

QS(Λ)

このとき，Λ̂ = [λ̂j ]j ,Λ
∗ = [λ∗

j ]j とおくと，[5]より，適当な条件のもとで，λ∗
j = 0となるような j

に対して，λ̂j = 0となる確率が，S → ∞の時に，1に収束する．

5 終わりに

本論文では，従来，離散時間確率過程モデルで考えられることが多かった問題を連続時間確率過程モ

デルの問題に置き換え，簡単な SDEモデルに関して漸近正規性を持つ推定量の構成や，スパース推

定への応用について考察した．本論文で議論したことは，より複雑なモデルにも対応できるが，従来

の手法を連続時間確率過程モデルに拡張することが目的であったため，簡単なモデルについてのみ考

えた．

今後の課題は，理論面では観測時刻の一般化，実用面ではシミュレーションや実際のセンサーデータ

を用いた解析を行うことである．観測時刻に関しては，本論文ではかなり限定的な状況であったた

め，非同期高次元伊藤過程の分散行列の推定問題を扱った [6]などのような，より一般的な状況にお

ける理論的考察が望まれる．観測時刻のランダム化については，本論文では触れなかったが，この分

野の重大な課題である欠損データの扱いに対応する一つの方法である．また，センサーデータの解析

は，主に産業分野での問題であるため，実データに応用できてこそ価値のあるものとなる．
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