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概 要

　準結晶に対して, 関数に値をとる新しい不変量を導入し, いくつかの結晶および準結晶に対し
て計算する.

1 はじめに

準結晶とは 1984年にダニエル・シェヒトマンによって発見された, 結晶ともアモルファスとも異な

る固体の状態である. 結晶のような並進対称性はもたないが, アモルファスなどよりも高い秩序を有

している. 一方 [1]では, ガラスの持つ秩序性がパーシステントホモロジーを用いることによって明

らかにされている. ガラスのようなアモルファスは一見無秩序だが, そのパーシステントダイアグラ

ムと呼ばれるものを計算すると, 特徴的なパターンが観測される. 本稿では準結晶に対して, パーシ

ステントホモロジーにインスパイアされた不変量を導入し, １次元あるいは 2次元の結晶および準結

晶に対して計算している. パーシステントホモロジーがガラスの秩序性を明らかにしたのと同じよう

に, この不変量が準結晶の構造の研究に有効であることを期待している.

2 不変量の定義

定義 1 (Delone集合) Rnの離散部分集合 Λに対して, ふたつの正の実数 R, rが存在して次の条件

を満たすとき, Λを Delone集合であるという.

(1)任意の点 x ∈ Λに対して y ∈ Λが存在して ∥x− y∥ ≤ Rが成り立つ.

(2)任意の 2点 x, y ∈ Λに対して ∥x− y∥ ≥ rが成り立つ.

定義 2 (準結晶) Rn の Delone集合 Λに対して, ある Rn の有限部分集合 F が存在して次の条件を

満たすとき, Λを準結晶であるという.

Λ− Λ ⊂ Λ + F

定義 3 (モデル集合) Rn+k = Rn × Rk の第 1成分, 第 2成分への射影をそれぞれ π1, π2 とする. Γ

を Rn+k の格子, B を Rk の有界開集合とする. このとき

Λ := {π1(x) ∈ Rn|x ∈ Γ, π2(x) ∈ B}

をモデル集合と呼ぶ.

定義 4 (関数 pk) Λを RN のモデル集合, rを正の実数, kを 0以上の整数とする. RN の増大する凸

領域の列 U1 ⊂ U2 ⊂ · · · で
∪∞

n=1 Un = RN を満たすものをとる. このとき

pk(r) = lim
n→∞

bk(
∪

x∈Un∩Λ B(x; r))

#(Un ∩ Λ)

と定義する. ただし bk は k次ベッチ数である.
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3 計算例

3.1 1次元結晶

まず 1次元結晶に対して計算する. 結晶の格子間隔を aとする.

a a

格子を中心とする球の半径が a
2 に達するとすべての球が接触するので p0 は以下のようになる.

p0(r) =

1 (0 < r < a
2 )

0 (a2 ≤ r)

3.2 １次元結晶+有限集合

長さの違うタイル a, b, cを周期的に並べてえられる下図のような構造を考える. その頂点の全体の集

合は１次元結晶 Lと有限集合 F を用いて L+ F と書ける. この集合に対して p0 を計算する.

a b c a bc

タイルの長さに a < b < cの関係がある場合を考える. 各頂点を中心とした球の半径が a
2 に達するま

で, すべての球は互いに共通部分をもたない. 半径が a
2 を超えるとタイル aの両端を中心とした球が

接触する. 半径 b
2 を超えるとさらにタイル bの両端を中心とした球が接触する. 半径が c

2 を超えると

さらにタイル cの両端を中心とした球が接触する. したがって p0 は以下のようになる.

p0(r) =



1 (0 < r < a
2 )

2
3 (a2 ≤ r < b

2 )

1
3 ( b2 ≤ r < c

2 )

0 ( c2 ≤ r)

3.3 Fibonacci準結晶

Fibonacci準結晶に対して pk を計算する. Fibonacci準結晶とは長さの違うふたつのタイル a, bに次

の代替規則を繰り返し適用して得られる１次元準結晶である.

a → b, b → ab

その結果以下の図が得られる. 下図の頂点全体の集合がモデル集合, 特に準結晶になっている.

a b b b bb a a

タイル aから初めて, この代替規則を n回繰り返したあとのタイリングにおけるタイル aとタイル b

の枚数はそれぞれ Fibonacci数列の第 n−1項 fn−1と第 n項 fnになる. したがってその比は n → ∞
において

aの枚数 : bの枚数 = 1 :
1 +

√
5

2

2



数理科学実践研究レター

に近づく. したがってタイル aの長さよりタイル bの長さの方が長いとすると, p0 は以下のように

なる.

p0(r) =


1 (0 < r < a

2 )
√
5−1
2 (a2 ≤ r < b

2 )

0 ( b2 ≤ r)

3.4 2次元結晶

2次元結晶に対して計算する. 2次元結晶をR上独立なふたつの複素数 a, bによってL = Za+Zb ⊂ C
と思うと, 回転と拡大および鏡映によって移り合うものを同値な格子だとみなすと, よく知られてい

るように Lは L(τ) = Z+ Zτ と同値になる. ただし, τ は次の基本領域Dに属する複素数である.

D = {z ∈ C | 0 ≤ Re(z) ≤ 1, |z| ≥ 1}

L(τ)の pk の振る舞いは τ によって異なる. そこで, τ の値によって 2次元結晶を 6タイプに分類す

る. この分類は結晶学におけるブラべ格子の分類に対応している. すなわち, (1)が六方格子, (2)が

正方格子, (3)および (4)が面心長方格子, (5)が長方格子, (6)が斜方格子に対応している. 面心長方

格子に対応する格子のタイプが (3)および (4)と２つあるのは, 単位胞に狭角が π
3 よりそれぞれ小さ

いか大きいかでさらに細かく分類しているためである.

計算は容易だが煩雑なため省略する. 以下では原点と 1と τ を頂点とする三角形の外心の半径を r(τ)

とする.

(1) τ = 1+
√
3i

2 の場合.

六方格子の場合である. 格子のすべての頂点にそれを中心とした半径 rの球を置き, rを大きくして

いくことを考える. rが 1
2 に達する直前まではすべての球は互いに交差しないので, p0(r) = 1であ

る. また, このとき p1(r) = 0である. rが 1
2 を超えると, 隣り合うすべての球同士が接触するので,

p0(r) = 0となることがわかる. また, rが 1
2 を超えると, 単位胞当たりふたつの１次元サイクルが生

成されるので, p1(r) = 2となる. rが r( 1+
√
3i

2 ) = 1√
3
を超えるとすべてのサイクルが消滅するので

p1(r) = 0となる. 以上の考察をまとめると次のようになる.

p0(r) =

1 (0 < r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =


0 (0 < r < 1

2 )

2 ( 12 ≤ r < 1√
3
)

0 ( 1√
3
≤ r)

他のタイプも同様の考察によって計算できるが, 煩雑になるので結果のみ示す.

(2) τ = iの場合.
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p0(r) =

1 (0 < r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =


0 (0 < r < 1

2 )

1 ( 12 ≤ r <
√
2
2 )

0 (
√
2
2 ≤ r)

(3) |τ | = 1かつ τ ̸= 1+
√
3i

2 , iの場合.

p0(r) =

1 (0 < r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =



0 (0 < r < 1
2 )

1 ( 12 ≤ r <

√
|1−τ |
2 )

2 ( |1−τ |
2 ≤ rr(τ))

0 (r(τ) ≤ r)

(4) Re(τ) = 1かつ τ ̸= 1+
√
3i

2 の場合.

p0(r) =

1 (0 < r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =


0 (0 < r < |τ |

2 )

2 ( |τ |2 ≤ r < r(τ)

0 (r(τ) ≤ r)

(5) Re(τ) = 0かつ τ ̸= iの場合.

p0(r) =

1 (0 < r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =


0 (0 < r < |τ |

2 )

1 ( |τ |2 ≤ r < r(τ))

0 (r(τ) ≤ r)

(6) τ がDの内部に属する場合.
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p0(r) =

1 (0 < r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =



0 (0 < r < |τ |
2 )

1 ( |τ |2 ≤ r < |1−τ |
2 )

2 ( |1−τ |
2 ≤ r < r(τ))

0 (r(τ) ≤ r)

以上の計算結果から p0, p1 の挙動によって, 結晶のタイプを特定することができる事が分かる. す

なわち, p1(r)が 2を値に取らなければ, それは (2)または (5)である. さらに p0(r)が 0になるのと

p1(r)が 1になるのが同時なら (2), そうでなければ (5)である. p1(r)が 2を値に取り 1をとらない

場合は, (1)または (4)である. さらに p0(r)が 0になるのと p1(r)が 1になるのが同時なら (1), そう

でなければ (4)である. p1(r)が 1も 2も値に取る場合は, (3)または (6)である. さらに p0(r)が 0に

なるのと p1(r)が 1になるのが同時なら (3), そうでなければ (6)である.

3.5 Amman-Beenker準結晶

Amman-Beenker準結晶と呼ばれる準結晶に対して pk を計算する. この準結晶は一辺の長さが 1で

狭い方の角度が π/4の菱形のタイルと, 一辺の長さが 1の正方形のタイルに, 次の代替規則を適用す

ることによって作られる.

これによって作られる準結晶の最初の数ステップを示す.

STEP0 STEP1 STEP2

以下, nステップ目の図形に現れる頂点集合を Λn としKn,r :=
∪

x∈Λn
B(x, r)とおく.

代替規則から nステップ目の菱形の枚数を an 正方形の枚数を bn とすると

a0 = 8, b0 = 0

an+1 = 3an + 4bn

bn+1 = 2an + 3bn
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である. これを解くと

an = 4{(3 + 2
√
2)n + (3− 2

√
2)n}

bn = 2
√
2{(3 + 2

√
2)n − (3− 2

√
2)n}

である.

n段階目の格子点の数を Pn とすると

Pn = an + bn + en

である. ただし en は外枠上の格子点の数え方に由来する error termであり, |en| ≤ 3n · 16である.

まず p1(r)を計算する.

(1) 12 ≤ r < 1√
2+

√
2
のとき.

菱形がふたつ, 正方形がひとつのサイクルを生成するので

b1(Kn,r) = 2an + bn

したがって

p1(r) = lim
n→∞

b1(Kn,r)

Pn

= lim
n→∞

2an + bn
an + bn + en

= 3−
√
2

(2) 1√
2+

√
2
≤ r < 1√

2
のとき.

正方形がひとつのサイクルを生成するので

b1(Kn,r) = bn

したがって

p1(r) = lim
n→∞

b1(Kn,r)

Pn

= lim
n→∞

bn
an + bn + en

=
√
2− 1

(3)

√
2−

√
2

2 ≤ r < 1
2 のとき.

b1(Kn,r) = n− 1段階目における indexが 8の点+ en = Pn−2 + en

したがって

p1(r) = lim
n→∞

b1(Kn,r)

Pn

= lim
n→∞

an−2 + bn + en
an + bn + en

=
1

(3 + 2
√
2)2

= 17− 12
√
2

(4)rが上記の範囲外の時は p1(r) = 0である.

次に p0(r)を計算する.
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(1)0 < r <

√
2−

√
2

2 のとき p0(r) = 1である.

(2)

√
2−

√
2

2 ≤ r < 1
2 のとき.

Mayer-Bietoris系列より

dimH0(Kn,r) = Pn − an + dimH1(Kn,r)

= Pn − an + Pn−2 + en

だから

p0(r) = 19− 13
√
2

(3)rが上記の範囲外のとき p0(r) = 0である.

以上をまとめると

p0(r) =


1 (0 < r <

√
2−

√
2

2 )

16− 11
√
2 (

√
2−

√
2

2 ≤ r < 1
2 )

0 ( 12 ≤ r)

p1(r) =



0 (0 < r <

√
2−

√
2

2 )

17− 12
√
2 (

√
2−

√
2

2 ≤ r < 1
2 )

3−
√
2 ( 12 ≤ r <

√
4−2

√
2

2 )
√
2− 1 (

√
4−2

√
2

2 ≤ r < 1√
2
)

0 ( 1√
2
≤ r)

となる.

4 考察

結晶及び結晶 +有限集合の計算結果と準結晶の計算結果の大きな違いは, 準結晶の場合は p0および

p1 が無理数値をとることである. 一般的に次が成り立つと予想される.

予想 1 すべての非負整数 kについて, 結晶の pk は無理数値をとらない.

この予想が証明できれば, 不変量 pk が無理数値をとるかどうかによって準結晶かどうかが判断でき

ることがわかる.

2次元結晶に対して計算したように, p0および p1の挙動を見れば, 結晶のタイプを特定できる. 特に

ブラべ格子を特定することがわかった. 3次元においても結晶系やブラべ格子を特定できるのかどう

かは興味深い問題である. 2次元の場合の結晶 +有限集合, 高次元結晶および高次元準結晶に対する

計算も今後の課題である.
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