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有限回転変位を考慮した 2次元剛体･ばねモデルの定式化 (その2)
- 動 的 問 題-

Forumulationof2-DRigidBodySpringModelsIncludingEffectofFiniteRotationalDisplacement(ⅠⅠ)

- DynamicProblems-
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MasaakiMITO,NorioTAKEUCHIandTadahikoKAWAI

1. ま え が さ

有限回転変位を考慮した2次元剛体･ばねモデルの静

的問題に対する定式化は文献 1)で示した.そこで,本

論文では,動的問題に対する定式化について述べる.本

文では,まず剛体内U)加速度を示し,この加速度を動的

問題に対する増分形仮想仕事式に代入することにより,

運動方程式を求めることにする.さらに,数値計算例と

して片持ち梁を取り上げ,大変形有限要素解と本モデル

の解を比較することにより,動的問題に対する本モデル

の検討を行う.

2.増分形仮想仕事式による面内要素の定式化

文献 1)において,有限回転変位を考慮した2次元剛

体･ばねモデルの剛性方程式を誘導した.ここでは,その

結果のみを以下に示す.

〔Kd+KG-Kp-Kf〕tAU)-AF+AR (1)

AF-AFp+AFf

AR--ARC+ARp+ARf

ここで,Kdは初期変位を考慮した剛性行列,KGは幾何

剛性行列,Kpは初期物体力行列およびKf は初期表面

力行列である.また,AFp は物体力による増分荷重ベク

トル,AFf は表面力による増分荷重ベクトルである.そ

して,ARJは初期応力による残差荷重ベクトル,ARpお

よびARf はおのおの物体力および表面力による残差荷

重ベクトルである.

本論文では,この剛性方程式を利用し,有限回転変位

を考慮した2次元剛体･ばねモデルの運動方程式を示す.

動的問題に対する定式化を行うまえに,剛体の任意点で

の加速度について述べる.いま,3次元の剛体を考える.

ここで,剛体の重心点での並進加速度ベクトルを tiG,X,

9,Z軸回りの剛体の角速度ベクトルを0 とすれば,剛
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体の運動力学より,剛体内の任意点の加速度ベクトル U
は

ti-tic+(dd/di)×r+0×(0×1･) (2)

として与えられる.ここで,rは重心点から任意点までの

動径ベクトルである.上式を用いて,図-1に示す2次元

剛体要素の任意点での加速度を求める.重心点での並進

加速度を(ill,b'1)とし,角速度を∂1とすれば,これらを

(2)式に代入することにより,任意点における∬,〝方向

における加速度 ti(x,y),V(x,U)は以下のようにな

る.

U(x,y)=iil-(y-yGl)51-(x-XGl)(dl)2

V(I,g)-if.+(x-xG.)51-(y-yGl)(61)2 (3)

回転角 Olが微小と仮定し,上式の2次以上の項を省略す

れば,微小変形理論で用いる加速度と一致することは容

易に理解できる.つぎに,上式を用いて増分加速度を求

める.いま,x,y方向の増分加速度をAU,A伊 とすれ

ば,

AU-AU(1)+AU(2)

AU(1)-Ail.-(y-yGl)A銑-2(I-xGl)(∂io)･Adl)

AU(2)ニー(x-xGl)(Adl)2

AV-AV(1)+Aヴ(2)

AV(1)-Aifl+(x-XGl)Agl-2(y-yGl)(dio)･ABl)

｣ x(u)

X:重心点

図-1 剛体変位場を仮定した三角形要素
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′7(2)=_(y― ycl)(∠θl)2

となる。ここで,上付きの(0)は 前段階の加速度であり,

(1),(2)は それぞれ1次および2次の増分であること

を表す。上式を整理して,以 下のようなベクトル表示す

る。すなわち, 1次 増分については,

∠σ(D=ヨL・∠″1+12・∠力1         (5)

(∠υ'))ι=L∠」°
l∠フ。

句

(∠″1)ι・L∠ク1,∠グ1,40.」

(∠力1)ι=L∠ク1,∠夕1,∠∂1」

島=[‐淵長丸響]
ん=[器[釜J三ilyI]

である。同様にして, 2次増分も以下のように表す。

∠」(2)=∠ヵl・ハL・∠力1 (6)

∠7 ( a =∠力1・Ⅳ2・∠力1

J‖≡∴J
可‖≡≠劇

薇 鶉 財 輻

参考にすると,動 的問題に対する増分形仮想仕事式は次

式のごとく与えられる。

31δ(δO+∠δ)`。(σO+∠σ)あ

―冴I♪(σO+∠σソ・lPOttZ′
―(・//′)(」°)+∠J))ぁ4

-覆
I.δ(1/10p十∠σ)t。(「C°l+∠「ルお=o (7)

ここで,∠δ,Zσはそれぞれ増分相対変位および増分応力

である。また,∠P,∠Fは 増分物体力および増分表面力

であり,γは単位体積重量,σは重力加速度である。さら

に,sらは要素境界面の領域であり,り および
]は

それ

ぞれ各要素内,要 素境界面上の総和をとることを意味す

る。上式の増分相対変位∠δ,増分変位 ∠υおよび増分加

速度 ∠σを1次および2次成分の和,す なわち

∠δ=∠δ(D+∠δ(a

∠υ=∠υ(1)十∠σ("

∠′=∠」。)十∠J。)

で表し,高 次項を省略すると以下のように整理すること

ができる。

]止δИ辞))。∠撚

十澪遮δ(2δ
②)t・σO法

+71♪(∠び①ソ。(力)∠」①〃

+1五♪(∠び②ソ。(力)。∠」0"

一冴J♪(∠σ②ド・(′6+∠p)″

晉ムδ“び
②ソ。(F9+″lyS=″+∠R(9)

ここで,
″=1″♪“♂り`が″

十羽遮δ“σ
①ア・∠fFs     C①

∠R=-31δ(∠δ°))ι・σOお

十ΣIンЪ(∠σ①ソ・FO"     OD

+3遮。(∠」。))ι。「①恭
二ぞJ♪“び。ソ。(″し)。∠」③″

である。(1)式で示した有限回転変位を考慮した岡I性方

程式を求める際に,加 速度に関係する項以外の係数行列

およびベクトルは文献 1)で示した。すなわち,(9)式

では,左辺第 1項 よりκα行列,第 2項 よりKc行 列,第

5項 よりκP行列および第 6項 よりκ′行列である。 ま

た,荷 重ベクトルとしては,(10)式の右辺第 1項および

第 2項 よりZFPお よびZF/ベ クトルを求めた。さらに,

残差荷重ベクトルとしては,(11)式 の右辺第 1項 より

∠8σベクトル,第 2項 より∠R′および第 3項 より∠R/

である。 こ こでは,加 速度に関係する係数行列およびベ

クトルを具体的に示す。まず,文 献 1)よ り1次増分変

位 ∠び1)は
,

∠σ(°=01・∠“1              (12)

(∠σ(1))ι=L∠υ(°
,∠7●句

(∠“1)ι=L∠%1,∠υl,∠θl」

Qギ
:警 長蹴 缶 結 ヂ ]

と表される。(5)式 と(12)式を(9)式の左辺第 3項に代

入すると,

δ(∠σ。))ι。(〃θ)。∠」。)

=δ(∠“1)ι・OF。(ノg)。(″1・∠″1+12・∠力1)(13)

となり,こ こで

〃=1/OF・(力)・Il"      は の
屁=1/OF・(力)・島〃
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E=120001b/1n。l ν=0.2

ρ=0.1024×10~lb.s71n.4
p=2.851b/in

報

図-2 動 的応答解析モデルと要素図

とおくと,質 量行列〃 および速度に関する係数行列 凛

は ,

作d∴
‐量ti』⑮

れく力1聾:話机I劇
となな

=」

til磁 1進ζ警:指j響[:ζ「

yL笙

,0

式の左辺第4項 より初期加速度行列 Kαを求める。 2次

増分変位 ∠び②は文献 1)よ り,      ‐

(∠J°
))ι=|∠υ°),∠7C21」         (16)

∠び(a=1/2・∠“1・Ⅳl・∠ul

∠7(a=1/2・zf“1・コV2・∠“1

と表される。ここで,М ,N2行列は(6)式で示している。

上式を(9)式第4項の被積分項に代入し整理すると,以

下の関係が得られる。

(∠び。))`。(プg)・′
°)

=(ノθ)(∠び
12J.」(0)+∠7。)・7(0))     (17)

=(プ′)。1/2・L∠%1,∠υl,∠a」

1聾 森 輝 胴 印

さらに,(3)式の関係を上式に代入し積分を実行すると,

初期カロ速度行列καが次式のごとく得られる。

鷹dh襦 10
最後に(11)式の右辺第4項より初期加速度による残差荷

重ベクトル∠Rσを示す。まず,右辺第 4項に(12)式を代

入すると
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●  PRESENT ANALYSIS(RBSM)

け

０・６

０・５

０・４

０・３

０・２

０・１

０

=L}譴鮮聯薦無P:Lξ調温畿
】
ヽ
も
　
〇
】
い
く
“
　
Ｚ
Ｏ
【
い
０
国
コ
』
国
∩

SOLUT10N

′

2.85

STEP LOAD APPLICAT10N

図-3 本 モデルの解 と有限要素解との比較

(∠び。))ι・(プσ)・」°)=(∠妨)ι・01。(プ′)・J°
)(19)

となる。ここで,上式の加速度項に(3)式を代入し,積

分すると,

`贖ノイ(1+島)富θRρЮIの
となる。以上により,有 限回転変位を考慮した運動方程

式を構成する係数行列および荷重ベクトルがすべて求ま

つたので結果を整理すると,         :

ルトzf」+れ。∠J十〔Kα+Kcttκα―Kp~κ′〕{∠σ}
=∠F+∠ R

∠F=ZFp+燿 」

∠R=一 ∠Rσ+∠ R,十 ∠R′―∠Rα

となる。

(21)
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STEP=l TIME=0.00000秒                      STEP=61 TIME=0.oo600秒
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図-4 各 時刻の応答変位図

3.有 限回転変位を考慮した片持ち梁の動解析

有限回転変位問題に対する精度の検討を行うために,

図-2に 示される片持ち梁を取り上げ,動 的解析を行っ

た。このモデルは文献 2)に示されるように,Shalatrall

らが8節点アイソパラメトリック要素を用いて,動 的大

変形解析を行つたモデルと同じものである。荷重として

は,等分布荷重をステジプ荷重として作用させた。なお,

解析に際しては荷重の半分を片持ち梁の上,下 面に作用

させた。

図-3に 解析結果を示す.横軸に時刻,縦軸には梁長に

対する先端部の鉛直変位の比を取っている。図中,● 印

が本モデルによる解であり,○ 印がShantranらの解で

ある.本モデルでは,時間きざみ∠′=0.0001秒 としてい

る。Shalltranらは陽解法を用いて運動方程式を解いて

いるため,時 間きざみ∠′=000001秒 と本モデルの場合

と比べて小さい。また,破線および1点破線が Batheら

が有限要素を用いて,陰 解法により求めた値である。全

体的に本モデルの値はShantranらの値と比べて同期的

にやや長目の値を示している。図-4に 時亥」′=0秒 から

′=0.01秒 までの,0.002秒 きざみの応答変位を示す。

| | | | | | | | I I I I I I I I ! | | | | | I I I I I I I I I l l l l l I I I I I I I I I ! 川‖l ! | | | | | I I I ! | | | | I Ⅲl l l l l l l l l l l l l l I I I I I I I I I I ‖| l l l ! | | | | | | | | | | | | I I I I I I ‖l l l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‖‖I I l l l l l l ! ‖| | | | | l l 1 1 ‖| | | | | | ‖| | I Ⅲl l l l l I I I I I I I I I I I I I

22

4。  ま   と    め

有限回転変位を考慮した 2次 元剛体・ばねモデルの運

動方程式を導いた。さらに,有 限回転変位を考慮した動

的問題に対する精度の検討を行うために片持ち梁の動的

大変形解析を行い,有 限要素解 と本モデルの解を比較し

たところ,全 体的に良好な精度で解が求まることがわか

った.本 手法は上の粒子そのものの挙動を扱うミクロン

ベルの粒状体力学へ適用するとその偉力が期待できるも

のと思われる。今後は数多くの数値解析を行うことによ

り,動 的問題に対するデニタの蓄積が必要であろう。

(1985年6月 18日受理)
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