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第1章 はじめに

1.1 Introduction

1.1.1 背景

一般に量子多体系を数学的に厳密に計算することは非常に困難である。数値的にも厳密

対角化といった直接的な手法を用いた場合はサイト数を増やすことによって指数関数的に

計算量が増えてしまうため、本来の物理的な興味の対象である大きな系の解析を行うこと

は困難である。その他にも近似的な手法として量子モンテカルロ法 (文献 [1])や DMRG(密
度行列繰りこみ群)(文献 [2, 3, 4])、テンソルネットワークを用いた手法 (文献 [5, 6, 7, 8])な
どが知られている。

これら数値計算手法の精度を求めるためには厳密解が重要となる。全ての固有値、固有

ベクトルを計算できる量子系の模型として一次元量子可積分系がある。その代表的な解析

手法が Bethe仮説である [9]。Bethe仮説は 1931年に Betheによって XXX鎖に対して導入
されたもので、模型に対応する Bethe仮説方程式と呼ばれる方程式の解を求めることによ
り、もともとの模型のエネルギー固有値と固有ベクトルが求まるというものである。

ただし、一般に Bethe仮説方程式を解くことは非常に困難であり、2018年現在でも真に
厳密に解けてはいない。本論文ではこの XXX鎖および XXZ鎖における、Bethe仮説方程
式のある特定の厳密解およびその周辺を取り上げる。

XXX 鎖の基底状態に関しては、Bethe 仮説方程式の解がすべて実数になると仮定した
場合の、無限系に対するエネルギーが 1938 年に Hulthén によって計算されている [10]。
massive-XXZ鎖の基底状態の無限系に対するエネルギーは Orbachによって積分方程式の
形に表示され、Walkerによって級数的に積分方程式が解かれている [11, 12]。
また、XXX鎖を含む XXZ鎖の基底状態に関しては Bethe仮説方程式の解がすべて実数
になることが 1966年に C. N. Yangと C. P. Yangによって確認されている [13]。
有限温度に関しては 1971年に高橋が string仮説と呼ばれる仮定を Bethe仮説方程式の解
に適応することによって自由エネルギーを計算した [14, 15]。
また、string仮説を用いた有限温度に関する物理量としては文献 [16, 17, 18, 19, 20, 21]が
ある。一方で、string仮説が破れる系として、XXX鎖、massless領域のXXZ鎖が知られて
いる [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]。
しかし、ほとんどの場合においては、厳密には string仮説は成り立たなくとも string仮
説から求まる物理量は近似的に正しいと信じられている。

Bethe仮説方程式の解についての議論は組み合わせ論を用いたアプローチもある [30, 31,
32, 33, 34, 35, 36]。
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有限温度の物理量を解析的に計算する手法としては量子転送行列 (QTM)が知られてい
る。この方法は一部では近似を使っているものの、string仮説では求められない多くの物理
量を求めることができる [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43]。

Bethe仮説方程式は複素数の範囲で解の組をもつ。その実部が等しいときには虚部の和
が 0になる性質が 1986年に Vladimirovによって報告された [44]。XXX鎖および XXZ鎖
では、スピン角運動量の z成分は保存量であるため、Bethe仮説の解もスピン角運動量の大
きさによって複数の sectorに分割され、Hilbert空間内で各々独立に議論される。これらの
sectorの中でも特に、全スピンのうち二つのスピンのみが下向き角運動量 S zを持つような

two-down-spin sectorにおいては、上述の解の組は、二つとも実数となる実解と、Hermite
共役の組となる複素解の二つのタイプの解が存在する。

XXX鎖の two-down-spin sectorではサイト数を大きくすると string仮説で予想される複
素解が実解に潰れてしまう現象が起こることが Essler-Korepin-Schoutens によって報告さ
れている [23]。この現象は collapseと呼ばれる。サイト数が大きくなると collapseする複
素解の個数も増えていく。具体的に、two-down-spin sectorにおけるサイト数と collapseす
る複素解の個数の関係は出口-Giriによって求められている [27]。XXX鎖の two-down-spin
sectorについては文献 [45, 46]などでも議論されている。
サイト数を大きくしたときの XXZ鎖の two-down-spin sectorにおける複素解の振る舞い
については文献 [26, 47]でも議論されている。

Bethe仮説方程式の解に関して、両辺が発散しない通常の解を正則解 (regular solution)と
呼び、この解のみでは固有ベクトルを尽くすことができないことが知られている。一方、

両辺が発散するが Betheベクトルが固有ベクトルになる解が存在することが知られている
[48]。この解は特異解（singular solution）と呼ばれる。特異解に対応する固有ベクトルとエ
ネルギー固有値を直接計算することはできない。そこで、正則化を用いて極限を取る操作

が必要となる [48, 49, 50, 51, 52]。その際、Betheベクトルが固有ベクトルとなるための条
件が存在し、この条件を満たす特異解を物理的特異解と呼ぶ。正則解と物理的特異解を合

わせることによって解空間の完全性が満たされることが予想されている。このことは数値

的には 14サイトまで確認されている [53]。また、同様のことが S = 1,
3
2
の場合には 8サ

イトまで数値的に確認されている [54]。
Bethe仮説によって構成される固有ベクトルが完全性を満たすか否かについての議論もあ
る。まず、two-down-spin sectorの XXZ鎖の完全性は高麗-江沢によって証明された [55]。
また、XXX鎖に関する完全性についての議論は組み合わせ論的なものは文献 [56, 57]で行
われ、組み合わせ論的な仮定を課さないものは文献 [58, 59, 60, 61, 62, 63]で行われている。

XXZ鎖の Ising極限（∆→ ∞）に関しては string仮説の解の形のみを仮定したときの各
sectorの解の個数に関する議論もある [64, 65]。

Bethe仮説方程式を数値的の解くための方法として、Bethe仮説方程式の両辺を対数を取
るやり方がある。このとき、対数関数の分岐を指定するものを Bethe量子数と呼ぶ。適切
に Bethe量子数を指定することによって対応する有限系の Bethe仮説方程式の解を数値的
に求めることができる [66]。

Bethe量子数を用いた XXX鎖の two-down-spin sectorに関する厳密な議論が出口-Giriに
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よって行われている [27]。ここでは対数関数を取った形の Bethe仮説方程式の両辺をサイ
ト数で割り、Bethe量子数を含む項を右辺に、そのほかの項を左辺に移項し、このときの左
辺を counting functionと定義する。指定した Bethe量子数と counting functionの方程式の
解として Bethe仮説方程式の解がそれぞれ求まる。この counting functionは本論文でも重
要な概念となるためここで言及しておく。

XXX鎖及び、XXZ鎖の two-down-spin sectorの時間発展に関する実験については文献
[67]などがある。

1.1.2 本研究の主な結果

本研究では主にmassive領域のXXZ鎖の two-down-spin sectorに関して、Bethe量子数を
用いた理論を構築する。具体的には Bethe仮説方程式の解の形を複素解と実解に分け、複
素解を中心に解析する。

得られた結果は次のようになる。これらの結果は解析的なものであるが 1～3に関しては
counting functionの一部の範囲の単調性について、数値的に確認したものとなっている。

1. 特異解を含めた複素解に対応する Bethe量子数の範囲を求めた。

2. String仮説が予言する複素解の個数と実際の解の個数の関係を確定した。具体的に
は、サイト数と相互作用の異方性Δの関係として collapseが起こる範囲を明確にした
(図 1.1)。本結果の、相互作用が等方的な ∆→ 1の極限での collapse閾値は、対応す
る XXX鎖の先行研究の値と一致する。

3. 複素解の個数が増える領域が massive-XXZ鎖では存在することを発見した。この複
素解の増加という現象は、XXX鎖では存在しない。我々はこの新たに得られた解を
extra-two-string解と命名し、この解が現れる領域をサイト数と異方性パラメータに
よって特定した (図 1.1)。この領域はサイト数 N を N → ∞と極限を取ると ∆ > 1全
てになる。

4. サイト数 N が大きい場合、N が大きくしていくにしたがって複素解が指数関数的に

完全 string解に近づくことを解析的に示した (図 1.2)。3と同様にこれもまた、XXX
鎖では見られない結果である。この結果は佐藤氏の求めた数値計算の結果とも一致す

るものであることが確認された。

5. Massive-XXZ 鎖の two-down-spin sector に関する Bethe 仮説方程式の実解に関する
counting functionを求めた。

これらの結果の意義について説明する。まず、再帰的な数値的手法を用いて Bethe仮説
方程式の解を求めるときに実解、複素解等のそれぞれにおけるの解の個数の情報が必要と

なる。したがって、2、3は再帰的に Bethe仮説方程式の解を求めるときにも必要なものと
なる。また、今回の Bethe量子数を用いた方法で Bethe仮説方程式の解を求めることにも
応用できる。その場合、二分法により高い精度の解が得られる。
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Bethe仮説方程式の two-down-spin sectorの解が求まることの物理的な応用方法として、
この sectorの厳密な時間発展の計算があげられる。
近年、盛んに、孤立量子系の熱化の有無の問題が研究されているが (文献 [68, 69, 70, 71,

73, 72, 74])、厳密な時間発展解の存在は、数値計算のベンチマークとしても有用である。
数学的な側面としては Bethe仮説の完全性 (全ての固有ベクトルを表現できるか)に関し
て長年研究がすすめられてきたが (文献 [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61])、本研究の結果は two-
down-spin sectorにおいての解の種類の分類になっており、さらなる数学的課題を示したも
のとなる。

1.1.3 本論文の位置づけと構成

Bethe仮説方程式は一般には解かれていないものの解の性質についてはいくつかの議論
がある。§1.1.1と重複するところもあるが、ここではその中で本研究と関連が強いと思わ
れる two-down-spin sectorの場合の先行研究をまとめ、本研究との関連を述べる。
図 1.3と図 1.4にBethe仮説方程式の解空間における実解と複素解の分布を模式的に示す。

String仮説では、二つの解領域に属する解の個数が予言されていた。これに対して、XXX
鎖では、サイト数 N の増大とともに複素解の一部が実解になる collase解と呼ばれる解が
存在することが知られている。Collapse解は string仮説の予言では複素解に属していたも
のである。まず、collapse解の存在は、Essler-Korepin-Schoutens (文献 [23])により知られる
ようになった。また、出口-Giri (文献 [27])は 2016年に XXX鎖の collapseの個数とサイト
数の関係、および Bethe仮説方程式の各解に対応する Bethe量子数を厳密に求めた。
一方、本論文では、massive-XXZ鎖を新たに取り扱い、string仮説により予言された解の
分布よりも、複素解が一組増えるといるこれまで知られていなかった現象を見出した。こ

の解を extra-two-string解と呼ぶ。XXZ鎖における collapse解の出現領域は extra-two-string
解のそれよりも小さな ∆側に位置すること、またシステムサイズ N の増大とともにこの

extra-two-string解が存在する領域が増大して ∆ ≈ 1に限りなく近づき、collapse解の領域が
圧縮されることも明らかになった。∆→ 1の極限では、圧縮された collapse解領域のみが
残り、これは出口-Giriの結果 (文献 [27])とも対応している。
本論文ではまず §2で Bethe仮説の方法についての背景となる先行研究をまとめる。§3で
本論文の主要な結果である massive-XXZ鎖の two-down-spin sectorの複素解についての結
果と導出を述べる。§4で実解についての解析結果と導出について記述する。§5を本論文の
まとめと展望とする。
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図 1.1: Extra-two-string解の collapseする複素解の組の個数。図中の m-collapse領域は col-
lapseした複素解の組が m個であることを表している。縦軸は、XXZ鎖の相互作用 J の z

軸方向の異方性を表すパラメータ ∆ = cosh (ζ)に関連した、tanh2
(
ζ

2

)
、横軸はサイト数 N

である。tanh2
(
ζ

2

)
= 0が XXX鎖の場合に相当し、tanh2

(
ζ

2

)
= ∞が Ising鎖の場合に相当す

る。また、N → ∞としたときは異方性パラメータ ∆ > 1(すなわち tanh2
(
ζ

2

)
> 0)の領域は

すべて、extra-two-string解を持つ領域になる。

図 1.2: 図 1.2と同様に縦軸に相互作用パラメータの異方性∆ = cosh(ζ)に関連した tanh2
(
ζ

2

)
、

横軸にサイト数 Nを取った場合に、破線よりも上の領域で Bethe仮説方程式の複素解 λ1と

完全 string解 x +
i
2
ζ のずれが O(e−dN)になる。ただし、d > 0とする。
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図 1.3: Two-down-spin sectorにおける XXX鎖の解の分類についての図。String仮説の予言
する複素解の一部が実解になった解が collapse解であり、図中では水色で表している。中
央の赤い破線は実際の Bethe仮説方程式の解の分類であり、右上から中央にきて、真下に
下りる曲線は string仮説が予言する解の分類である。このなかで collapse解領域が Essler-
Korepin-Schoutens (文献 [23])の扱っている領域であり、出口-Giri (文献 [27])はこの模式図
全体を扱っている。

図 1.4: Two-down-spin sectorにおける massive-XXZ鎖の解の分類についての図。String仮
説の予言する複素解の個数よりも増えた分の解が extra-two-string解であり、図中では黄緑
色で表している。一方で string仮説の予言する複素解の一部が実解になった解が collapse解
であり、図中では水色で表している。中央の赤い破線は実際の Bethe仮説方程式の解の分
類であり、右上から左下に伸びる紫色の曲線は string仮説が予言する解の分類である。本
論文で扱うのはこの模式図内の全体である。
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第2章 Bethe仮説方程式とその性質

本章では本論文の背景について概観する。まず、§2.1.1では本論文で扱う模型であるXXZ
鎖と、対応する Bethe仮説方程式について説明する。本論文では代数的 Bethe仮説を直接
扱うわけではないが、§2.3.2と §2.3.3で特異解を扱うときにその背景についての理解が必
要となるので §2.1.2でXXX鎖に対する代数的 Bethe仮説を概観する。§2.2ではXXX鎖の
基底状態の熱力学極限の導出過程を概観する。§2.3では Bethe仮説方程式の両辺が発散す
る解として知られている特異解に関して知られていることを概観する。Nepomechie-Wang
の正則化の方法を用いて §2.3.2と §2.3.3では特異解が Hamiltonianの固有ベクトルになる
ことを概観し、§2.3.4では特異解に対応するエネルギーを求める過程を解説する。§2.4で
は string仮説を用いた有限温度の熱力学極限から自由エネルギーを求める議論を概観する。
最後に §2.5ではXXX鎖の two-down-spin sectorに関する議論と結果について概観する。こ
れは本論文で扱う XXZ鎖の異方性パラメータを ∆ = 1とした場合に相当する。

2.1 XXZ鎖と代数的Bethe仮説
Bethe仮説方程式の導出方法としては座標的 Bethe仮説と代数的 Bethe仮説の２種類が
ある。本節では §2.1.1で XXZ鎖の定義と対応する Bethe仮説方程式の紹介をする。次に
§2.1.2では代数的 Bethe仮説の方法を用いた Bethe仮説方程式の導出を簡単に説明する。

2.1.1 XXZ鎖と Bethe仮説方程式

本論文で扱う XXZ鎖とその Bethe仮説方程式について解説する。
まず、Hilbert空間 HN を次のように定義する。

HN = ⊗N
j=1V j, V j ≃ C2 (2.1)

周期的境界条件の spin-1/2の反強磁性 XXZ鎖の Hamiltonian HXXZ
N : ⊗N

k=1C
2 → ⊗N

k=1C
2を

次のように定義する。

HXXZ
N =

J
4

N∑
j=1

(
σX

j σ
X
j+1 + σ

Y
jσ

Y
j+1 + ∆

(
σZ

jσ
Z
j+1 − 1lN

))
, σa

N+1 = σ
a
1 (2.2)

ただし、スピン演算子 σa (a = X,Y,Z)を

σX =

 0 1
1 0

 , σY =

 0 −i

i 0

 , σZ =

 1 0
0 −1

 (2.3)
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とする。また、σa
k (a = X,Y,Z)を HN に作用する演算子として次のように定義する。

σa
k = I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ σa︸︷︷︸

k番目

⊗I ⊗ · · · ⊗ I (2.4)

ただし、Iを 2 × 2の単位行列とし 1lN := ⊗N
j=1Iとする。XXZ鎖の相互作用の異方性の度合

いをパラメータ ∆であらわす。∆ = 1の等方的な場合が XXX鎖に相当する。|∆| < 1の場
合の系の性質は、XXX鎖の場合と同様、その基底状態と励起状態の間にはギャップがなく
朝永-Luttinger液体状態が実現しており、これをmasslessあるいは gaplessな場合、と呼ぶ。
∆ > 1の場合には基底状態は Ising的な長距離秩序を示し、励起状態との間に有限のギャッ
プを持っており、これを massiveあるいは gappedな場合と呼ぶ。
これらの模型を Bethe仮説を用いて対角化するためには Bethe仮説方程式の解を求める
必要がある。

量子化軸を z方向に取ったとき、系の磁化 (全 S z)は保存量であるため、解空間も磁化の
値に応じて sectorに分割される。そのうちで下向きスピンが M個の sectorを M-down-spin
sectorと呼ぶ。M-down-spin sectorにおける Bethe仮説方程式の解を {λ j} j=1,··· ,M とする。こ

の Bethe仮説方程式の導出には座標的 Bethe仮説と代数的 Bethe仮説の二種類があるが、次
節で代数的 Bethe仮説について具体的に説明する。
異方性ごとの XXZ鎖に対応する Bethe仮説方程式は次のように表記される。

• ∆ = 1の場合: XXX鎖
down-spinの数を Mとすると(

λ j +
i
2

λ j − i
2

)N

=

M∏
k, j,k=1

λ j − λk + i
λ j − λk − i

( j = 1, 2, · · · ,M) (2.5)

となる。これを対数形式にすると

2 tan−1(2λi) =
2π
N

Ji +
1
N

M∑
k=1

2 tan−1(λi − λk) (2.6)

となる。Ji は対数関数の分岐を指定するものであり、Bethe量子数と呼ばれる。

• |∆| < 1の場合: massless (gapless)-XXZ鎖
down-spinの数を Mとし、異方性パラメータを ∆ = cos ζ と表し、(

sinh(λ j + i ζ2 )

sinh(λ j − i ζ2 )

)N

=

M∏
k, j,k=1

sinh(λ j − λk + iζ)
sinh(λ j − λk − iζ)

( j = 1, 2, · · · ,M) (2.7)

となる。これを対数形式にすると

2 tan−1
( tanh(λi)

tan( ζ2 )

)
=

2π
N

Ji +
1
N

M∑
k=1

2 tan−1
( tanh(λi − λk)

tan(ζ)

)
(2.8)

となる。
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• |∆| > 1の場合: massive (gapped)-XXZ鎖
down-spinの数を Mとし、異方性パラメータを ∆ = cosh ζ と表し、(

sin(λ j + i ζ2 )

sin(λ j − i ζ2 )

)N

=

M∏
k, j,k=1

sin(λ j − λk + iζ)
sin(λ j − λk − iζ)

( j = 1, 2, · · · ,M) (2.9)

となる。これを対数形式にすると

2 tan−1
( tan(λi)

tanh( ζ2 )

)
=

2π
N

Ji +
1
N

M∑
k=1

2 tan−1
( tan(λi − λk)

tanh(ζ)

)
(2.10)

となる。

2.1.2 代数的 Bethe仮説

Bethe仮説には波動関数の形を仮定することによって固有ベクトルを導出する座標的Bethe
仮説 [9]とYang-Baxter関係式から得られる交換関係を用いて固有ベクトルを導出する代数
的 Bethe仮説 [75, 76]の二種類がある。どちらの方法でも同一の Bethe仮説方程式が導出
される。本論文では Bethe仮説方程式の解についての議論であるので、代数的 Bethe仮説
である必要はないが、§2.3でその導出過程の知識が必要となるので簡単に概観する。本節
では XXX鎖の Bethe仮説方程式について考える。L-演算子: C2 ⊗ HN → C2 ⊗ HN を次のよ

うに定義する。ここで L-演算子が作用する空間のうち C2 を補助空間と呼ぶ。

Lk(λ) = λI ⊗ 1lN +
i
2

∑
a=X,Y,Z

σa ⊗ σa
k

=

 λ1lN +
i
2σ

Z
k

i
2σ
−
k

i
2σ
+
k λ1lN − i

2σ
Z
k

 (2.11)

ただし、σ±k を σ
±
k := σX

k ± iσY
k と定義する。XXX鎖は可積分の模型であるので L-演算子は

次の Yang-Baxter関係式を満たすことが知られている。

R(λ − µ)(Lk(λ) ⊗ Lk(µ)) = (Lk(µ) ⊗ Lk(λ))R(λ − µ) (2.12)

ただし、

R(λ) =
1
λ + i

((
λ

2
+ i

)
I ⊗ I +

λ

2

∑
a=X,Y,Z

σa ⊗ σa
)

(2.13)

である。L-演算子を用いて TN(λ)を

TN(λ) := LN(λ)LN−1(λ) · · · L1(λ) (2.14)

と定義し、この行列をモノドロミー行列と呼ぶ。次に演算子 AN(λ)、BN(λ)、CN(λ)、DN(λ)
を次のように定義する。

TN(λ) =

 AN(λ) BN(λ)
CN(λ) DN(λ)

 (2.15)
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Yang-Baxter関係式よりモノドロミー行列間の関係式

[TN(µ) ⊗ TN(λ)]R(λ − µ) = R(λ − µ)[TN(λ) ⊗ TN(µ)] (2.16)

が得られる。この関係式から各成分を確認すると演算子 AN(λ)、BN(λ)、CN(λ)、DN(λ)と演
算子 AN(µ)、BN(µ)、CN(µ)、DN(µ)の各々についての交換関係が求められる。
補助空間上でモノドロミー行列 TN(λ)に対して Traceを取ったものを転送行列とし τN(λ)
と表記し、次のように定義する。

τN(λ) = AN(λ) + DN(λ) (2.17)

ここで、all-upの状態を次のように定義する。

|0⟩N = v+ ⊗ · · · ⊗ v+ ∈ H (2.18)

ただし、

v+ =

 1
0

 , v− =

 0
1

 (2.19)

とする。Hamiltonianを τN を用いて表すと

HXXX
N =

iJ
2

d
dλ

log τN(λ)
∣∣∣∣∣
λ= i

2

−NJ
2

1lN (2.20)

となる。

ここで、AN(λ)、DN(λ)、CN(λ)を |0⟩N に作用させると

AN(λ) |0⟩N =
(
λ +

i
2

)N
|0⟩N (2.21)

DN(λ) |0⟩N =
(
λ − i

2

)N
|0⟩N (2.22)

CN(λ) |0⟩N = 0 (2.23)

となる。Bethe仮説方程式の解の組 λ = (λ1, · · · , λM)に対応する Betheベクトルを次のよう
に定義する。

ΨN(λ1, · · · , λM) = BN(λ1) · · · BN(λM) |0⟩N (2.24)

転送行列を Betheベクトルに作用させ、モノドロミー行列間の関係式 (2.16)の各成分か
ら得られる交換関係を用いると{

AN(λ) + DN(λ)
}
BN(λ1) · · · BN(λl) |0⟩N

= Λ(λ : λ1, · · · , λl)
l∏

j=1

BN(λ j) |0⟩N +
l∑

k=1

{
Λk(λ : λ1, · · · , λl)BN(λ)

l∏
j=1, j,k

BN(λ j)
}

(2.25)

13



となる。ただし、

Λ(λ : λ1, · · · , λl) =
(
λ +

i
2

)N l∏
j=1

λ − λ j − i
λ − λ j

+

(
λ − i

2

)N l∏
j=1

λ j − λ − i
λ j − λ

(2.26)

とし、k = 1, 2, · · · , lに対して

Λk(λ : λ1, · · · , λl) =
i

λ − λk

{(
λk +

i
2

)N l∏
j=1

λk − λ j − i
λk − λ j

−
(
λk −

i
2

)N l∏
j=1

λ j − λk − i
λ j − λk

}
(2.27)

とする。第一項が Betheベクトルに関する項となり、その他の項がすべて 0となるときに
Betheベクトルが転送行列の固有ベクトルになることがわかる。したがって、全ての k, lに

対して Λk(λ : λ1, · · · , λl) = 0となるときに Betheベクトルが転送行列の固有ベクトルにな
ることがわかる。また、このときの Λk(λ : λ1, · · · , λl)を unwanted項と呼ぶ。この条件が
Bethe仮説方程式となる。

2.2 基底状態について

Betheによって、Bethe仮説方程式を解くことができれば全ての固有ベクトルを求めるこ
とができることは示された。しかし、Bethe仮説方程式を一般に解くことは容易ではない。
ただし、基底状態に対応する Bethe仮説方程式の解は C. N. Yangと C. P. Yangによって実
解であることが示されている [13]。このことを用いて熱力学極限の基底状態のエネルギー
が求められている [10]。XXX鎖の基底状態の厳密なエネルギーにを求める過程について概
観する。

まず、Bethe仮説方程式の対数関数を取ったものは次のようになる。

2N tan−1(λ j) = 2πI j + 2
M∑

l=1

tan−1
(λ j − λl

2

)
(2.28)

ここで、I j を Bethe量子数と呼び、 I j : integer for odd N − M

I j : half integer for even N − M
(2.29)

となることが知られている。よって Bethe量子数をつぎのように表す。

I j =
M + 1 − 2 j

2
( j = 1, 2, · · · ,M) (2.30)

ここで、

M =
N
2

(2.31)

とすると、Bethe量子数は

I = −N
4
+

1
2
,−N

4
+

3
2
, · · · , N

4
− 3

2
,

N
4
− 1

2
(2.32)
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となる。Bethe仮説方程式は

tan−1(λ j) =
π

N
I +

1
N

∑
k

tan−1
(λ j − λk

2

)
(2.33)

となる。変数 xを x ≡ j
N
と定義する。熱力学極限 N → ∞をとったときに xの定義域は

−1
4
≤ x ≤ 1

4
となる。したがって、Bethe仮説方程式は

tan−1 λ(x) = πx +
∫ 1

4

− 1
4

tan−1
(
λ(x) − λ(y)

2

)
dy (2.34)

となる。

ここで xに関する積分を λに変数変換: x → λ(x)をすると、定義域が −1
4
≤ x ≤ 1

4
は

−∞ < λ < ∞となり、次のようになる。∑
j

f (λ j) = N
∫ 1

4

− 1
4

f (λ(x))dx = N
∫ ∞

−∞
f (λ)ρ(λ)dλ (2.35)

ただし、ρ(λ)を量子数密度とし、

ρ(λ) =
dx
dλ
=

1
λ′(x)

∣∣∣∣∣
x=λ−1(λ)

(2.36)

とする。(2.34)を λに関して両辺微分すると

ρ(x) =
1
π

1
λ2 + 1

−
∫ ∞

−∞

1
π

2
(λ − µ)2 + 4

ρ(µ)dµ (2.37)

となる。ρの Fourier変換を次のように表す。

ρ̃(ω) =
∫ ∞

−∞
e−iωλρ(λ)dλ (2.38)

ここで ∫
1
π

n
λ2 + n2 e−iλωdx = exp(−n|ω|) (2.39)

という公式を用いると

ρ̃(ω)(1 + e−2|ω|) = e−|ω| (2.40)

と書き直すことができる。しがたって、

ρ̃(ω) =
1

2 coshω
(2.41)

となる。これを逆変換して、

ρ(λ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωλρ̃(ω)dω

=
1
4

sech
(
πλ

2

)
(2.42)
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となる。これを用いると一サイト当たりのエネルギーは

e = lim
N→∞

E
N

= − lim
N→∞

|J|
N

(N/2∑
k=1

2
1 + λ2

k

− N
4

)
= − |J|

(∫ ∞

−∞

2
1 + λ2 ρ(λ)dλ −

1
4

)
= − |J|

(
log 2 − 1

4

)
= −0.443147|J| (2.43)

となる。

2.3 特異解について

Bethe仮説方程式の解の中には特異解と呼ばれる、両辺が発散する解が存在することが
知られている。一般の Bethe仮説方程式の解に加えて特異解を考えると完全性が成り立つ
と予想されている。特異解は物理量などの計算を直接行うと発散してしまう。そこで発散

しないようにパラメータなどを設定して最後に極限を同時に取ることによって計算する操

作を正則化と呼ぶ。ここでは摂動的な特異解を仮定し、対応する波動関数の極限を取った

際に、Hamiltonianの固有ベクトルになっていることについて確認する。次にその解に対応
するエネルギー固有値を求める。

2.3.1 特異解についてのまとめ　

特異解について初めての議論は 1986年 (英語版は 1987年)の Avdeev-Vladimirovによっ

ておこなわれた [48]。この文献においては S =
1
2
に対して特異解を{ i

2
+ ϵ,− i

2
+ ϵ + 2iϵN , λ3, · · · , λM

}
→

{ i
2
,− i

2
, λ3, · · · , λM

}
(ϵ → 0) (2.44)

と正則化して極限を取ったときに次のように規格化した Betheベクトル

|{λ j}⟩∗ =
|{λ j}⟩√
⟨{λ j}|{λ j}⟩

(2.45)

が Hamiltonianの固有ベクトルになっていることが示唆されている。ただし、この文献で
は具体的な計算は示されていない。また以下で述べるように、式 (2.44)に沿った正則化で
得られた波動関数は Hamiltonianの固有ベクトルにはならない。

2003年には Beisert-Minahan-Staudacher-Zaremboによって 2～5-down-spinの場合の具体
的な Bethe仮説方程式の解とそれに関する議論がなされた [77]。

2013年には、Nepomechie-Wangによって正則化を{ i
2
+ ϵ + cϵN ,− i

2
+ ϵ

}
→

{ i
2
,− i

2

}
(ϵ → 0) (2.46)
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とした場合の波動関数が具体的に計算されている [49]。この正則化の極限を取ったときに、
Betheベクトルが固有ベクトルに収束するためには（すなわち、全ての unwanted termが 0
に収束するためには）次の条件を満たす必要がある。

M∏
j=3

(
λ j − i

2

λ j +
i
2

)(
λ j − 3i

2

λ j +
3i
2

)
= (−1)N (2.47)

Bethe仮説方程式を用いると [
−

M∏
k=3

(
λ j − i

2

λ j +
i
2

)]N

= 1 (2.48)

が得られる。ただし、文献 [49]では、条件式 (2.48)を満たす特異解を物理的特異解として
いる。条件式 (2.48)は条件式 (2.47)の十分条件になっていることに注意する。この物理的
特異解を用いると、数値的に N = 14における通常の Bethe仮説方程式の解と物理的特異
解の和で完全性が成り立つことが、Hao-Nepomechie-Sommeseによって示されている [53]。

同様に高次スピンに関しては同著者らによって S = 1および S =
3
2
のときの N = 8におけ

る通常の Bethe仮説方程式の解と物理的特異解を数値的に足すことによって解空間の完全
性が成り立つことが示されている [54]。
上述の特異解はすべて周期境界条件のもと議論されてきたが、一方で境界条件を次のよ

うに捻った場合についても考えられている。この境界条件を捻り境界条件と呼び、

S X
N+1 = cos(β)S X

1 − sin(β)S Y
1 (2.49)

S Y
N+1 = sin(β)S X

1 + cos(β)S Y
1 (2.50)

S Z
N+1 = S Z

1 (2.51)

と定義し、βを捻りパラメータとする。文献 [50]ではスピンの大きさを任意の S の XXX
鎖に対して捻り境界条件を課し、文献 [49]の正則化を行い、捻りパラメータ βを β→ 0と
極限を取ったときに物理的特異解の条件が[

(−1)2s
M∏

j=2s+2

(λ j + is
λ j − is

)]N

= 1 (2.52)

であることが示されている。

S =
1
2
の massless-XXZ鎖に対して捻り境界条件を課し、文献 [49]の正則化を行い、捻り

パラメータ βを β→ 0と極限を取ったときに物理的特異解の条件として[
−

M∏
j=3

sinh(λ j +
iζ
2 )

sinh(λ j − iζ
2 )

]N

= 1 (2.53)

が得られる。また、同様の操作をスピンの大きさが任意の S のときの massless-XXZ鎖に
対して行ったときの物理的特異解の条件として、[

(−1)2s
M∏

j=2s+2

sinh(λ j + isζ)
sinh(λ j − isζ)

]N

= 1 (2.54)
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がであることが文献 [50]で示されている。

また、Kirillov-坂本によって S =
1
2
の XXX鎖の特異解に対応する固有エネルギーが得

られている [51]。
任意の特異解が物理的特異解であるための条件式を見るとサイトの数 N の偶奇によっ

て解の性質が変わってくることがわかる。2015年に Giri-出口による S =
1
2
の XXX鎖の

two-down-spin sector及び three-down-spin sectorの具体的な特異解と down-spinの数が 4以
上の sectorに関する議論がある [78]。次節では具体的にNepomechie-Wangの正則化の方法
について概観する [49, 51]。

2.3.2 正則化を用いたとき得られる波動関数が固有ベクトルに収束するこ
とについて

XXX鎖の 2013年のNepomechie-Wangの正則化に関する議論である文献 [49]とKirillov-
坂本の特異解に関するエネルギー固有値に関する議論である文献 [51]を概観する。また、
massless及びmassiveの XXZ鎖の場合についても同様の議論を行い、エネルギー固有値を
付録 Fで計算する。
まず、摂動的な特異解を次のように定義する。

λ1 =
i
2
+ ϵ + cϵN (2.55)

λ2 = −
i
2
+ ϵ (2.56)

この解を用いて計算してから極限 ϵ → 0を取る操作を正則化と呼ぶ。本節と次節でこの正
則化を用いたときに特異解が波動関数（すなわち Hamiltoianの固有ベクトル）に収束する
ことを確認する。M-down-spin sectorに対する Betheベクトルは

ΨN({λi}i=1,··· ,N) := B(N)(λ1) · · · B(N)(λM) |0⟩N (2.57)

で表せるので、今回の正則化の極限をとった場合の Betheベクトルは次のように表せる。

lim
ϵ→0

1
ϵN

B(N)
( i
2
+ ϵ + cϵN

)
B(N)

(
− i

2
+ ϵ

)
B(N)(λ3) · · · B(N)(λM) |0⟩N (2.58)

式 (2.58)の極限が有限な値となることを示すために、まず、

B(N)
( i
2
+ ϵ + cϵN

)
B(N)

(
− i

2
+ ϵ

)
B(N)(λ3) · · · B(N)(λM) ∼ ϵN (2.59)

であることを、数学的帰納法を用いて証明する。サイト数が N − 1のときの関係式

B(N−1)
( i
2
+ ϵ + cϵN−1

)
B(N−1)

(
− i

2
+ ϵ

)
B(N−1)(λ3) · · · B(N−1)(λM) ∼ ϵN−1 (2.60)

を仮定する。モノドロミー行列と L-演算子の関係から

 A(N)(λ) B(N)(λ)
C(N)(λ) D(N)(λ)

 =  aN(λ) bN(λ)
cN(λ) dN(λ)

  A(N−1)(λ) B(N−1)(λ)
C(N−1)(λ) D(N−1)(λ)

 (2.61)
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となる。ただし、

aN(λ) =

 λ + i
2 0

0 λ − i
2

 , bN(λ) =

 0 0
i 0

 ,
cN(λ) =

 0 i

0 0

 , dN(λ) =

 λ − i
2 0

0 λ + i
2


とする。ここで、B(N)(λ)は

B(N)(λ) = aN(λ)B(N−1)(λ) + bN(λ)D(N−1)(λ) (2.62)

と表現できるので、

B(N)(λ1)B(N)(λ2) |0⟩N =
[
aN(λ1)B(N−1)(λ1) + bN(λ1)D(N−1)(λ1)

]
×

[
aN(λ2)B(N−1)(λ2) + bN(λ2)D(N−1)(λ2)

]
|0⟩N−1

 1
0


N

=
[
aN(λ1)aN(λ2)B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) + aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

+ bN(λ1)aN(λ2)D(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) + bN(λ1)bN(λ2)D(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)
]
|0⟩N−1

 1
0


N

(2.63)

となる。各項について計算する。まず、第一項の aN(λ1)aN(λ2)が

aN(λ1)aN(λ2)

 1
0


N

=

 i + ϵ + cϵN

0 ϵ + cϵN

  ϵ 0
0 −i + ϵ

  1
0


N

=

 iϵ + ϵ2 + cϵN 0
0 −iϵ + ϵ2 − icϵN + cϵN+1

  1
0


N

∼ϵ (2.64)

となるので、仮定と合わせて式 (F.66)の第一項は ∼ ϵN であることがわかる。次に式 (F.66)
の第四項について計算する。bN(λ1)bN(λ2)を計算すると

bN(λ1)bN(λ2)

 1
0


N

= 0 (2.65)

であるので、式 (F.66)の第四項が ∼ 0であることがわかる。最後に第二項と第三項につい
て計算する。まず、。B-演算子と D-演算子の交換関係が

D(λ1)B(λ2) =
λ1 − λ2 − i
λ1 − λ2

B(λ2)D(λ1) − i
λ1 − λ2

B(λ1)D(λ2) (2.66)
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であるので[
aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2) + bN(λ1)aN(λ2)D(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2)

]
|0⟩N−1

 1
0


N

=

[(
aN(λ1)bN(λ2) − i

i + cϵN
bN(λ1)aN(λ2)

)
B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

+
2i + cϵN

i
bN(λ1)aN(λ2)B(N−1)(λ2)D(N−1)(λ1)

]
|0⟩N−1

 1
0


N

(2.67)

となる。ここで

aN(λ1)bN(λ2) − i
i + cϵN

bN(λ1)aN(λ2) ∼ cϵN ∼ ϵN (2.68)

であること及び、

D(N−1)(λ1) |0⟩(N−1) = (ϵ + cϵN)N−1 |0⟩N−1

∼ ϵN−1 (2.69)

と

bN(λ1)aN(λ2)

 1
0


N

∼ ϵ (2.70)

であることから第二、第三項も ∼ ϵN であることがわかる。したがって、

B
( i
2
+ ϵ + cϵN

)
B
(
− i

2
+ ϵ

)
|0⟩N ∼ ϵN (2.71)

となる。したがって数学的帰納法より命題 (2.59)が示せた。したがって、この結果と (2.58)
より ϵ → 0としたときに Betheベクトルが有限な値になることがわかる。

2.3.3 物理的特異解について

文献 [49]、文献 [32]の正則化の方法を用いたときに、特異解に対応する Betheベクトル
が Hamiltonianの固有ベクトルになっていることを確認する。前節では Betheベクトルが
ゼロにならないことを表したが、この節では unwanted項がゼロになる条件について議論す
る。unwanted項の係数のオーダーと摂動的な特異解の係数 cに関する次の Lemmaが導か
れる。

Lemma 2.3.1. (a)特異解の係数 cが

c = − 2
iN+1

l∏
j=3

λ j − 3
2 i

λ j +
1
2 i

(2.72)

であるときに、unwanted項の係数が

Λ1(λ : λ1, · · · , λl) ∼
ϵN+1

λ − i
2 − ϵ − cϵN

(2.73)
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となる。

(b)特異解の係数 cが

c = 2iN+1
l∏

j=3

λ j +
3
2 i

λ j − 1
2 i

(2.74)

であるときに、unwanted項の係数が

Λ2(λ : λ1, · · · , λl) ∼
ϵN+1

λ + i
2 − ϵ

(2.75)

となる。

Lemma (a)(b)より正則化のときに用いたパラメータ cが (2.72)、(2.74)を満たしている

ときに unwanted項
1
ϵN
Λ1、

1
ϵN
Λ2 が ϵ → 0の極限を取ったときに 0になる。したがって、

ϵ → 0の極限を取ったとき、正則化した Betheベクトル (2.58)が Hamiltonianの固有ベクト
ルになっていることがわかる。

次に正則化のパラメータ cが Lemma (a)(b)の条件 (2.72)、(2.74)を共に満たす条件につ
いて考える。これは

(iN+1)2
( l∏

j=3

λ j +
3i
2

λ j − i
2

)( l∏
j=3

λ j +
i
2

λ j − 3i
2

)
= −1

⇔ (−1)N
l∏

j=3

λ j +
3
2 i

λ j − 3
2 i

λ j +
1
2 i

λ j − 1
2 i
= 1 (2.76)

となる。ここで特異解を代入した Bethe仮説方程式を考えると、(
λk +

i
2

λk − i
2

)N−1(λk − 3
2 i

λk +
3
2 i

)
=

l∏
j=3, j,k

λk − λ j + i
λk − λ j − i

(k = 3, 4, · · · , l) (2.77)

となり、両辺を
∏l

k=3 とすると

l∏
k=3

(
λk +

i
2

λk − i
2

)N−1(λk − 3
2 i

λk +
3
2 i

)
= 1 (2.78)

となり (2.76)に代入すると {
−

l∏
k=3

(
λk +

i
2

λk − i
2

)}N

= 1 (2.79)

となる。この条件は一般の特異解において、満たされるとは限らない。この条件をみたす特

異解を Nepomechie-Wangによる文献 [49]では物理的特異解 (physical singular solution)と
呼び、文献 [53]の数値計算からの予想では (正則解 (regular solution)の個数)+(物理的特異
解 (physical singular solution)の個数)によってすべての固有ベクトルに対応する Bethe根が
得られ、Bethe仮説の完全性が示されるとされている。このことはサイト数が N ≤ 14に関
しては数値的に確認されている。
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2.3.4 特異解に対応するエネルギー

ここでは特異解に対応するエネルギー固有値を求める。具体的には次の (1)～(6)のステッ
プに分けて考える。

(1)エネルギー固有値 ϵ は

ϵXXX =
J
2

{
i

d
dλ

logΛ(λ : λ1, · · · , λl)
∣∣∣∣∣
λ= i

2

− N
}

(2.80)

と求められる。ただし

Λ(λ : λ1, · · · , λl) =
(
λ +

i
2

)N l∏
j=1

λ − λ j − i
λ − λ j

+

(
λ − i

2

)N l∏
j=1

λ j − λ − i
λ j − λ

(2.81)

とする。また、次の関係式

ϵ̃ ≡ i
d

dλ
logΛ

∣∣∣∣∣
λ= i

2

=
i dΛ

dλ

Λ

∣∣∣∣∣
λ= i

2

(2.82)

を確認する。

(2) ϵ̃ の分母を ϵ̃deno とする。

ϵ̃deno := Λ
( i
2

: λ1, · · · , λl

)
= iN

l∏
j=1

λ j +
i
2

λ j − i
2

(2.83)

正則化をした Bethe仮説方程式の解を代入すると

ϵ̃deno =iN i + ϵ + cϵN

ϵ + cϵN
ϵ

ϵ − i

l∏
j=3

λ j +
i
2

λ j − i
2

=iN i + ϵ + cϵN

(1 + cϵN−1)(ϵ − i)

l∏
j=3

λ j +
i
2

λ j − i
2

(2.84)

となる。

(3)ここで恒等式

d
dλ
λ − λ j − i
λ − λ j

=
i

(λ − λ j)2 (2.85)

を確認する。式 (2.82)の分子は次のように書くことができる。

i
dΛ
dλ
= A0(λ) +

l∑
j=1

A j(λ) +
[
terms containing at least one

(
λ − i

2

)]
(2.86)

ただし、

A0(λ) = iN
(
λ +

i
2

)N−1
l∏

j=1

λ − λ j − i
λ − λ j

(2.87)

22



である。また、 j = 1, 2, · · · , lに対して、

A j(λ) = i
(
λ +

i
2

)N λ − λ1 − i
λ − λ1

· · ·
λ − λ j−1 − i
λ − λ j−1

i
(λ j − 1)2

λ − λ j+1 − i
λ − λ j+1

· · · λ − λl − i
λ − λl

(2.88)

とする。

(4)ここで特異解 λ =
i
2
に対する A0 を計算する。

A0

( i
2

)
= iN N

ϵ + cϵN + i
(1 + cϵN−1)(ϵ − i)

l∏
j=3

λ j +
i
2

λ j − i
2

(2.89)

となる。それゆえ

1
ϵ̃deno

A0

( i
2

)
= N (2.90)

(5)同様に A1

( i
2

)
, A2

( i
2

)
も計算する。

A1

( i
2

)
= −iN 1

ϵ(1 + cϵN+1)2(ϵ − i)

l∏
i=3

λi +
i
2

λi − i
2

(2.91)

A2

( i
2

)
= −iN i + ϵ + cϵN

ϵ(1 + cϵN+1)(ϵ − i)2

l∏
i=3

λi +
i
2

λi − i
2

(2.92)

なので

lim
ϵ→0

1
ϵendo

{
A1

( i
2

)
+ A2

( i
2

)}
= −2 (2.93)

(6)最後に j = 3, 4, · · · , lの場合を計算する。

A j

( i
2

)
= iN+1

i
2 − ( i

2 + ϵ + cϵ) − i
i
2 − ( i

2 + ϵ + cϵ)
×

i
2 − (− i

2 + ϵ) − i
i
2 − (− i

2 + ϵ)
×
λ3 +

i
2

λ3 − i
2

× · · ·× i
(λ j − i

2 )2
× · · ·×

λl +
i
2

λl − i
2

(2.94)

であるので

1
ϵdeno

A j

( i
2

)
= − 1
λ2

j +
1
4

(2.95)

であることがわかる。

(4)～(6)をまとめて式 (2.80)に代入すると

ϵXXX = −J − J
2

l∑
j=3

1
λ2

j +
1
4

(2.96)

が得られる。
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2.4 String仮説について
高橋は Bethe仮説方程式の解の形を仮定することによって XXX鎖や XXZ鎖の自由エネ
ルギーを求めた [14, 15]。この方法論を string仮説と呼ぶ。さらに、この string仮説を用い
ていくつかの熱力学的な物理量が求められた [16, 17, 18, 19, 20, 21]。
ただし、string仮説が成り立たない例が、XXX鎖および、massless-XXZ鎖において知ら
れていることに留意したい [22, 23, 24, 25]。
しかしながら、厳密には string仮説が破れている場合でもそれらの解は、近似的に正し
いと信じられている。

ここでは string仮説を用いた自由エネルギーを求める過程を概観する。

2.4.1 XXX鎖の string仮説

本節では Bethe仮説方程式の解を x j = 2λ j を用いて表現する。まず、Bethe根が次のよ
うな形をとると仮定する。

xn j
α = xn

α + i(n + 1 − 2 j) (2.97)

ここで xn j
α , ( j = 1, 2, · · · , n)の組を n-stringと呼ぶ。ここで e(x)を

e(x) ≡ x + i
x − i

(2.98)

と定義し、これを用いて Bethe仮説方程式を書き直すと( x j + i
x j − i

)N
=

M∏
k, j,k=1

( x j − xk + 2i
x j − xk − 2i

)
は

eN(x j) =
M∏

k, j,k=1

e
( x j − xk

2

)
(2.99)

と表すことができる。(2.97)の解の形を仮定すると次のようになる。

( x j + i
x j − i

)N
=

∏
α,β, j,k

e
( xn, j
α − xm,k

β

2

)

=
∏

(α,n),(β,m), j,k

e
( xn, j
α − xm,k

β

2

)
︸                          ︷︷                          ︸

A

∏
j,k

e
( xn, j
α − xn,k

α

2

)
︸               ︷︷               ︸

B

(2.100)
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上式の Aについてさらに変形を行うと、

A =
∏

(α,n),(β,m)

m∏
k=1

( xn, j
j − xm

β − i(m − 2k − 1)

xn, j
j − xm

β − i(m − 2k + 3)

)

=
∏

(α,n),(β,m)

( xn, j
j − xm

β + i(m + 1)

xn, j
j − xm

β − i(m + 1)

)( xn, j
j − xm

β + i(m − 1)

xn, j
j − xm

β − i(m − 1)

)

=
∏

(α,n),(β,m)

e
( xn, j
α − xm

β

m + 1

)
e
( xn, j
α − xm

β

m − 1

)
(2.101)

したがって、(2.100)は,

(2.100) =
∏

(α,n),(β,m)

e
( xn, j
α − xm

β

m + 1

)
e
( xn, j
α − xm

β

m − 1

)∏
j,k

e
( xn, j
α − xn,k

α

2

)
( j = 1, 2, · · · , n) (2.102)

となる。次に (2.100)の左辺を次のように変形することができる。
n∏

j=1

eN(xn, j
α ) =

n∏
j=1

( xn, j
α + i

xn, j
α − i

)N

=

n∏
j=1

( xn
α + i(n + 1 − 2 j) + i

xn
α + i(n + 1 − 2 j) − i

)N

=

n∏
j=1

( xn
α + i(n − 2 j + 2)
xn
α + i(n − 2 j)

)N

=

( xn
α + in

xn
α + i(n − 2)

)N( xn
α + i(n − 2)

xn
α + i(n − 4)

)N
· · ·

( xn
α + i(−n + 4)

xn
α + i(−n + 2)

)N( xn
α + i(−n + 2)
xn
α + i(−n)

)N

=

( xn
α + in

xn
α − in

)N

=

( xn
α

n + i
xn
α

n − i

)N

= eN
( xn
α

n

)
(2.103)

したがって、Bethe仮説方程式は

∴ eN
( xn
α

n

)
=

n∏
j=1

eN(xn, j
α ) =

∏
(m,β),(n,α)

Enm(xn
α − xm

β ) (2.104)

と表せる。ただし、

Enm(x) ≡


e
( x
|n − m|

)
e2

( x
|n − m| + 2

)
· · · e2

( x
n + m − 2

)
e
( x
n + m

)
(n , m)

e2
( x
2

)
e2

( x
4

)
· · · e2

( x
2n − 2

)
e
( x
2n

)
(n = m)

(2.105)

であることに注意する。ここで両辺を logをとり虚数単位 iで割ると

Nθ
( xn
α

n

)
= 2πIn

α +
∑

(m,β),(n,α)

Θnm

(
xn
α − xm

β

)
(2.106)
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となる。ただし、

θ(x) ≡ 2 tan−1(x)

Θnm(x) =


θ
( x
|n − m|

)
+ 2θ

( x
|n − m| + 2

)
+ · · · + 2θ

( x
n + m − 2

)
+ θ

( x
n + m

)
(n , m)

2θ
( x
2

)
+ 2θ

( x
4

)
+ · · · + 2θ

( x
2n − 2

)
+ 2θ

( x
2n

)
(n = m)

(2.107)

量子数 In
α は N − Mnが奇数 (偶数)のときには整数 (半整数)であり、次の関係式を満たす。

|In
α| ≤

1
2

(
N − 1 −

∞∑
m=1

tnmMm

)
(2.108)

tnm ≡ 2 min(n,m) − δnm (2.109)

量子数の集合 {In
α}の成分の数は M =

∑∞
n=1 nMn という条件下で CN

M −CN
M−1 である。このと

きのエネルギーは

E({In
α}) = N

(
−h − J

4

)
+

∑
n,α

( 2Jn
(xn
α)2 + n2 + 2hn

)
(2.110)

また、このとき分配関数は

Z =

[ N
2 ]Gauss∑
M=0

1 − exp
(−2(N + 1 − 2M) h

T
)

1 − exp(−2 h
T )

∑
{In
α}

exp[−T−1E({In
α})] (2.111)

自由エネルギーは

G = −T ln Z (2.112)

となる。ただし、[x]Gauss は Gauss記号とし、xより小さい最大の整数と定義する。

2.4.2 熱力学極限

熱力学極限について考える。ρn(x)を n-stringでの分布関数、ρh
n(x)を n-stringでの holeの

分布関数とする。xと x+ dxの間の stringと holeの数は ρnNdxと ρh
nNdxとなる。したがっ

て有限系の string仮説を用いた Bethe仮説方程式 (2.106)

Nθ
( xn
α

n

)
= 2πIn

α +
∑

(m,β),(n,α)

Θnm(xn
α − xm

β )

の両辺を N で割ると

θ
( xn
α

n

)
= 2π

In
α

N
+

1
N

∑
(m,β),(n,α)

Θnm(xn
α − xm

β )
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となり、極限 N → ∞を取ると

2π
∫ x(
ρn(t) + ρh

n(t)
)
dt = θn(x) −

∞∑
m=1

∫ ∞

−∞
Θnm(x − y)ρm(y)dy

となる。xに関して微分すると

an(x) = ρn(x) + ρh
n(x) +

∞∑
m=1

Tnm ∗ ρm(x) (2.113)

となる。ただし、

θ(x) ≡ 2 tan−1(x) (2.114)

Tnm(x) ≡

 a|n−m|(x) + 2a|n−m|+2(x) + · · · 2an+m−2(x) + an+m(x) for n , m

2a2(x) + 2a4(x) + · · · 2a2n−2(x) + a2n(x) for n = m
(2.115)

an(x) ≡ 1
π

n
x2 + n2 (2.116)

a0(x) ≡ δ(x) (2.117)

とする。また、∗は畳み込みを表し、a ∗ b(x) ≡
∫ ∞

−∞
a(x − y)b(y)と定義する。ここでエネル

ギー密度は (2.110)より

e = −
( J
4
+ h

)
+

∞∑
n=1

∫ ∞

−∞
gn(x)ρn(x)dx (2.118)

gn(x) ≡ 2πJan(x) + 2nh (2.119)

となる。またエントロピー密度は

s =
∞∑

n=1

∫ ∞

−∞

{
ρn(x) ln

(
1 +
ρh

n(x)
ρn(x)

)
+ ρh

n(x) ln
(
1 +
ρn(x)
ρh

n(x)

)}
となる。熱力学的平衡状態が実現するのは自由エネルギー密度 f = e − T sが最小となると

きなので、そのようになる ρn(x)と ρh
n(x)を求めればよい。

0 = δ(e − T s) =
∞∑

n=1

∫
dx

{[
gn(x) − T ln

(
1 +
ρh

n(x)
ρn(x)

)]
δρn(x) − T ln

(
1 +
ρn(x)
ρh

n(x)

)
δρh

n(x)
}

(2.120)

ここで (2.113)の変分を ρn(x)と ρh
n(x)についてとると、

δρh
n = −δρn(x) −

∞∑
m=1

Tnm ∗ δρm(x) (2.121)
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となる。また、ηn(x) ≡ ρ
h
n(x)
ρn(x)

として、これらを (2.120)に代入すると

0 =T
∞∑

n=1

∫ {[gn(x)
T
− ln

(
1 +
ρh

n(x)
ρn(x)

)]
δρn(x) − ln

(
1 +
ρn(x)
ρh

n(x)

)[
−δρn −

∞∑
m=1

Tnm ∗ δρm(x)
]}

=T
∞∑

n=1

∫ {[gn(x)
T
− ln

(ρh
n(x) + ρn(x)
ρn(x)

)( ρh
n(x)

ρh
n(x) + ρn(x)

)]
δρn(x) + ln

(
1 +
ρn(x)
ρh

n(x)

) ∞∑
m=1

Tnm ∗ δρm(x)
}

=T
∞∑

n=1

∫ {gn(x)
T
− ln ηn(x) +

∞∑
m=1

Tnm ∗ ln
(
1 + η−1

m (x)
)}
δρn(x)dx

となる。したがって、次のような関係式が成り立つ。

ln ηn(x) =
gn(x)

T
+

∞∑
m=1

Tnm ∗ ln
(
1 + η−1

m (x)
)

(2.122)

ここで自由エネルギー密度は

f = e − T s = −
( J

4
+ h

)
+

∞∑
n=1

∫ {
gnρn − T

[
ρn ln(1 + ηn) + ρh

n ln(1 + η−1
n )

]}
dx (2.123)

となり、(2.113)を用いて ρh
n を消去すると、

f = −
( J

4
+ h

)
+

∞∑
m=1

∫ {
gnρn − T

[
ρn ln

(
1 + ηn

)
+

(
an(x) − ρn(x) −

∞∑
m=1

Tnm ∗ ρm(x)
)

ln(1 + η−1
n )

]}
dx

= −
( J

4
+ h

)
+ T

∞∑
m=1

∫ {gnρn

T
−

[
ρn ln

(
1 + ηn

)
+

(
an(x) − ρn(x) −

∞∑
m=1

Tnm ∗ ρm(x)
)

ln(1 + η−1
n )

]}
dx

= −
( J

4
+ h

)
+ T

∞∑
m=1

∫ {gnρn

T
−

[
ρn(x) ln(ηn) + an(x) ln(1 + η−1

n ) −
∞∑

m=1

Tnm ∗ ρm(x) ln(1 + η−1
n )

]}
dx

= −
( J

4
+ h

)
− T

∞∑
m=1

∫ {
ln

(
1 + η−1

n

)
an(x) + ρn

[
ln ηn −

gn

T
−
∞∑

m=1

Tnm ∗ ln
(
1 + η−1

m

)]}
dx

(2.124)

ここで、(2.122)を用いると、

f = −
( J

4
+ h

)
− T

∞∑
m=1

∫ {
ln

(
1 + η−1

n

)
an(x)

}
dx

(2.125)
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(2.122)で n = 1の場合を考えると、

ln η1(x) =
g1(x)

T
+

∞∑
m=1

T1m ∗ ln
(
1 + η−1

m (x)
)

=
g1(x)

T
+

∞∑
m=2

T1m ∗ ln
(
1 + η−1

m (x)
)
+ a2(x) ∗ ln

(
1 + η−1

1 (x)
)

=
g1(x)

T
+ a2(x) ∗ ln

(
1 + η−1

1 (x)
)
+

((
a1(x) + a3(x)

)
∗ ln

(
1 + η−1

2

)
+

(
a2(x) + a4(x)

)
∗ ln

(
1 + η−1

3

)
+ · · ·

)
=

g1(x)
T
+

∞∑
l=1

(al−1 + al+1) ∗ ln(1 + η−1
l ) − a0 ∗ ln(a + η−1

1 ) (2.126)

ここで、a0 ∗ ln(1 + η−1
1 )を左辺に移項して計算すると

ln η1(x) + a0 ∗ ln(1 + η−1
1 ) = ln η1(x) +

∫
ln(1 + η−1

1 )(y)a0(x − y)dy

= ln η1(x) + ln(1 + η−1
1 )(x)

= ln(η1 + 1) (2.127)

となるので、

ln(1 + η1) =
2πJa1(x) + 2h

T
+

∞∑
l=1

(al−1 + al+1) ∗ ln(1 + η−1
l ) (2.128)

ここで
∫

dxs(x)を両辺に作用させると∫
dxs(x) ln(1 + η1) =

2πJ
T

∫
s(x)a1dx +

h
T
+

∞∑
l=1

∫
al(x) ln

(
1 + η−1

l (x)
)
dx (2.129)

となる。ただし、

s(x) ≡ 1
4

sech
(πx

2

)
(2.130)

とする。これを用いて (2.125)を表すと、

f = −
( J

4
+ h

)
− T

∞∑
n=1

∫
an(x) ln

(
1 + η−1

n (x)
)
dx

= − J
4
− h + h + 2πJ

∫
s(x)a1(x)dx − T

∫
s(x) ln(1 + η1)dx

= − J
4
+ J ln 2 − T

∫
s(x) ln(1 + η1)dx (2.131)

次に ηn について考える。(2.122)の両辺を Jに関して微分すると、

1
ηn(x)

∂ηn(x)
∂J

=
1
T
∂gn(x)
∂J

+

∞∑
m=1

Tnm ∗
1

1 + η−1
m (x)

(−η−2
m (x)

)∂ηm

∂J

=
2πan(x)

T
+

∞∑
m=1

Tnm ∗
1

1 + η−1
m (x)

(−η−2
m (x)

)∂ηm

∂J

∴
2πan(x)

T
=

1
ηn(x)

∂ηn(x)
∂J

+

∞∑
m=1

Tnm ∗
1(

1 + ηm(x)
)
ηm(x)

∂ηm

∂J
(2.132)
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となる。また (2.113)と比較して

ρm(x) =
T
2π

1(
1 + ηm(x)

)
ηm(x)

∂ηm

∂J

ρm(x) + ρh
m(x) =

T
2π

1
ηm(x)

∂ηm(x)
∂J

=
T
2π
∂ ln ηm

∂J
(2.133)

を得ることができる。

2.5 XXX鎖の two-down-spin sectorに関する結果
この章では結果は出口-Giriによる文献 [27]の結果をもとに two-down-spin sectorのXXX
鎖の場合の結果についてまとめる。ただし、対数関数の分岐を用いた Arctan関数の分岐は
本論文では付録 A.3の取り方を用いているが、本節のみ文献 [27]に合わせて付録 A.4の取
り方を用いている。

まず、two-down-spin sectorの XXX鎖の Bethe仮説方程式は(λ1 +
i
2

λ1 − i
2

)N
=
λ1 − λ2 + i
λ1 − λ2 − i

(2.134)

(λ2 +
i
2

λ2 − i
2

)N
=
λ2 − λ1 + i
λ2 − λ1 − i

(2.135)

となる。対数関数形式の Bethe仮説方程式は

2 tan−1(2λ1) =
2π
N

J1 +
1
N

2 tan−1(λ1 − λ2) (2.136)

2 tan−1(2λ2) =
2π
N

J2 +
1
N

2 tan−1(λ2 − λ1) (2.137)

となる。ここで、J1, J2 を対数関数の分岐を指定する値とし、これを Bethe量子数と呼ぶ。
まず、§2.5.1では複素解の場合を考える。Bethe仮説方程式に出てくる逆正接関数を展開
して実部と虚部に分けて、虚部を拘束条件とみなして一変数の方程式とする。Bethe量子
数を含む項とその他の項に分け、両辺を N で割ったものを counting functionとする。この
counting functionの性質を調べることによって複素解の個数と Bethe量子数の取りうる範囲
を求めることができる。また §2.5.2では、このときの解の個数と string仮説で予言される
解の個数と比較して collapseしている解の個数を求めると

Nmissing = 2
[

N − 1
2
− N
π

tan−1(
√

N − 1)
]

Gauss
(2.138)

が導出される。ただし、[A]Gauss は Gauss記号であり、A以下の最大の整数を表している。

次に、実解の場合を考える。ここでは解の組を λ = x± γという形で書く。このとき、Bethe
仮説方程式の逆正接関数を虚数部分が出てくるように展開する。Bethe仮説方程式の虚数
部分を拘束条件として、実数部分の Bethe仮説方程式を一変数の方程式とする。Bethe量子
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数を含む項とその他の項に分け、両辺を N で割ったものを counting functionとする。この
counting functionの性質を調べることによって実解の個数と Bethe量子数の取りうる範囲を
求める。具体的には §2.5.3で collapseによって増えた分の実解について調べ、§2.5.4では、
それ以外の一般的な実解について調べる。

また、実解と複素解の合計を求めることによって XXX鎖の完全性についても示される。

2.5.1 複素解の場合

Bethe仮説方程式 (2.137)の複素解は Vladimirovの文献 [44]より、

λ1 = x +
i
2

(1 + 2δ) (2.139)

λ2 = x − i
2

(1 + 2δ) (2.140)

という形であることがわかる。ここで x, δ ∈ Rとして xを stringセンターと呼び、δを string
からのずれを表す。この表示を用いて Bethe仮説方程式を表すと

2 tan−1
(
2x + i(1 + 2δ)

)
=

2π
N

J1 +
1
N

2 tan−1
(
i(1 + 2δ)

)
(2.141)

2 tan−1
(
2x − i(1 + 2δ)

)
=

2π
N

J2 +
1
N

2 tan−1
(
−i(1 + 2δ)

)
(2.142)

となる。一つ目の Bethe仮説方程式 (2.139)の左辺を (A.10)を用いて虚部と実部に分けると

2 tan−1
(
2x + i(1 + 2δ)

)
= tan−1

( x
1 + δ

)
− tan−1

( x
δ

)
+ πH(δ)sgn(x+) +

1
2i

log
( x2 + δ2

x2 + (1 + δ)2

)
(2.143)

となる。ただし、階段関数 H(y)を

H(y) ≡
 1 (y > 0)

0 (otherwise)
(2.144)

と定義し、sgn(y+)を

sgn(y+) ≡ 1 − 2H(−y) (2.145)

とする。

ここで counting function Z±(x, δ)を x、δの二つの変数の関数として次のように定義する。

2πZ±(x, δ) = πH(δ)
(
sgn(x±) − (±1)

1
N

)
+ tan−1

( x
1 + δ

)
− tan−1

( x
δ

)
(2.146)

一つ目のBethe仮説方程式 (2.141)を (2.143)を用いて実部と虚部に分けて counting function
(2.146)を用いて表すと

2π
N

J1 = 2πZ+(x, δ) (2.147)

log
( x2 + δ2

x2 + (1 + δ)2

)
=

1
N

log
(
δ2

(1 + δ)2

)
(2.148)
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となる。次に二つ目の Bethe仮説方程式 (2.142)について考える。二つ目の Bethe仮説方程
式 (2.142)の虚数部分は iを −iに入れ替えたものなので、(2.148)と同じである。この場合
の実部に対応する Bethe仮説方程式は

2π
N

J2 = 2πZ−(x, δ) (2.149)

となる。(2.147)、(2.148)、(2.149)より、x , 0の場合に J1 と J2 の関係は

J2 = J1 + H(δ) (2.150)

であることがわかる。次に Bethe仮説方程式の虚部 (2.148)を

x2 + δ2

x2 + (1 + δ)2 =

(
δ2

(1 + δ)2

) 1
N

(2.151)

と表すことができ、 x2 を δの関数として表すと

x2 = (1 + δ)2
( δ2

(1+δ)2 )
1
N − δ2

(1+δ)2

1 − ( δ2

(1+δ)2 )
1
N

(2.152)

となる。wを

w ≡ δ2

(1 + δ)2 (2.153)

と定義する。(2.151)より、
x2

(1 + δ)2 と
x2

δ2
を wの関数で表すと、

x2

(1 + δ)2 (w) =
w

1
N − w

1 − w
1
N

(2.154)

x2

δ2
(w) =

w
1
N −1 − 1

1 − w
1
N

(2.155)

となる。したがって
x

1 + δ
、

x
δ
は

x
1 + δ

(w) = ϵ1

√
w

1
N − w

1 − w
1
N

(2.156)

x
δ

(w) = ϵ2

√
w

1
N −1 − 1

1 − w
1
N

(2.157)

となる。ただし ϵ1 = ±1、ϵ2 = ±1とする。したがって ϵ1と ϵ2には (ϵ1, ϵ2) = (+,+), (−,−), (+,−), (−,+)
の４パターンがある。それぞれ、(i) δ > 0かつ x > 0、(ii) δ > 0かつ x < 0、(iii) δ < 0かつ
x > 0、(iv) δ < 0かつ x < 0と対応している。ここで (2.156)および (2.157)より

δ =
1

1 − ϵ1ϵ2
− 1 (2.158)
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となる。ここで Θ(w)を

Θ(w) ≡ tan−1
( x
1 + δ

(w)
)
− tan−1

( x
δ

(w)
)

(2.159)

と定義する。これを用いて counting function Z±(x, δ)を wの関数として表すと、

2πZ±
(
x(w), δ(w)

)
= Θ(w) + πH

(
δ(w)

)(
sgn

(
x(w) + 0±

) − (±)
1
N

)
(2.160)

となる。Θを直接 wで微分をすると

dΘ
dw
=
ϵ1(1 − w)(w

1
N −

1
2 − ϵ1ϵ2) + ϵ2N(1 − ϵ1ϵ2w

1
2 )(1 − w

1
N )

2Nw(1 − w)
√

(1 − w
1
N )(w

1
N −1 − 1)

(2.161)

となる。counting function Z±(w)の単調性を求めるために以下の二つの Lemmaを用いる。

Lemma 2.5.1. 0 < w < 1に対して

(1 − w)(w
1
N −

1
2 − 1) + N(1 − w

1
2 )(1 − w

1
N ) > 0 (2.162)

となる。

Lemma 2.5.2. 0 < w < 1に対して、

(1 − w)(1 + w
1
N −

1
2 ) − N(1 + w

1
2 )(1 − w

1
N ) ≥ 0 (N = 2のとき成立) (2.163)

となる。

Lemma 2.5.1, Lemma 2.5.2と (2.161)より、(i)-(+,+)と (iii)-(+,-)のときは
dΘ
dw
> 0となり、

(iv)-(-,+)と (ii)-(-,-)のときには dΘ/dw < 0となる。したがって
dΘ
dw
> 0であるとき counting

function Z±(w)は 0 < w < 1の区間で単調増加であるので NZ±(0) < J1 < NZ±(1)となる。一

方、
dΘ
dw
< 0であるとき counting function Z±(w)は 0 < w < 1の区間で単調減少であるので

NZ±(1) < J1 < NZ±(0)となる。したがって、δと xの符号で場合分けをすると Bethe量子数
が存在する領域は次のようになる。

• Case(i): δ > 0かつ x > 0

N
4
− 1

2
≤ J1 <

N
2
− 1

2
(2.164)

• Case(ii): δ > 0かつ x < 0

−N
2
− 1

2
< J1 ≤ −

N
4
− 1

2
(2.165)

• Case(iii): δ < 0かつ x > 0

N
4
≤ J1 <

N
π

tan−1(
√

N − 1) (2.166)
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• Case(iv): δ < 0かつ x < 0

−N
π

tan−1(
√

N − 1) < J1 ≤ −
N
4

(2.167)

Bethe量子数を指定すると Bethe根が指定されるので、上記の議論から two-string解の個数
を決めることができる。

ここで J <
N − 1

2
を満たす最大の Bethe量子数は J =

N − 3
2
であることに注意する。(iii)

の場合（すなわち、δ < 0かつ x > 0であるとき)、J1の上界は
N
π

tan−1(
√

N − 1)となる。この

上界と一致するとき、すなわち J1 =
N
π

tan−1(
√

N − 1)であるとき、δ = −1
2
に対応する。し

たがって、string仮説の予想から減る分の複素解の個数は
[N − 3

2
− N
π

tan−1(
√

N − 1)+1
]

Gauss
個となる。(iv)の場合も同様なのでこれらから複素解から減る分は

Nmissing = 2
[N − 1

2
− N
π

tan−1(
√

N − 1)
]

Gauss
(2.168)

となる。ただし、[x]Gauss は Gauss記号とし、xより小さい最大の整数と定義する。

2.5.2 Collapseが起こる最小のサイト数 Nについて

Nc を collapse の閾値を与えるサイト数とする。具体的には、Nc を N < Nc のときに

Nmissing = 0、N ≥ Nc のときに Nmissing ≥ 1となるような定数と定義する。
この Nc は文献 [23]によって Nc = 22であることが知られている。(2.168)を用いて調べ

てみる。N = 22とすると J1 =
N − 3

2
= 9.5となる。一方、

N
π

tan−1(
√

N − 1)は N = 22とす
ると

22
π

tan−1(
√

22 − 1) = 9.49545 · · · (2.169)

となり、Nmissing > 0となる。

2.5.3 実解の場合 (collapseした場合)

ここでは Bethe仮説方程式の実解について解析する。複素解の節で設定した解 (2.139)、
(2.140)に対して δを

δ = −1
2
+

i
2
γ (2.170)

とすると、Bethe根 (2.139)、(2.140)は

λ1 = x + i
1 + 2δ

2
= x − γ (2.171)

λ2 = x − i
1 + 2δ

2
= x + γ (2.172)
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という形でかける。

このときの Bethe仮説方程式の左辺を展開すると

2 tan−1
(
2x + i(1 + 2δ)

)
= 2 tan−1(2x − γ)

=
1
i

log
(1 + i(2x − γ)
1 − i(2x − γ)

)
=

1
2i

log
(1 + i(2x − γ)
1 − i(2x − γ)

)
+

1
i

log
(1 + i(2x + γ)
1 − i(2x + γ)

)
+

1
i

log
(1 + i(2x − γ)
1 − i(2x − γ)

)
− 1

i
log

(1 + i(2x + γ)
1 − i(2x + γ)

)
= tan−1(2x + γ) + tan−1(2x − γ) + 1

2i
log

( (1 − iγ)2 + 4x2

(1 + iγ)2 + 4x2

)
(2.173)

となる。これを用いると

2 tan−1
(
2x + i(1 + 2δ)

)
− 1

N
2 tan−1

(
i(1 + 2δ)

)
= tan−1(2x − γ) + tan−1(2x + γ) +

1
2i

{
log

( (1 − iγ)2 + 4x2

(1 + iγ)2 + 4x2

)
− 1

N
log

( (1 − iγ)2

(1 + iγ)2

)}
(2.174)

が得られる。ここで実解の counting function W(x, γ)を

2πW(x, γ) = tan−1(2x − γ) + tan−1(2x + γ) (2.175)

と定義する。これを用いると Bethe仮説方程式は

2π
N

J1 = 2πW(x, γ) − 1
2i

(
log

( (1 + iγ)2 + 4x2

(1 − iγ)2 + 4x2

)
− 1

N
log

( (1 + iγ)2

(1 − iγ)2

))
(2.176)

2π
N

J2 = 2πW(x, γ) +
1
2i

(
log

( (1 + iγ)2 + 4x2

(1 − iγ)2 + 4x2

)
− 1

N
log

( (1 + iγ)2

(1 − iγ)2

))
(2.177)

となる。複素数 log(z)に対する N 重根を整数 nを用いて

1
N

log
( (1 + iγ)2

(1 − iγ)2

)
= log

{
exp

(2πin
N

)( (1 + iγ)2

(1 − iγ)2

) 1
N

}
(2.178)

と表す。これを用いて、Bethe仮説方程式 (2.176)、(2.177)の虚数部分を 0とするために、
整数 m = 0, 1, · · · ,N − 1に対して

(1 + iγ)2 + 4x2

(1 − iγ)2 + 4x2 = exp
(2πim

N

)
×

( (1 + iγ)2

(1 − iγ)2

) 1
N

(2.179)

となる。したがって (2.179)を用いて Bethe仮説方程式 (2.176)、(2.177)から、J1、J2 に関

して

2π
N

J1 = 2πW(x, γ) − mπ
N

(2.180)

J1 = J2 − m (2.181)
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という関係が得られる。

ここで、拘束条件 (2.179)を xについて解く。ここで変数 ϕを ϕ = tan−1(γ)と定義する。
このとき、0 ≤ ϕ < π

2
を満たすことに注意する。(2.179)より x2を ϕを用いて次のように表

現する。

x2(ϕ) =
1

4 cos2 (ϕ)
sin(2ϕ − 2ϕ+mπ

N )

sin( 2ϕ+mπ
N )

(m = 0, 1, 2, · · · ,N − 1) (2.182)

この後、この節では m = 0の場合を考える。ϵ3 = ±1とすると (2.182)から xは

x(ϕ) =
ϵ3

2 cos(ϕ)

√√
sin(2ϕ(1 − 1

N ))

sin(2 ϕN )

(
0 < ϕ <

π

2

)
(2.183)

と表せる。ここで (v)x > 0(ϵ3 = +1)と (vi)x < 0(ϵ3 = −1)の二つの場合について考える。

d
dϕ

x2(ϕ) =
sin(2 ϕN ) cos(ϕ − 2 ϕN ) − ( 1

N ) sin(2ϕ) cos (ϕ)

2 cos3 (ϕ) sin2(2 ϕN )
(2.184)

ここで、0 < ϕ <
π

2
の領域で (2.184)の値が正であるとき、つまり

d
dϕ

x2(ϕ) > 0
(
0 < ϕ <

π

2

)
(2.185)

であるとき x(ϕ)2 が単調増加であることがわかる。(2.185 )であることを示す。まず、0 <

ϕ <
π

2
に対して不等式 cos

(
ϕ − 2

ϕ

N

)
> cos(ϕ)であることを確認する。また次の Lemmaを用

いる。

Lemma 2.5.3. 0 < α < 1を満たす αに対して

sinαx > α sin x (0 < x <
π

2
) (2.186)

このLemmaの証明は両辺を xに関して微分をすればよい。このとき、sin
(2ϕ

N

)
>

1
N

sin(2ϕ)

であることを用いると (2.184)が正であることが示せ、(2.185)が成り立つことがわかる。
ϕ→ 0としたとき、(2.185)より x(ϕ)2 は最小の値をとる。したがって、

lim
ϕ→0

x(ϕ)2 =
1
4

1 − 1
N

1
N

=
N − 1

4
(2.187)

となる。

次に ϕ → π
2
とすると x(ϕ)2 は +∞に発散する。κ(ϕ)を κ(ϕ) = 2πW(x(ϕ), γ(ϕ))と定義す

る。この関数は

κ(ϕ) = tan−1
(
2x(ϕ) − γ(ϕ)

)
+ tan−1

(
2x(ϕ) + γ(ϕ)

)
(2.188)

と書き下せる。ここで、κ(ϕ)を ϕについて微分すると、
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dκ
dϕ
=

4(1 + 4x2 + γ2) dx
dϕ − 8xγ dγ

dϕ

{(2x − γ)2 + 1}{(2x + γ)2 + 1}

=
(4x2 + 1

cos2 (ϕ) )
d

dϕ x2 − 4x2 sin (ϕ)
cos3 (ϕ)

x
2 {(2x − γ)2 + 1}{(2x + γ)2 + 1} (2.189)

となる。付録 Dより(
4x2 +

1
cos2 (ϕ)

) d
dϕ

x2(ϕ) > 4x2 sin (ϕ)
cos3 (ϕ)

(0 < ϕ <
π

2
)　 (2.190)

となるのでこの不等式より、x > 0のとき、0 < ϕ <
π

2
に対して κ(ϕ)は正となる。一方、

0 > xのとき、0 < ϕ <
π

2
に対して κ(ϕ)は負となる。したがって、x > 0のとき κ(ϕ)の最小

値と最大値はそれぞれ κ(0)と κ
(π
2

)
で与えられる。一方、x < 0のとき κ(ϕ)の最小値と最大

値はそれぞれ κ
(π
2

)
と κ(0)で与えられる。

ここで x > 0の場合について考える。κ
(π
2

)
を ϕ <

π

2
の区間で ϕ → π

2
の極限を取ること

によって計算ことを考える。まず、2x(ϕ) + γ(ϕ)の項は 2x(ϕ) + γ(ϕ)→ ∞となるので、

lim
ϕ→ π2

tan−1
(
2x(ϕ) + γ(ϕ)

)
=
π

2
(2.191)

となる。2x(ϕ) − γの項は ϕ = π
2
− ϵ と置いて ϵ に関して展開することによって計算すると

lim
ϕ→ π2

2x(ϕ) − γ(ϕ) = cot
(
π

N

)
(2.192)

となる。ここで cot x = tan
(π
2
− x

)
であることに注意する。このとき

lim
ϕ→ π2
κ(ϕ) =

(
π

2
− π

N

)
+
π

2

= π − π
N

(2.193)

となる。一方、κ(0)を ϕ > 0の区間で ϕ→ 0と極限を取ることによって計算すると

lim
ϕ→0
κ(ϕ) = 2 tan−1(

√
N − 1) (2.194)

となる。したがって、次の結果が得られる。

• Case(v): x > 0かつ δ =
−1 + iγ

2

N
π

tan−1(
√

N − 1) ≤ J1 <
N
2
− 1

2
(2.195)

• Case(vi): x < 0かつ δ =
−1 + iγ

2

−N
2
+

1
2
< J1 ≤ −

N
π

tan−1(
√

N − 1) (2.196)
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2.5.4 一般的な実解

m = 1, 2, · · · ,N − 1に対して x(ϕ)を次のように表現できる。

x(ϕ) =
ϵ3

2 cos (ϕ)

√√√√ sin
(
2ϕ − 2ϕ+mπ

N

)
sin

(
2ϕ+mπ

N

) (2.197)

x(ϕ)2 は非負でなければならないので、パラメータ ϕの範囲は

mπ
2(N − 1)

≤ ϕ < π
2

(m = 1, 2, · · · ,N − 1) (2.198)

となる。ここで、m = N − 1のとき不等式 (2.198)を満たすものは存在しないのでここでは
考えない。また、ϕの最小の値を ϕmin =

mπ
2(N − 1)

とする。x(ϕ)2 の ϕに関する微分を計算

すると

d
dϕ

x(ϕ)2 =
sin

(
2ϕ+mπ

N

)
cos

(
ϕ − 2ϕ+mπ

N

)
− ( 1

N ) sin(2ϕ) cos(ϕ)

2 cos3 ϕ sin2
(

2ϕ+mπ
N

) (2.199)

となり、
mπ

2(N − 1)
≤ ϕ < π

2
に対して §付録 Dより (2.199)は正であることがわかる。した

がって、x(ϕ)2 は ϕmin ≤ ϕ <
π

2
の領域で単調増加であることがわかる。

d
dϕ

x(ϕ)2 > 0
( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(2.200)

(2.200)を証明するために以下の不等式と

cos
(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)
> cos (ϕ)

( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(2.201)

次の Lemmaを用いる。

Lemma 2.5.4. N を N > 1を満たす実数とすると

sin
(2ϕ + mπ

N

)
>

1
N

sin (2ϕ)
( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(2.202)

この Lemmaの証明は (2.202)の両辺を ϕに関して微分すればよい。
(2.200)と (2.202)より、次の不等式

sin
(2ϕ + mπ

N

)
cos

(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)
>

1
N

sin (2ϕ) cos (ϕ)
( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(2.203)

が成り立つことがわかる。したがって (2.199) の分子が正であるので (2.200) が成り立つ
ことがわかり、x(ϕ)2 は単調増加であることがわかる。κ(ϕ) を collapse解の場合と同様に
m = 1, 2, · · · ,N − 1に対して

κ(ϕ) = tan−1
(
2x(ϕ) − γ(ϕ)

)
+ tan−1

(
2x(ϕ) + γ(ϕ)

)
(2.204)
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と定義する。付録 Eより、m = 1, 2, · · · ,N − 2に対して(
4x2 +

1
cos2 (ϕ)

)
d

dϕ
x2 > 4x2 sin (ϕ)

cos3 (ϕ)
,

( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(2.205)

が成り立つ。したがって、

dκ
dϕ
=

(4x2 + 1
cos2 (ϕ) )

d
dϕ x2 − 4x2 sin (ϕ)

cos3 (ϕ)

x
2

{
(2x − γ)2 + 1

}
{(2x + γ)2 + 1}

(2.206)

であるので、x > 0のとき (2.205)より
mπ

2(N − 1)
< ϕ <

π

2
の範囲で

dκ(ϕ)
dϕ

> 0となり、κ(ϕ)

が単調増加である。それゆえ、x > 0に対して κ(ϕ)の最小値、最大値はそれぞれ κ(ϕmin)、
κ
(π
2

)
となる。

κ
(π
2

)
を ϕ <

π

2
の区間で ϕ → π

2
と極限をとって計算する。2x(ϕ) + γ(ϕ)の項は ϕ → π

2
と

極限を取ると∞に発散するので、

lim
ϕ→π/2

tan−1
(
2x(ϕ) + γ(ϕ)

)
=
π

2
(2.207)

となる。次に 2x − γに対して、ϕ = π/2 − ϵ を ϵ に関して展開して極限を取ると

lim
ϕ→π/2

2x(ϕ) − γ(ϕ) = cot
( (m + 1)π

N

)
(2.208)

となる。それゆえ、

lim
ϕ→π/2

κ(ϕ) = π − (m + 1)π
N

(2.209)

となる。ϕ > ϕmin の範囲で ϕ→ ϕmin に極限をとって κ(ϕmin)を計算すると

lim
ϕ→ϕmin

κ(ϕ) = 0 (2.210)

となる。したがって、これらをまとめると次の結果が得られる。

• Case(vii): x > 0であるとき

−m
2
≤ J1 <

N
2
− 1

2
− m (2.211)

• Case(viii): x < 0であるとき

−N
2
+

1
2
< J1 ≤ −

m
2

(2.212)

となる。(vii) (viii)の二つを合わせると

−N − 2
2
< J1 < J2 <

N
2
− 1

2
− m (2.213)

となる。

ここで J2 について考えると (2.181)より J2 = J1 + mただし m = 1, 2, · · · ,N − 1となる。
したがって Bethe量子数 J1, J2 の組は次の不等式を満たすもの全体となる。

−N − 2
2
< J1 < J2 <

N − 2
2

(2.214)
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2.5.5 特異解について

N = 4nとしたとき特異解に対応する Bethe量子数 (J1, J2)は
(N

4
− 1

2
,

N
4
+

1
2

)
と

(
−N

4
−

1
2
,−N

4
+

1
2

)
となる。N = 4n+2としたとき特異解に対応するBethe量子数 (J1, J2)は

(N
4
,

N
4

)
と

(
−N

4
,−N

4

)
となる。

2.5.6 Two-down-spin sectorの Bethe根の完全性について

XXX鎖における Bethe根の完全性は複素解、実解、特異解の個数を N = 4n, 4n + 1, 4n +

2, 4n + 3の四つの場合分けをしてそれぞれ個数を数えることによって示すことができる。
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第3章 Massive regimeの複素解

本章では、massive regimeのXXZ鎖の two-down-spin sectorについて議論する。Vladimirov(文
献 [44])の結果より、この sectorの Bethe仮説方程式の解の組は実数の二つの組として構成
される実解か、複素共役の関係にある複素数の組である複素解 (two-string解)に分類され
る。本章ではこのうちの複素解 (two-string解)について解析する。まず、§3.1で複素解の形
を仮定する。このとき、対数形式の Bethe仮説方程式に対して複素数の引数を持つ逆正接
関数を展開することによって、方程式を実部と虚部の二つに分割する。このときの虚部を

拘束条件として、実部の Bethe仮説方程式を一変数の方程式とみなすことによって方程式
の解を考察する。また、実部の Bethe仮説方程式の両辺をサイト数 N で割り、量子数を含

む項とその他の項で移項して分けたときに、量子数を含まない項を counting functionと定
義する。本論文では、この counting functionの性質を考察することによって複素解の性質
を調べる。まず、§3.2では後の解析で必要となる counting functionが、ある領域で単調性
をもつことを明らかにする。§3.3ではこの単調性を用いて複素解の数が string仮説で予言
されているものと比べてどのように変化しているかについて調べた結果を提示する。ここ

では具体的に、サイト数 N、異方性パラメータ ∆と collapseする複素解の個数に関する関
係を求める。また、サイト数 N、異方性パラメータ ∆が大きな領域では、string仮説で予
言されているよりも一組多くの複素解が出現することを発見したので、それについて詳し

く述べる。我々はこの解を extra-two-string解と命名することとし、その出現条件について
も明らかにする。§3.4ではサイト数 N を大きくしていくと複素解が指数関数的に string仮
説で予言される解の形に近づくことを解析的に示した結果を報告する。extra-two-string解
および指数関数的な解の漸近性はともに、XXX鎖では見られなかった新しい結果である。
§3.5では、異方性パラメータ ∆を 1に近づけたときの量子数の XXX鎖と XXZ鎖の対応
について述べる。

§3.6.3では、本論文の方法を使って、佐藤氏によって具体的に求められた Bethe仮説方
程式の解を記述する。ここで記述する領域は extra-two-string解が存在する領域であり、具
体的な extra-two-string解を求めることに成功したことになる。§3.6では、佐藤氏によって
サイト数 Nと異方性パラメータ ∆が変化するときの複素解の振る舞いが数値的に求められ

た。この解の振る舞いは本論文の §3.3、§3.4の結果を数値的に検証することになっている。

3.1 Two-down-spin sectorの解の形
Vladimirov (文献 [44])の結果よりBethe仮説方程式の解の形は実解が二つの組か、複素共
役の関係にある二つの複素数の解しか存在しない。ここでは、この二つの解の形について述
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べる。まず、複素解 (two-string解)の実部を xとし、これを stringセンターと呼ぶ。また虚

部を
ζ

2
としたときの string解 x ± i

2
ζからのずれを δとする。このとき、複素解 (two-string

解)は

λ1 = x +
i
2
ζ + iδ (3.1)

λ2 = x − i
2
ζ − iδ (3.2)

と記述できる。ただし、異方性パラメータ ∆と ζ の関係は ∆ = cosh ζ であることに注意す

る。次に、実解の場合を考える。ここでは (3.1)、(3.2)の δを −1
2
ζ +

i
2
γζ とし、次のよう

な形で表す。

λ1 = x +
i
2
ζ + iδ = x − 1

2
γζ (3.3)

λ2 = x − i
2
ζ − iδ = x +

1
2
γζ (3.4)

3.1.1 複素解と counting function

本節では具体的に複素解の解析を始める。複素解を実部と虚部に分割し、拘束条件とな

る虚部を考察する。まず、前節の解の形のうちで複素解 (two-string解)を考える。Bethe仮
説方程式は

2 tan−1
( tan(λ1)

tanh ( ζ2 )

)
=

2π
N

J1 +
2
N

tan−1
( tan(λ1 − λ2)

tanh(ζ)

)
(3.5)

2 tan−1
( tan(λ2)

tanh ( ζ2 )

)
=

2π
N

J2 +
2
N

tan−1
( tan(λ2 − λ1)

tanh(ζ)

)
(3.6)

であるので、前節で仮定した複素解 (3.1)、(3.2)を用いて次のように表せる。

2 tan−1
( tan(x + i

2ζ + iδ)

tanh ( ζ2 )

)
=

2π
N

J1 +
2
N

tan−1
( tan(i(ζ + 2δ))

tanh(ζ)

)
(3.7)

2 tan−1
( tan(x + i

2ζ + iδ)

tanh ( ζ2 )

)
=

2π
N

J2 +
2
N

tan−1
( tan(−i(ζ + 2δ))

tanh(ζ)

)
(3.8)
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Bethe仮説方程式の各成分を計算する。まず、tan (λ1)に着目すると

tan λ1 = tan(x +
i
2
ζ + iδ)

=
tan (x) + tan( i

2ζ + iδ)

1 − tan (x) tan ( i
2 + iδ)

=
tan (x) + i tanh ( ζ2 + δ)

1 − i tan (x) tanh ( ζ2 + iδ)

=

(
tan (x) + i tanh ( ζ2 + δ)

)(
tan (x) + i tanh ( ζ2 + δ)

)
1 + tan2 (x) tanh2 ( ζ2 + δ)

=
tan (x)

(
1 − tanh2( ζ2 + δ)

)
+ i(1 + tan2 (x)) tanh( ζ2 + δ)

1 + tan2 (x) tanh2 ( ζ2 + δ)
(3.9)

(3.10)

となる。ここで次の変数 tと wを次のように導入する。

t ≡ tanh
( ζ
2

)
(3.11)

w ≡
tanh(δ + ζ2 )

tanh( ζ2 )
(3.12)

ここで w <
1
t
であることに注意して、tを用いると

tan (λ1)

tanh ( ζ2 )
=

tan (x)
(
1 − tanh2( ζ2 + δ)

)
+ i(1 + tan2 (x)) tanh( ζ2 + δ)

tanh ( ζ2 )
(
1 + tan2 (x) tanh2 ( ζ2 + δ)

) (3.13)

と表すことができる。ここで (3.13)を実部と虚部に分けてそれぞれを a、bで表すと

(3.13) = a + ib (3.14)
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となる。ただし、a、bはそれぞれ

a =
tan (x)

(
1 − tanh2( ζ2 + δ)

)
tanh ( ζ2 )

(
1 + tan2 (x) tanh2 ( ζ2 + δ)

)
=

tan x
(
1 − w2 tanh2( ζ2 )

)
tanh ( ζ2 )

(
1 + (tan2 x)w2 tanh2 ( ζ2 )

)
=

tan (x)(1 − w2t2)

t
(
1 + tan2(x)w2t2

) (3.15)

b =
(1 + tan2 (x)) tanh( ζ2 + δ)

tanh ( ζ2 )
(
1 + tan (x)2 tanh2 ( ζ2 + δ)

)
=

(1 + tan2 (x))w(
1 + tan2 (x)w2 tanh2 ( ζ2 )

)
=

(1 + tan2 (x))w(
1 + tan2(x)w2t2

) (3.16)

とする。これらを用いて Bethe仮説方程式の左辺を付録 Aを用いて展開すると、

2tan−1
( tan(x + i

2ζ + iδ)

tanh ( ζ2 )

)
= tan−1

( a
1 − b

)
+ tan−1

( a
1 + b

)
+πH(b − 1)+2πH(1 − b)H(−a) − πH(−b − 1)sgn(a−) +

1
2i

log
(a2 + (b − 1)2

a2 + (b + 1)2

)
(3.17)

と表される。ただし、階段関数 H(y)を

H(y) ≡
 1 (y > 0)

0 (otherwise)
(3.18)

と定義し、sgn(y+)を

sgn(y+) ≡ 1 − 2H(−y) (3.19)

とする。同様に Bethe仮説方程式の右辺も次のように展開し実部と虚部に分割する。

2
N

tan−1
( tan(λ1 − λ2)

tanh ζ

)
=

2
N

tan−1
( i tanh(ζ + 2δ)

tanh ζ

)
=

1
N

(
πH

( tanh(ζ + 2δ)
tanh ζ

− 1
)
sgn(0+) + πH

(
− tanh(ζ + 2δ)

tanh ζ
− 1

)
sgn(0−)

)
+

1
2i

log
( ( tanh (ζ+2δ)

tanh (ζ) − 1
)2

(
tanh (ζ+2δ)

tanh (ζ) + 1
)2

)

=
1
N

{
πH(δ) +

1
2i

log
( ( tanh(ζ+2δ)

tanh (ζ) − 1)2

( tanh(ζ+2δ)
tanh (ζ) + 1)2

)}
(3.20)
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したがって、(3.17)と (3.20)を用いると J1 に関する Bethe仮説方程式 (3.7)は

2π
N

J1 = tan−1
( a
1 − b

)
+ tan−1

( a
1 + b

)
+ π

(
H(b − 1) + 2H(1 − b)H(−a) − H(δ)

N

)
+

1
2i

log
{(a2 + (b − 1)2

a2 + (b + 1)2

)( ( tanh(ζ+2δ)
tanh(ζ) + 1)2

( tanh(ζ+2δ)
tanh(ζ) − 1)2

) 1
N
}

(3.21)

と表せる。ここで (3.21)を実部と虚部に分けて、虚部を拘束条件とし、stringセンター xを

stringのずれ δの式として表す。実部の (3.21)に対して xを δで表し、指定した量子数 J1

に対する δ, xを求める。したがって δは wで表すことができるので、xも wで表すことが

できる。ここで (3.21)の右辺の実部を counting functionと呼び、次のように定義する。

Z1(δ(w), x(w), ζ) ≡ 1
2π

tan−1
( a
1 − b

)
+

1
2π

tan−1
( a
1 + b

)
+

1
2

(
H(b − 1) + 2H(1 − b)H(−a) − H(δ)

N

)
(3.22)

Counting function (3.22)を用いて Bethe仮説方程式の実部 (3.21)を表すと

Z1(δ(w), x, ζ(w)) =
J1

N
(3.23)

となり、J1 に対応する wを求めることによって Bethe仮説方程式の解を求めることがで
きる。

Bethe量子数 J1、J2 の差

J1 に関しては前節で調べた。そこで次に、J2 に関する Bethe仮説方程式 (3.8)について

考察し、量子数 J1 と J2 の差を調べる。まず、(3.15)、(3.16)を用いて
tan(λ2)

tanh( ζ2 )
を

tan (λ2)

tanh ( ζ2 )
= a − ib (3.24)

と表せる。したがって、J2 に関する counting function Z2(w)を次のように定義する。

Z2(w) ≡ 1
2π

tan−1
( a
1 − b

)
+

1
2π

tan−1
( a
1 + b

)
+

1
2

(
H(b − 1)sgn(a−) +

1
N

H(δ)
)
. (3.25)

ここで、二つの counting function、(3.22)で表される Z1(w)と (3.25)で表される Z2(w)の差
を計算すると次のようになる。

Z2(w) − Z1(w) =
1
N

H(δ) − H(−a) (3.26)

したがって、J1、J2 は

J2 − J1 = H(δ) − NH(−x)

= H(δ) (3.27)

という関係になる。
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Bethe仮説方程式の虚部

本節では Bethe仮説方程式 (3.21)の虚部を拘束条件として xを wで表す。まず、Bethe仮
説方程式 (3.21)の虚部は

a2 + (b − 1)2

a2 + (b + 1)2 =

( tanh(ζ+2δ)
tanh(ζ) − 1

tanh(ζ+2δ)
tanh(ζ) + 1

) 2
N

(3.28)

となる。ここで Xを次のように定義する。

X ≡ tan2 x. (3.29)

(3.28)を X、w、tで表すと

X(1−w2t2)2

t2 +

(
(1 − w) + X(−w + w2t2)

)2

X(1−w2t2)2

t2 +

(
(1 + w) + X(w + w2t2)

)2

=

(
−(1−w)(1−wt2)

1+w2t2

) 2
N

(
(1+w)(1+wt2)

1+w2t2

) 2
N

(3.30)

となり、この式を展開すると

({
X(−w + w2t2) + (1 − w)

}2
+

X(1 − w2t2)2

t2

)(
(1 + w)(1 + wt2)

1 + w2t2

) 2
N

=

({
X(w + w2t2) + (1 + w)

}2
+

X(1 − w2t2)2

t2

)(
−(1 − w)(1 − wt2)

1 + w2t2

) 2
N

(3.31)

となる。これを関数 A(w)、B(w)、C(w)を用いて簡便な形に直すと、以下のようになる。

A(w)X2 + B(w)X + C(w) = 0 (3.32)

ただし、関数 A(w)、B(w)、C(w)は

A(w) = w2(1 + wt2)2
{(−(1 − w)(1 − wt2)

1 + w2t2

)2} 1
N

− w2(1 − wt2)2
{( (1 + w)(1 + wt2)

1 + w2t2

)2} 1
N

B(w) =
{ (1 − w2t2)2

t2 + 2w(1 + w)(1 + wt2)
}{(−(1 − w)(1 − wt2)

1 + w2t2

)2} 1
N

−
{ (1 − w2t2)2

t2 − 2w(1 − w)(1 − wt2)
}{( (1 + w)(1 + wt2)

1 + w2t2

)2} 1
N

C(w) = (1 + w)2
{(−(1 − w)(1 − w2)

1 + w2t2

)2} 1
N

− (1 − w)2
{( (1 + w)(1 + wt2)

1 + w2t2

)2} 1
N

(3.33)
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である。ここで、指数関数 (1 − w)2/N の分岐を

(1 − w)
2
N =

(
(1 − w)2) 1

N (3.34)

とする。X(= tan2 x)を wで次のように表現する。

X± =
1

2A(w)

(
−B(w) ±

√
B(w)2 − 4A(w)C(w)

)
(3.35)

ただし、X+、X− をそれぞれ Xp、Xm と表す。

ここで、xが実数となるには Xが正の値となることが必要である。X± ≥ 0である wの領

域を調べるために次の二つの Lemmaを示す。

Lemma 3.1.1. N ≥ 2であるとき C(w) ≥ 0となる。また C(w = 1) = 0である。

Proof. tanh( ζ2 ) ≤ 1と 0 ≤ wを用いると次の不等式が得られる。

C(w) ×
(
(1 + w2t2)2

) 1
N

= (1 + w)2
{(
−(1 − w)(1 − wt2)

)2} 1
N

− (1 − w)2
{(

(1 + w)(1 + wt2)
)2} 1

N

≥ (1 + w)2
{
(1 − w)2

} 1
N
{
(1 − w)2

} 1
N − (1 − w)2

{
(1 + w)2

} 1
N
{
(1 + w)2

} 1
N = 0 (N = 2)

≥ (1 + w)2(1 − w)2 − (1 − w)2(1 + w)2 = 0 (N > 2)
(3.36)

したがって、命題が示された。 □

Lemma 3.1.2. N ≥ 2に対して A(w) ≥ 0のときに B(w) ≥ 0となる。

Proof. 0 < w <
1
t
に対して不等式 A(w) ≥ 0を次のように表す。

{(−(1 − w)(1 − wt2)
(1 + w)(1 + wt2)

)2} 1
N

≥ (1 − wt2)2

(1 + wt2)2 (3.37)

この関係を用いて

B(w) ≥
[{

(1 − w2t2)2

t2 + 2w(1 + w)(1 + wt2)
}(1 − wt2

1 + wt2

)2

−
{

(1 − w2t2)2

t2 − 2w(1 − w)(1 − wt2)
}]{( (1 + w)(1 + wt2)

1 + w2t2

)2} 1
N

(3.38)
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{( (1 + w)(1 + wt2)
1 + w2t2

)2}1/N

≥ 0であるので、

B(w){(
(1+w)(1+wt2)

1+w2t2

)2}1/N

≥ (1 − w2t2)2

t2

(1 − wt2

1 + wt2

)2
+ 2w(1 + w)(1 + wt2)

(1 − wt2

1 + wt2

)2
+ 2w(1 − w)(1 − wt2) − (1 − w2t2)2

t2

=
2w

(1 + wt2)2 2(1 − w2t2)w2t2(1 − t2)

≥ 0 (3.39)

であることがわかる。したがって A(w) ≥ 0のときに B(w) ≥ 0であることがわかる。 □

A、B、Cの符号と Xp、Xm の符号の対応

ここでは各 A、B、Cの符号ごとに Xp、Xm の符号を調べて X が正の領域を調べる。ま

ず、w , 1の場合を考える。初めに Xp の符号を調べる。Lemma 3.1.1より C ≥ 0であるの
で A、Bの符号のみ考察する。
(1) A > 0,B > 0:

Xp =
1

2A

(
−|B| +

√
|B|2 − 4|A||C|

)
< 0 (3.40)

(2) A > 0,B < 0:

Xp =
1

2A

(
|B| +

√
|B|2 − 4|A||C|

)
> 0 (3.41)

(3) A < 0,B > 0:

Xp =
−1
2A

(
|B| −

√
|B|2 + 4|A||C|

)
< 0 (3.42)

(4) A < 0,B < 0:

Xp =
−1
2A

(
−|B| −

√
|B|2 + 4|A||C|

)
< 0 (3.43)

この中で Xp > 0であるのは (2)のみである。しかし、この条件は Lemma 3.1.2の A(w) ≥
0⇒ B(w) ≥ 0に反する。次に Xm の符号について調べる。

(5) A > 0,B > 0:

Xm =
1

2A

(
−|B| −

√
|B|2 − 4|A||C|

)
< 0 (3.44)

(6) A > 0,B < 0:

Xm =
1

2A

(
|B| −

√
|B|2 − 4|A||C|

)
> 0 (3.45)
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(7) A < 0,B > 0:

Xm =
−1
2A

(
|B| +

√
|B|2 + 4|A||C|

)
> 0 (3.46)

(8) A < 0,B < 0:

Xm =
−1
2A

(
−|B| +

√
|B|2 + 4|A||C|

)
> 0 (3.47)

このとき、Xm > 0となるのは (6)、(7)、(8)である。しかし、(6)は Lemma 3.1.2に反する。
したがって w , 1のときに X > 0となるのは A < 0のときの Xm のみである。次に w = 1
の場合についても調べる。C(w = 1) = 0なので

A(w = 1)X2 + B(w = 1)X = 0 (3.48)

となる。ここで A(w = 1) < 0と B(w = 1) < 0であるので Xm = 0となる。このとき、w = 1
なので x = 0かつ δ = 0であることがわかる。これは特異解に対応する。これについては詳
しくは後の §3.3.3で議論する。以上をまとめると次のようになる。

Proposition 3.1.3. X±(w) > 0は X−(w)に対して A(w) < 0であることと同値である。

まとめると Bethe量子数 J1を与えられると counting function Z(w) (3.22)より wを数値的

に求めることができ、(3.35)を用いて Xm(w)から xを求めることができる。また二つ目の

Bethe量子数 J2 は (3.27)から求めることができる。

3.2 Counting functionの単調性について
複素解の string解からのずれが δ < 0である場合の Bethe仮説方程式の解を narrow pair、
δ > 0 である場合の Bethe 仮説方程式の解を wide pair と呼ぶ。したがって w に関して

0 < w < 1を満たす区間は δ < 0に対応して narrow pairになり、1 < w <
1
t
を満たす区間は

δ > 0と対応して wide pairになる。
wに関する方程式:A(w) = 0は区間:0 < w < 1で解を最大で一つ持つ。この解を w1 とす

る。この領域に解を持たないときは 0 < w < 1に対して A(w) < 0かつ、A(0) = 0となるこ

とを示す。また、このときの w1 を w1 = 0と定義する。一方、1 < w <
1
t
の区間では wに

関する方程式 A(w) = 0の解は一つだけ存在することを示す。この区間での Bethe仮説方程
式の解を w3 と定義する。

Ã(w)を次のように定義する。

Ã(w) ≡ −A(w)

(
(1+w2t2)

(1+wt2)(1−wt2)

) 2
N

w2 (3.49)

これは

Ã(w) =
(
(1 − ωt2)N−1(1 + ω)

) 2
N −

(
(1 + ωt2)N−1(1 − ω)

) 2
N (3.50)
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図 3.1:安定領域と不安定領域を表している。破線が各領域の境界であり、tanh2(ζ/2) =
1

N − 1
となる。縦軸は異方性パラメータに依存する tanh2 ζ/2、横軸はサイト数 Nである。ただし、

∆ = cosh(ζ)であることに注意する。

と表せる。0 < w < 1 のときは 1 + w2t2、1 + wt2、1 − wt2 が 0 でないので A(w) = 0 と
Ã(w) = 0は同値である。Ã(w)を微分すると付録 Bより

dÃ
dw

(w) = sgn(1 − w)
∣∣∣∣∣1 + wt2

1 − w

∣∣∣∣∣1− 2
N

2t2
(Nζ

N
+ w − 1

)
+

(1 − wt2

1 + w

)1− 2
N

2t2
(Nζ

N
− 1 − w

)
(3.51)

となる。
d

dw
Ã(w)に w = 0を代入すると

d
dw

Ã(w = 0) = 4t2
(Nζ

N
− 1

)
(3.52)

となる。ただし、Nζ = 1 +
1

tanh2( ζ2 )
とする。したがって N > Nζ であるとき式 (3.52)の値

は負になる。逆に N < Nζ であるときは式 (3.52)の値は正である。N > Nζ を安定領域と呼

び、N < Nζ を不安定領域と呼ぶ。Nζ は ζのみに依存し、∆ = cosh ζ であるのでそれぞれの
領域は図 3.1のように異方性パラメータ ∆とサイト数 N で区分することができる。

3.2.1 0 < w < 1上の安定領域について

(N − 1)t2 > 1であるとき、
dÃ
dw

(w = 0)は負の値をとる。また、この領域では
dÃ
dw

(w)を

dÃ
dw

(w) = 2t2
(1 + wt2

1 − w

)1− 2
N
[(Nζ

N
+ w − 1

)
−

(
1 −

Nζ
N
+ w

)( (1 − w)(1 − wt2)
(1 + w)(1 + wt2)

)1− 2
N
]

(3.53)
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と表せる。ここで 0 < w < 1に対して不等式∣∣∣∣∣∣( (1 − w)(1 − wt2)
(1 + w)(1 + wt2)

)1− 2
N

∣∣∣∣∣∣ < 1 (3.54)

が成り立つので、w > 1 −
Nζ
N
であるとき (3.53)の主要項

Nζ
N
+ w − 1は正となる。それゆ

え、
dÃ
dw

(w)が負から正になる点が 0と 1の間に存在し、その点を wα とする。したがって

wα < w < 1で
dÃ
dw

(w) > 0となる。

ここで w = 0としたときに Ã(w = 0) = 0であり、
dÃ
dw

(w = 0) < 0であることに注意する。

それゆえ Ã(w)は w = 0で減少関数であり、w = 0の近傍で Ã(w)は負となる。しかしなが

ら、w > wα において
dÃ
dw
> 0であるので増加関数に変化する。加えて Ã(w)は w = 1で

Ã(1) = 2
2
N (1 − t2)2− 2

N > 0 (3.55)

となり正となる。それゆえ、Ã(w) = 0となる wは 0 < w < 1においてただ一つとなる。こ
の点を w1 と定義する。

3.2.2 0 < w < 1上の不安定領域について

不安定領域となる N < Nζ では w = 0 で (3.53) より
dÃ
dw

(w = 0) > 0 となる。それゆ

え、(3.53)の主要項は増加関数であり 0 < w < 1で常に正である。したがって、
dÃ
dw

(w)は

0 < w < 1で常に正である。Ã(0) = 0であることに注意すると、0 < w < 1の領域では

Ã(w) > 0 (3.56)

となる。

区間 1 < w <
1
t
上での A(w) = 0となる wの一意性について

w > 1において Ã(w)を具体的に書くと

Ã(w) =
((

(1 − wt2)N−1(1 + w)
)2
) 1

N

−
((

(1 + wt2)N−1(1 − w)
)2
) 1

N

(3.57)

であり、これを微分したものは

dÃ
dw

(w) = 2t2
(1 + wt2

w − 1

)1− 2
N
[
−
(
w − 1 +

Nζ
N

)
−

(
w + 1 −

Nζ
N

)( (w − 1)(1 − wt2)
(1 + w)(1 + wt2)

)1− 2
N
]

(3.58)
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となる。w − 1 +
Nζ
N
は w > 1の領域で常に正となので、(3.58)の主要項は常に負であり、

1 < w <
1
t
の区間で Ã(w)は単調減少である。ここで (3.55)より Ã(1) > 0であることを確

認する。Ã
(1

t

)
の符号は

Ã
(1

t

)
= t−

2
N (1 + t)2

(1 − t
1 + t

) 2
N
{(1 − t

1 + t

)2− 4
N

− 1
}
< 0 (3.59)

となる。したがって、Ã(w) = 0となるのは 1 < w <
1
t
の領域ではただ一つであることがわ

かる。この点を w3 と定義する。したがって、wの方程式 A(w) = 0の解は 1 < w <
1
t
上で

解をただ一つ持つことがわかる。

3.2.3 w1及び w3の近似的な値について

区間 0 < w < 1上での narrow pairについて

wに関する方程式 A(w) = 0は (1 − wt2

1 + wt2

)N−1
=

1 − w
1 + w

(3.60)

と同値である。N が十分大きいとき (3.60)の左辺は近似的に指数関数を用いて次のように
表すことができる。 (1 − wt2

1 + wt2

)N−1
≈ exp

(
−2(N − 1)t2w

)
(3.61)

wの方程式 (3.61)は次のように

w = tanh
(
(N − 1)t2w

)
(3.62)

表せる。この方程式を解く。まず、不安定領域である (N − 1)t2 < 1の場合を考える。この
場合、方程式 (3.62)は w = 0しか解をもたないので w1 = 0となる。次に、安定領域である
(N − 1)t2 > 1の場合について考える。この場合、方程式 (3.62)は w = 0以外の解を持つ。
(N − 1)t2 が 1よりも十分に大きいとき、近似的に w1 は

w1 = 1 − 2 exp
(
−2(N − 1)t2

)
+ O

(
exp

(−4(N − 1)t2)) (3.63)

となる。したがって、w1 は N に関して指数関数的に 1に近づいていくことがわかる。

区間 1 < w <
1
t
上の wide pairについて

w3 は (1 − wt2

1 + wt2

)N−1
=

w − 1
w + 1

(3.64)
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の解なので、近似的な解は

w3 = 1 + 2 exp
(
−2(N − 1)t2

)
+ O

(
exp

(−4(N − 1)t2)) (3.65)

これによってw3は Nを十分に大きくすると近似的に指数関数的に 1に近づくことがわかる。

3.2.4 B(w)、C(w)のグラフについて

B̂(w)の単調性について

まず、B̂(w)を次のように定義する。

B̂(w) = B(w)

(
(1+w2t2)

(1+wt2)(1−wt2)

) 2
N

w
(3.66)

これは

B̂(w) =
{ (1 − w2t2)2

wt2 + 2(1 + w)(1 + wt2)
}( 1 − w

1 + wt2

) 2
N

−
{ (1 − w2t2)2

wt2 − 2(1 − w)(1 − wt2)
}( 1 + w

1 − wt2

) 2
N

(3.67)

となる。これを付録 Bを用いて展開すると

B̂(w) = 4
(
1 −

Nζ
N

)
+

{
−4

3
Nζ
N
+ 4t2

(
1 − 2(1 + 2t2)

3
Nζ
N
+ (1 + t2)

Nζ2

N2 −
2t2

3
Nζ2

N2

)}
w2 + O(w4)

(3.68)

となる。よって w = 0のとき

B̂(0) = 4
(
1 −

Nζ
N

)
(3.69)

となる。したがって B̂(0)が正であるときは安定領域となり、一方、B̂(0)が負であるときは
不安定領域となる。次に w = w2 = 1であるとき、B̂(w)は

B̂(1) = − 4
t2

(1 − t2

2

)2− 2
N

< 0 (3.70)

となり負となる。同様に w =
1
t
であるとき

B̂
(1

t

)
=

2(1 + t)2

t1+ 2
N

(1 − t
1 + t

) 2
N
{
1 −

(1 − t
1 + t

)2− 4
N
}
> 0 (3.71)

となる。

前節 §3.2.3より、N が大きいときに安定領域では w1 は 1に近づき、安定領域、不安定
領域共に w3 は 1に近づく。w1、w3 は w2 に近づくので N が大きいときに wの範囲が 1の

近傍に制限される。このとき、
dB̂(w)

dw
の具体的な式 (B.3)の因子 |w2 − w|−1 が支配的にな

る。したがって、安定領域で w1 < w < w2 (narrow pair)では N が大きいときに
dB̂(w)

dw
< 0

となり、安定領域あるいは不安定領域で w2 < w < w3 (wide pair)では N が大きいときに
dB̂(w)

dw
> 0となる。よって、以下のようなことがわかる。
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• w1 < w < w2 (narrow pair)

– 安定領域では B̂(w)は単調減少であることが示された。これは
dB̂(w)

dw
< 0であ

ることからわかる。

– 不安定領域では B̂(w)は単調減少であることが予想される。w = 0の近傍では B̂(w)
の単調減少であることが示すことができる。これは B̂(w)についての式 (3.68)の
w2 の係数が負であることからわかる。

• w2 < w < w3 (wide pair)

– 安定、不安定領域ともにNが大きいとき B̂(w)が単調増加である。これは
dB̂(w)

dw
>

0であることから確認できる。

ˆC(w)の単調性について

まず、Ĉ(w)を次のように定義する。

Ĉ(w) = C(w)

(
(1+w2t2)

(1+wt2)(1−wt2)

) 2
N

w
(3.72)

これは

Ĉ(w) =
(1 + w)2

w

( 1 − w
1 + wt2

) 2
N

− (1 − w)2

w

( 1 + w
1 − wt2

) 2
N

(3.73)

となる。0 < w < 1の区間で付録の (C.2)を用いて展開すると、

Ĉ(w) = 4
(
1 − t2 Nζ

N

)
+

{
−4

3
t2((2 − t2)2 + 3

)Nζ
N
+ 4t4(3 − t2)

(Nζ
N

)2
− 8t6

3

(Nζ
N

)3}
w2 + O(w4)

(3.74)

となる。したがって、w = 0のときは

Ĉ(0) = 4
(
1 − t2 Nζ

N

)
(3.75)

となる。N > 2 > 1 + t2 = t2Nζ なので、Ĉ(0) > 0であることがわかる。一方、w =
1
t
のと

きは

Ĉ
(1

t

)
=

(1 + t)2

t1+ 2
N

(1 − t
1 + t

) 2
N
{
1 −

(1 − t
1 + t

)2− 4
N
}
> 0 (3.76)

となるので Ĉ
(1

t

)
> 0であることがわかる。

前節 §3.2.3より、N が大きいときに安定領域では w1 は 1に近づき、安定領域、不安定
領域共に w3 は 1に近づく。w1、w3 は w2 に近づくので N が大きいときに wの範囲が 1の

近傍に制限される。このとき、
dĈ(w)

dw
の具体的な式 (B.4)の因子 |w2 − w|−1 が支配的にな
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る。したがって、安定領域で w1 < w < w2 (narrow pair)では N が大きいときに
dĈ(w)

dw
< 0

となり、安定領域あるいは不安定領域で w2 < w < w3 (wide pair)では N が大きいときに
dĈ(w)

dw
> 0となる。よって、以下のようなことがわかる。

• w1 < w < w2 (narrow pair)

– 安定領域では Ĉ(w)は単調減少であることが示された。これは
dĈ(w)

dw
< 0であ

ることからわかる。

– 不安定領域では Ĉ(w)は単調減少であることが予想される。w = 0の近傍では Ĉ(w)
の単調減少であることが示すことができる。これは Ĉ(w)についての式 (3.74)の
w2 の係数が負であることからわかる。

• w2 < w < w3 (wide pair)

– 安定、不安定領域ともにNが大きいとき Ĉ(w)が単調増加である。これは
dĈ(w)

dw
>

0であることから確認できる。

3.2.5 Xの単調性について

Xの単調性について調べる。まず、Â(w)を

Â(w) = wÃ(w) (3.77)

と定義し、K を

K ≡

(
(1+w2t2)

(1+wt2)(1−wt2)

) 2
N

w
(3.78)

と定義する。このとき Â、B̂、Ĉは

Â = −AK ⇔A = −K−1Â (3.79)

B̂ = BK ⇔B = K−1B̂ (3.80)

Ĉ = CK ⇔C = K−1Ĉ (3.81)

となる。これを用いると Xm は

Xm =
1

2A

(
−B −

√
B2 − 4AC

)
=

1
−2K−1Â

(
−K−1B̂ −

√
K−2B̂

2
+ 4K−2ÂĈ

)
=

1
2Â

(
B̂ +

√
B̂

2
+ 4ÂĈ

)
(3.82)
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と書ける。ここで、w , 1の場合を考えるので、Xを Xm とする。これを微分すると

dX
dw
=

( d
dw

1
2Â

)(
B̂ +

√
B̂

2
+ 4ÂĈ

)
+

( 1
2Â

){ d
dw

(
B̂ +

√
B̂

2
+ 4ÂĈ

)}
=

{1
2

(−1

Â
2

)dÂ
dw

}(
B̂ +

√
B̂

2
+ 4ÂĈ

)
+

1
2Â

(dB̂
dw

)
+

1
2Â

B̂
(dB̂
dw

) 1√
B̂

2
+ 4ÂĈ

+
1

4Â
1√

B̂
2
+ 4ÂĈ

(
4

dÂ
dw

Ĉ + 4
dĈ
dw

Â
)

=
1

2Â

(dB̂
dw

) √
B̂

2
+ 4ÂĈ + B̂√

B̂
2
+ 4ÂĈ

+
1

Â
√

B̂
2
+ 4ÂĈ

{
Â

dĈ
dw
− 1

2Â
dÂ
dw

(
B̂

√
B̂

2
+ 4ÂĈ + B̂

2
+ 2ÂĈ

)}
(3.83)

とかける。ここで次の Lemmaを準備する。

Lemma 3.2.1. α, β > 0に対して、

β2 − β
√
β2 + 2α + α > 0 (3.84)

となる。

Proof.

β4 + 2αβ2 + α2 > β4 + 2αβ2

⇔(β2 + α)2 > β2(β2 + 2α)

⇔β2 + α > β

√
β2 + 2α

⇔β2 − β
√
β2 + 2α + α > 0 (3.85)

□

次の関係

dÂ
dw
= Ã + w

dÃ
dw

(3.86)

を確認する。これを用いて wの各領域について解析する。まず、区間 w1 < w < w2 上では
dÃ
dw
> 0かつ Ã > 0なので

dÂ
dw
> 0である。一方、w2 < w < w3の領域では Nが十分大きい

ときに
dÂ
dw
< 0となる。

区間 w2 < w < w3 では安定領域、不安定領域含めて十分大きな N に対して
dB̂
dw
> 0、

dĈ
dw
> 0である。一方で、N は十分大きいとき Ã < 0かつ

dÃ
dw
< 0なので

dÂ
dw
< 0となる。

したがって、α = 2ÂĈ、β = −B̂として Lemma 3.2.1に代入すると、

B̂
2
+ B̂

√
B̂

2
+ 4ÂĈ + 2ÂĈ > 0 (3.87)
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となるので (3.83)より
dX
dw
> 0となり w2 < w < w3 領域で Xは単調増加である。

区間 w1 < w < w2 上で安定領域の場合は十分大きな N に対して
dB̂
dw
< 0、

dĈ
dw
< 0であ

る。
dÃ
dw
> 0かつ Ã > 0であるので

dÂ
dw
は正であることを確認する。したがって (3.83)と

Lemma 3.2.1より
dX
dw
< 0となりこの区間で Xは単調減少である。

最後に区間 w1 < w < w2 で不安定領域の場合を考える。
dB̂
dw
< 0、

dĈ
dw
< 0であることを

示せているのは w = 0近傍のみである。区間 w1 < w < w2 上全ての点で
dB̂
dw
< 0、

dĈ
dw
< 0

であることを仮定すると (3.83)と Lemma 3.2.1より
dX
dw
< 0となり、この区間で Xは単調

減少となる。

3.2.6 Counting function Z(w)の単調性について

解析的に扱える領域とその議論

前節までの結果より解析的に扱えるのは w2 < w < w3 と w1 < w < w2 の安定領域のみで

ある。本節ではこの領域について扱い、w1 < w < w2 の不安定領域については次節で数値

的に検証する。まず counting functionの定義を思い出す。

Z(w) =
1

2π
tan−1

( a
1 − b

)
+

1
2π

tan−1
( a
1 + b

)
+

1
2

(
H(b − 1) + 2H(1 − b)H(−a) − 1

N
H(δ)

)
(3.88)

ここで ∆Z(w)を

∆Z(w) ≡ Z(w) − 1
2π

tan−1
( a
1 + b

)
+

1
2

(
H(b − 1) + 2H(1 − b)H(−a) − 1

N
H(δ)

)
(3.89)

と定義する。ここで、加法定理を用いて

tan(−2π∆Z(w)) = tan
(
− tan−1

( a
1 − b

)
− tan−1

( a
1 + b

))
=

2a
a2 + b2 − 1

=
2
√

X(1 + Xw2t2) (1−w2t2)
t

w2(1 − w2t4)X2 + (t−2 + w4t2 − 2w2t2)X + (w2 − 1)
(3.90)

と表すことができる。

Counting function Z(w)が区間 w1 < w < w2 で単調減少、区間 w2 < w < w3 で単調増加に

なることについて議論する。

まず、Nが十分に大きいときの (w2 = 1 < w < w3)の領域について考える。(w2 = 1 < w <

w3)の領域では、サイト数 Nを十分大きくすると w3 −w2 = O
(
exp

(
−N

2

))
となり、wは 1の

近傍に値をとる。
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したがって、(3.90)は 1を中心として wで展開し、近似すると

tan(−2π∆Z(w)) =
2a

a2 + b2 − 1

∣∣∣∣∣
w=1
≈ 2t
√

X(1 + t2)
(3.91)

とすることができる。ここで Xはこの領域で wに関して単調増加なので tan(−2π∆Z(w))は
単調減少であることがわかる。したがって、この区間では counting function Z(w) は区間
w2 < w < w3 上で単調増加であることがわかる。

一方、Nが十分に大きいときの (w1 < w < w2 = 1)の領域の安定領域の場合について考え

る。(w1 < w < w2 = 1)の領域では、サイト数 Nを十分大きくすると w2 −w1 = O
(
exp

(
−N

2

))
となり、wは 1の近傍に値をとる。したがって、(3.90)は 1を中心として wで展開し、近

似すると

tan(−2π∆Z(w)) =
2a

a2 + b2 − 1

∣∣∣∣∣
w=1
≈ 2t
√

X(1 + t2)
(3.92)

とすることができる。ここで Xはこの領域で wに関して単調減少なので tan(−2π∆Z(w))は
単調増加であることがわかる。したがって、安定領域で、この区間では counting function
Z(w)は単調増加であることがわかる。

解析的に扱えない領域

前節で示したようにすべての領域について counting functionの単調性が解析的に示せて
いるわけではない。しかし、数値的には単調性が多くの領域 (特に、解析的に扱えていない
不安定領域で区間 w1 < w < w2の場合)で成り立つことが確認でき、すべての場合に単調性
が成り立つと予想している。ここでは数値的に確認した領域について図 3.2で示した。こ
の図では縦軸を異方性パラメータを用いた tanh2

( ζ
2

)
とし、横軸をサイト数 N としてある。

実線は collapseする複素解の個数を区別しており、点線が安定領域と不安定領域を区別し
ている。

3.3 複素解の解析的な数え上げについて

§3.1.1と proposition 3.1.3を思い出すと、xが実数値を持つこと、つまり X > 0である
ことと A(w) < 0であることは同値である。したがって counting function Z(w)の定義域と
A(w) < 0 である領域は等しくなる。加えて §3.2 で議論したように 0 < w < 1 の範囲で
A(w) = 0を満たす wは 0個または 1個である。このときの wを w3 と定義する。同様に

1 < w <
1
t
の範囲で A(w) = 0 を満たす w は必ず 1 個である。このときの w を w1 と定

義する。A(w = 1) < 0 かつ、A(w) が連続であるので counting function Z(w) の定義域は
inf{w|A(w) ≤ 0}と sup{w|A(w) ≤ 0}の区間となる。また、w2 を 1と定義する。まとめると
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図 3.2: 点は数値的に counting functionの単調性を確認したポイント。縦軸は tanh2
( ζ
2

)
、横

軸はサイト数 Nである。ただし、∆ = cosh(ζ)であることに注意する。破線が安定領域と不
安定領域の境界であり、実線は複素解の個数が変化する線である。

w1,w2,w3 は次のようになる。

w1 ≡ inf{w|A(w) ≥ 0} (3.93)

w2 ≡ 1 (3.94)

w3 ≡ sup{w|A(w) ≥ 0} (3.95)

このときの counting functionは図 3.3、3.4のようなグラフになる。前節 §3.2で counting
function Z(w)の単調性が区間 w1 < w < w3 上の安定領域と区間 w2 < w < w3 上の安定領域

に対しては解析的に、区間 w2 < w < w3 上の不安定領域に対しては図 3.2のポイントで数
値的に確認された。

本節では x > 0（つまり、tan x > 0）の場合で、counting function Z(w)が区間w2 < w < w3

上で単調減少し、区間 w2 < w < w3 上で単調増加すると仮定した場合を考える。x < 0の
場合も counting function Z(w)の単調性は同様になると考える。これらの単調性より Z(w1)、
Z(w2)、Z(w3)の値を求めると、複素解に対する narrow pairと wide pairに対応する複素解
の数を得ることができる。ここでは具体的に Z(w1)、Z(w2)、Z(w3)の値を安定領域、不安
定領域、それぞれの場合について求める。
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図 3.3: 安定領域の counting function Z(w)の w依存性

図 3.4: 不安定領域の counting function Z(w)の w依存性
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3.3.1 Narrow pairs (w1 < w < w2)の場合

w < w2 としたときの counting function Z(w)の w→ w2 極限について

まず ϵ を ϵ ≡ 1 − wと定義する。ここで Â, B̂, Ĉを ϵ について展開する。

Â(1 − ϵ) = 4
(1 − t2

2

)2− 2
N

− (1 + t2)2− 2
N ϵ

2
N + · · · (3.96)

B̂(1 − ϵ) = − 4
t2

(1 − t2

2

)2− 2
N

+ (t−2 + 2 + 5t2)
ϵ

2
N

(1 + t2)
2
N

+ · · · (3.97)

Ĉ(1 − ϵ) = 4
ϵ

2
N

(1 + t2)
2
N

+ · · · (3.98)

Â、B̂、Ĉを用いると X = tan2 xは次のように書ける。

X(w) ≡ 1
2Â

(
B̂ +

√
B̂

2
+ 4ÂĈ

)
(3.99)

したがって、これを ϵ の関数で書くと

X(w) =
t2

(1 + t2)
2
N

( 2
1 − t2

)2− 2
N

ϵ
2
N + · · · (3.100)

となる。よって ϵ → 0としたとき X(1 − ϵ)→ 0となる。また a, bは Xを用いて表すと

a =

√
X(1 − w2t2)

t(1 + X2w2t2)
(3.101)

b =
(1 + X)w
1 + Xw2t2 (3.102)

となる。したがって、w → w2 としたときに aに関しては a → 0となる。次に bに関して

は ϵ で表すと

b = 1 +
t2(1 − t2)

(1 + t2)
2
N

( 2
1 − t2

)2− 2
N

ϵ
2
N + · · · . (3.103)

となる。したがって、b→ 1となる。(3.101)、(3.103)を用いると w < w2に対して tan x > 0
の場合に

a
1 − b

→ −∞ (w ↑ w2) (3.104)

a
1 + b

→ 0 (w ↑ w2) (3.105)

となる。したがって、(3.22)で定義されている counting function Z(w)は (w ↑ w2)としたと
きに

Z(w)→− 1
4
+ 0 +

1
2

(w ↑ w2)

=
1
4
. (3.106)

となる。w→ 1としたとき、
√

Xの極限は 0に近づく。counting function Z(w)は
1
4
になる。

この Bethe量子数に対応する解は特異解に対応している。
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安定領域内での w = w1(0 < w1)における

counting function Z(w)と extra-two-string解の出現について
Lemma 3.1.1、Lemma 3.1.2を用いると Ĉ(w1) = 0、B̂(w1) > 0であるので、w ↓ w1と極限

をとると (3.99)であることから、

X(w)→ ∞ (w ↓ w1) (3.107)

となる。したがって

a =

√
X(1 − w2t2)

t(1 + X2w2t2)
→ 0 (w ↓ w1) (3.108)

b =
(1 + X)w
1 + Xw2t2 →

1
w1t2 > 1 (w ↓ w1) (3.109)

tan x > 0の場合、(3.22)より、counting function Z(w)は

Z(w)→ 0 + 0 +
1
2

(w ↓ w1) (3.110)

となる。したがって

NZ(w1) =
N
2

(3.111)

となる。よって、これを満たす最大の Bethe量子数は J1 =
N − 1

2
となる。string仮説を満た

す最大の Bethe量子数は J1 =
N − 3

2
であるので、J1 =

N − 1
2
に対応する Bethe仮説方程式

の根は string仮説で予想されない根である。この根のことを“ extra-two-string解”と命名す

る。安定領域においては常に最大の Bethe量子数は J1 =
N − 1

2
であるので extra-two-string

解を持つことがわかる。

不安定領域内での w = 0における

counting function Z(w = 0)と複素解の collapseの条件について
まず、不安定領域では w1 = 0であることを確認する。0 < w ≪ 1のとき X(w)を展開す
ると

X(w) =
Ĉ(w)
|B̂(w)|

+ · · · =
N − t2Nζ
Nζ − N

+ · · · . (3.112)

となる。Xは w→ 0としたときに定数に収束するので、

b→ 0 (w→ 0) (3.113)

となる。それゆえ、counting function Z(w)は、w→ 0とすると

Z(w)→ 1
2π

{
2 tan−1

(
1
t

√
Ĉ(0)
|B̂(0)|

)}
(w→ 0)

=
1
π

tan−1
(√

N − (1 + t2)
1 − (N − 1)t2

)
(3.114)
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となる。ここで Z(0)を Z(ζ,N)
0 と表す。ζ → 0の極限、つまり XXX極限について考える。こ

のとき、

lim
ζ→0

NZ(ζ,N)
0 =

N
π

tan−1(
√

N − 1) (3.115)

となる。これはXXX鎖の場合の結果と一致する。Nサイトにおける複素解がm個 collapse
する条件は

NZ(ζ,N)
0 <

N − (1 + 2m)
2

(3.116)

となる。また、extra-two-string解が存在する条件は

N − 1
2
< NZ(ζ,N)

0 (3.117)

となる。それゆえ、次の結果が得られる。

Conjecture 1. N、ζ が

tanh2
( ζ
2

)
<

1 − (N − 1) tan2
(
π 1+2m

2N

)
(N − 1) − tan2

(
π 1+2m

2N

) (3.118)

を満たすとき、m組の collapseが起こる。

Conjecture 2. N、ζ が

tanh2
( ζ
2

)
>

1 − (N − 1) tan2
(
π

2N

)
(N − 1) − tan2

(
π

2N

) (3.119)

を満たすとき、一組の extra-two-string解が存在する。

Conjecture 1と Conjecture 2の結果を tanh2
( ζ
2

)
とサイト数 N に関するグラフで表すと図

3.5、3.6になる。ただし、異方性パラメータと ζ の関係は ∆ = cosh ζ であることに注意す
る。また、N → ∞と極限を取ったときを考えると (3.118)の右辺は、

1 − (N − 1) tan2
(
π 1+2m

2N

)
(N − 1) − tan2

(
π 1+2m

2N

) → 0 (N → ∞) (3.120)

であり、(3.119)の右辺は、

1 − (N − 1) tan2
(
π

2N

)
(N − 1) − tan2

(
π

2N

) → 0 (N → ∞) (3.121)

となる。したがって、N → ∞とした場合には異方性パラメータが ∆ > 0 (すなわち ζ > 0)
であるときには extra-two-string解を持つことがわかる。
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図 3.5: 縦軸を異方性に依存する tanh2
( ζ
2

)
とし、横軸をサイト数 N としたときに、得られ

る解の性質ごとにパラメタ領域を整理した図。赤線よりも上が extra-two-string解が現れる
領域である。また黄色線よりも下が collapseを起こす領域である。また、破線は安定領域
と不安定領域の境界である。ただし、∆ = cosh(ζ)であることに注意する。

図 3.6: 縦軸を異方性に依存する tanh2
( ζ
2

)
とし、横軸をサイト数 N としたときに、得られ

る collapseしている組の個数をパラメタ領域として整理した図。破線は安定領域と不安定
領域の境界である。安定領域ではサイト数に対して指数関数的に完全 string解に近づくこ
とがわかる。mkとなっている部分は collapseが起こっている組が kであることを表してい

る。また、∆ = cosh(ζ)であることに注意する。
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Narrow pair(w1 < w < w2)の Bethe量子数の範囲

(i)安定領域の narrow pairの Bethe量子数 J1 の範囲は

N
4
≤ J1 <

N
2

(tan x > 0) (3.122)

−N
2
< J1 ≤ −

N
4

(tan x < 0) (3.123)

となる。

(ii)不安定領域の narrow pairの Bethe量子数 J1 の範囲は

N
4
≤ J1 ≤

N
π

tan
(√

N − (1 + t2)
1 − (N − 1)t2

)
(tan x > 0) (3.124)

−N
π

tan
(√

N − (1 + t2)
1 − (N − 1)t2

)
≤ J1 ≤ −

N
4

(tan x < 0) (3.125)

となる。

3.3.2 Wide pairs (w2 < w < w3)

本節では wide pairs (w2 < w < w3)の場合の counting function Z(w)について調べる。

w = w3 上での counting function Z(w)について

Lemma3.1.1より Ĉ(w3) > 0であることを確認する。また B̂(w3) > 0であることに注意す
る。このとき、w ↑ w3 とすると、Â(w) → 0となるので、式 (3.99)より、X(w)は (w ↑ w3)
と極限を取ると

X(w)→ ∞ (w ↑ w3) (3.126)

となり、+∞に発散する。それゆえ wの関数 aと関数 bは、

a→ 0 (w ↑ w3) (3.127)

b→ 1
w3t2 > 1 (w ↑ w3) (3.128)

となる。したがって Nを大きくすると w3は指数関数的に 1に近づく。それゆえ (3.22)より

Z(w)→ 0 + 0 + π
(
1 − 1

N

)
(w→ 1) (3.129)

となる。したがって NZ(w3)は

NZ(w3) =
N − 1

2
(3.130)

となる。これは wを w3 へ極限を取ったときの値なので wide pairsの最大 Bethe量子数は

J1 =
N − 3

2
となる。
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極限 w ↓ w2 を取ったときの counting function Z(w)について

wが 1の近傍であるとしたときの ϵを ϵ ≡ w− 1と定義する。このときに Â、B̂、Ĉ、を ϵ
について次のように展開する。

Â(1 + ϵ) = 4
(1 − t2

2

)2− 2
N

− (1 + t2)2− 2
N ϵ

N
2 + · · · (3.131)

B̂(1 + ϵ) = − 4
t2

(1 − t2

2

)2− 2
N

+ (t−2 + 2 + 5t2)
ϵ

2
N

(1 + t2)
2
N

+ · · · (3.132)

Ĉ(1 + ϵ) = 4
ϵ

2
N

(1 + t2)
2
N

+ · · · (3.133)

(3.99)から、X(w)は次のように展開できる。

X(w) =
t2

(1 + t2)
2
N

( 2
1 − t2

)2− 2
N

ϵ
2
N + · · · . (3.134)

それゆえ、ϵ → 0としたとき X(1 + ϵ)→ 0となることがわかる。加えて、bについては

b = 1 +
t2(1 − t2)

(1 + t2)
2
N

( 2
1 − t2

)2− 2
N

ϵ
2
N + · · · (3.135)

となる。したがって 0 < ϵ ≪ 1としたときには b > 0となる。(3.134)を用いて X(1 + ϵ)を
展開すると

a
1 − b

→ −∞ (ϵ ↓ 0) (3.136)

a
1 + b

→ 0 (ϵ ↓ 0) (3.137)

となる。したがって (w2 < w < w3)に対する NZ(w2)は

NZ(w)→ −N
4
+ 0 +

N
2

(
1 − 1

N

)
(w ↓ w2)

=
N
4
− 1

2
(3.138)

となる。

Wide pair(w2 < w < w3)の Bethe量子数の範囲

ここで、wide pairに関する解析結果を Bethe量子数の範囲を用いてまとめる。Counting
function Z(w)の各値と単調性から wide pairの複素解に対応する Bethe量子数は次の不等式
を満たすものになる。

N
4
− 1

2
≤J1 <

N − 1
2

(tan x > 0) (3.139)

−N + 1
2
<J1 ≤ −

N
4
− 1

2
(tan x < 0) (3.140)
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次に NZ(w)の w = w2 = 1への右側極限と左側極限は値が異なることをについて注意して、
このときの各値をそれぞれ調べる。

(i) δ > 0の条件下で δを 0に近づけたとき: δ ↓ 0

NZ(w2) =
N
4
− 1

2
(w ↓ w2) (3.141)

となる。特異解は整数 nに対してサイト数が N = 4nとなるときに対応する。

(ii) δ < 0の条件下で δを 0に近づけたとき: δ ↑ 0

NZ(w2) =
N
4

(w ↑ w2) (3.142)

となる。特異解は整数 nに対してサイト数が N = 4n + 2となるときに対応する。

3.3.3 特異解に対する量子数について

Two-down-spin sectorでは特異解は δ = 0かつ x = 0であることであり、これは w = 1で
あるときに対応することを §3.1.1の最後で確認した。したがって、J1 = Z(w = 1)となると
きに J1 が特異解に対応する Bethe量子数となる。

(3.141)、(3.142)より、nを自然数とし、サイト数が N = 4nであるとき、特異解に対応す

る Bethe量子数は (J1, J2) =
(N

4
− 1

2
,

N
4
+

1
2

)
と (J1, J2) =

(
−N

4
− 1

2
,−N

4
+

1
2

)
となる。同様

にサイト数が N = 4n + 2であるとき特異解に対応する Bethe量子数は (J1, J2) =
(N

4
,

N
4

)
と

(J1, J2) =
(
−N

4
,−N

4

)
となる。

3.4 複素根のサイト数 Nに対して指数関数的に完全 string解
に近づくことについて

この章では N → ∞としたときに Bethe根が完全 string解に近づくことについて考える。
massive-XXZ鎖の two-down-spin sectorにおける完全 string解は

λ j = x +
1
2

(2 + 1 − 2 j)ζi, ( j = 1, 2, · · · ) (3.143)

であることに注意する。したがってこの場合に完全 string解に近づくということは

λ j = x +
1
2

(2 + 1 − 2 j)ζi + O
(
exp(−dN)

)
, ( j = 1, 2, · · · ) (3.144)

ということになる。ただし d > 0とする。それゆえ、Nに関する極限をとると Bethe根は指
数関数的に 0に近づくことを意味する。この形は string仮説が要求する形を満たしている。
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3.4.1 関数 fと gの定義とそれらに関する二つの Lemma

本節では複素解が指数関数的に完全 string解に近づくことを示すための準備を行う。
f(N,ζ)(w), g(N,ζ)(w)について次のように定義する。

f(N,ζ)(w) ≡
{(1 + wt2

1 − wt2

)2}1− 1
N

(3.145)

g(N,ζ)(w) ≡
{(1 + w

1 − w

)2} 1
N

(3.146)

このとき wに関する方程式 Ã(w) = 0と wに関する方程式 f(N,ζ)(w) = g(N,ζ)(w)は同値の方程

式である。加えて、0 < w <
1
t
の領域上で Ã(w) < 0と f(N,ζ)(w) > g(N,ζ)(w)は同値である。

Lemma 3.4.1. N2 > N1(> 1)を満たす整数に対して、

g(N1,ζ)(w) > g(N2,ζ)(w) (0 < w < 1または 1 < w <
1
t

) (3.147)

となる。

Proof. 次の不等式 (1 + w
1 − w

)2
> 1 (3.148)

が成り立つので g(N,ζ)(w)の定義 (3.146)より明らか。 □

Lemma 3.4.2. N2 > N1(> 1)を満たす二つの整数 N1、N2 に対して、

f(N2,ζ)(w) > f(N1,ζ)(w) (1 < w <
1
t

) (3.149)

となる

Proof. 次の不等式 (1 + wt2

1 − wt2

)2
> 1 (3.150)

が成り立つので f(N,ζ)(w)の定義 (3.145)より明らかである。 □

3.4.2 0 < w < 1の領域での Nを大きくしたときの完全 string解とのずれ
の振る舞いについて

安定領域の narrow pairについて考える。まず整数 N1、N2 を N2 > N1 > 1を満たすよう
に固定する。w1を wが方程式 Ã(w) = 0を満たすように定義したことを思い出す。§3.2.1で
w1が一意であることは確認した。サイト数が N1のときに Ã(w) = 0は f(N1,ζ)(w) = g(N1,ζ)(w)
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と表せることに注意する。y = f(N1,ζ)(w)、y = g(N1,ζ)(w)の交点を w̃(N1,ζ)
fg と表す。このとき

K(N1,ζ) を次のように定義する。

K(N1,ζ) ≡ f(N1,ζ)(w̃(N1,ζ)
fg )

(
= g(N1,ζ)(w̃(N1,ζ)

fg )
)

(3.151)

ここで K(N1,ζ)は wに関して定数関数で y = g(N2,ζ)(w)は w = 1で発散する増加関数であるこ
とに注意する。次に w̃(N1,N2,ζ)

g を y = K(N1,ζ) と y = g(N2,ζ)(w)の交点と定義する。ここで次の
不等式が成り立つことに注意する。

1 + z
1 − z

> exp(2z) (−1 < z < 1) (3.152)

K(N1,ζ) に対して上記の不等式を用いて評価する。

K(N1,ζ) = f(N1,ζ)(w̃(N1,ζ)
fg ) (3.153)

=

(1 + w̃(N1,ζ)
fg t2

1 − w̃(N1,ζ)
fg t2

)2− 2
N1

> exp
(
4w̃(N1,ζ)

fg t2
(
1 − 1

N1

))
(3.154)

また、N2 が十分大きいときに w̃(N1,N2,ζ)
g を N2 の関数として表すと、

g(N2,ζ)(w̃(N1,N2,ζ)
g ) = K(N1,ζ)

⇔
(

1 + w̃(N1,N2,ζ)
g

1 − w̃(N1,N2,ζ)
g

)
= (K(N1,ζ))

N2
2

⇔w̃(N1,N2,ζ)
g =

1 − (K(N1,ζ))−
N2
2

1 + (K(N1,ζ))−
N2
2

< 1 − 2 exp
(
−α(N1, ζ)N2

)
(3.155)

となる。ただし、α(N1, ζ)を

α(N1, ζ) = 2w̃(N1,ζ)
fg

(
1 − 1

N1

)
t2 (3.156)

とする。したがって、N2を大きくしていくと w̃(N1,N2,ζ)
g が指数関数的に 1に近づくことがわ

かる。

g(N,ζ)(w)と f(N,ζ)(w)がともにwに関して単調増加であることと、Lemma 3.4.2から w̃(N1,ζ)
fg <

w < 1を満たす wに対して

K(N1,ζ) < f(N1,ζ)(w) < f(N2,ζ)(w) (3.157)

が成り立つ。またこの不等式と Lemma 3.4.1、g(N,ζ)(w)が wに関して単調増加であること

をあわせると、

w̃(N1,N2,ζ)
g < w̃(N2,ζ)

fg (3.158)

であることがわかる。したがって、w̃(N1,N2,ζ)
g が N2を大きくしたときに指数関数的に 1に近

づくので w̃(N2,ζ)
fg も N2 を大きくしたときに指数関数的に 1に近づくことがわかる。

次に N が大きいときの α(N, ζ)の振る舞いを調べる。N′ を N より大きい整数とすると

α(N′, ζ)の値は α(N, ζ)に比べて 2t2に近づく。したがって、N → ∞としたときに、α(N, ζ)

の値は 2t2に近づくと予想する。すなわち、N → ∞としたときに w̃(N,ζ)
fg

(
1− 1

N

)
は 1に近づ

く。したがって、N が十分大きいときに w̃(N,ζ)
fg < 1 − 2 exp(−2t2N)となる。
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図 3.7: Narrow pairに関して 0 < w < 1において、安定領域の Bethe仮説方程式の解が指数
関数的に完全 string解に近づくことを証明するための補助図であり、以下の関係が見て取
れる。f(N2,ζ)と g(N2,ζ)の交点 w̃N2,ζ

fg は f(N1,ζ)と g(N1,ζ)の交点 w̃N1,ζ
fg よりも 1に近いことが見て

取れる。

3.4.3 1 < w <
1
t
の領域での Nを大きくしたときの完全 string解とのずれ

の振る舞いについて

Wide pairの場合について考える。N1、N2を N2 > N1 > 1を満たす整数とする。K(N,ζ)
1 を

次のように定義する。

K(N,ζ)
1 ≡ f(N,ζ)(w = 1). (3.159)

まず y = K(N1,ζ)
1 と y = g(N2,ζ)(w)の二つのグラフの交点を考える。K(N1,ζ)

1 は定数関数であり、

g(N2,ζ)(w)は wに関して単調減少であり、w = 1で発散する。したがって、交点は必ず一意
に存在する。その交点を w(N1,N2,ζ)

g と表す。次に y = f(N2,ζ)(w)と y = g(N2,ζ)(w)の二つのグラ

フについて考える。1 < w <
1
t
の領域では y = f(N,ζ)(w)は wに関して単調減少であり、一方

で y = g(N,ζ)(w)は wに関して単調増加である。それゆえ、明らかに交点を持ちその交点を

w(N2,ζ)
fg とする。次に Lemma 3.4.2より、

K(N1,ζ)
1 = f(N1,ζ)(w = 1) < K(N2,ζ)

1 = f(N2,ζ)(w = 1) (3.160)

であることがわかる。f(N2,ζ)(w)は単調増加なので、

f(N2,ζ)(w = 1) < f(N2,ζ)(w(N2,ζ)
fg ) = g(N2,ζ)(w(N2,ζ)

fg ) (3.161)
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となる。この不等式と g(N2,ζ)(w)が単調減少であることから

1 < w(N2,ζ)
fg < w(N1,N2,ζ)

g (3.162)

となることがわかる。g(N2,ζ)(w(N1,N2,ζ)
g )に着目する。w(N1,N2,ζ)

g を次のように表す。

g(N2,ζ)(w(N1,N2,ζ)
g ) = K(N1,ζ)

1

⇔
(

w(N1,N2,ζ)
g + 1

w(N1,N2,ζ)
g − 1

)2

=
(
K(N1,ζ)

1

)N2

⇔ w(N1,N2,ζ)
g =

1 +
(
K(N1,ζ)

1

)−N2/2

1 −
(
K(N1,ζ)

1

)− N2
2

< 1 + 2
(
K(N1,ζ)

1

)− N2
2 (3.163)

不等式 (3.150)に K(N,ζ)
1 を代入すると

K(N,ζ)
1 = f(N,ζ)(w = 1) (3.164)

=

(1 + t2

1 − t2

)2− 2
N1
> exp

(
4t2(1 − 1

N
)
)

(3.165)

したがって、

w(N1,N2,ζ)
g < 1 + 2 exp

(
−2t2

(
1 − 1

N1

)
N2

)
(3.166)

となる。N2 → ∞とするとw(N1,N2,ζ)
g は指数関数的に 1に収束することと (3.162)より N2 → ∞

としたときに w(N2,ζ)
fg は指数関数的に 1に近づくことがわかる。

それゆえ、この解は two-down-spin sectorにおいて string仮説が要請する解の形

λ1 = x +
i
2
ζ + iO

(
exp(−dN)

)
(3.167)

λ2 = x − i
2
ζ + iO

(
exp(−dN)

)
(3.168)

を満たすことがわかる。

3.5 Bethe量子数のXXX/XXZ対応
この章では XXX鎖と XXZ鎖の Bethe量子数の間の対応について調べる。XXX鎖の場
合は SU(2)対称性があるが、XXZ鎖の場合は SU(2)対称性がないので解の個数が XXX鎖
に比べて多い。ここで、XXZ鎖で XXX極限を取ったときに有限の値が残る解と発散する
解が存在することに注意する。XXX鎖に関しては two-down-spin sectorにおける解の完全
性が証明されている [27]。この事実を用いて XXX極限 ζ → 0を取ったときに有限の Bethe
仮説方程式の解について two-down-spin sectorで XXZ鎖の発散しない解が異なる Bethe量
子数の場合に異なる Bethe仮説方程式の解を取ることを示す。
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図 3.8: Wide pairに関して 1 < w <
1
t
において、安定領域の Bethe仮説方程式の解が指数関

数的に完全 string解に近づくことを証明するための補助図であり、以下の関係が見て取れ
る。0 < N1 < N2 に対して f(N2,ζ) と g(N2,ζ) の交点 w(N2,ζ)

fg は f(N1,ζ) と g(N1,ζ) の交点 w(N1,ζ)
fg より

も 1に近いことが見て取れる。
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まず、spin-1/2 XXX鎖（∆ = 1）の M-down-spin sectorの Bethe仮説方程式は

2 tan−1(2λi) =
2π
N

Ji +
1
N

M∑
k=1

2 tan−1(λi − λ j) (3.169)

Ji ≡
1
2

(N − M + 1) (mod1) ( j = 1, 2, · · · ,M) (3.170)

となる。これ以降では M = 2の場合を考える。XXZ鎖の Bethe根 λ1、λ2 をそれぞれ ζ で

割ったものを次のように定義する。

λ̄1 ≡
λ1

ζ
, λ̄2 ≡

λ2

ζ
(3.171)

この関係から λ1 = ζλ̄1、λ2 = ζλ̄2となる。これを Bethe仮説方程式 (3.5)にそれぞれ代入す
る。まず、左辺に代入すると

tan(λ1)

tanh( ζ2 )
=

tan(ζλ̄1)

tanh( ζ2 )

≈
(ζλ̄1) + 1

3 (ζλ̄1)3

( ζ2 ) − 1
3 ( ζ2 )3

≈ 2λ̄1 +
2
3

(λ̄1)3ζ2 (ζ ≪ 1) (3.172)

となる。次に Bethe仮説方程式 (3.5)の右辺の主要な部分に代入すると

tan(λ1 − λ2)
tanh(ζ)

=
tan

(
ζ(λ̄1 − λ̄2)

)
tanh(ζ)

≈
ζ(λ̄1 − λ̄2) + 1

3ζ
3(λ̄1 − λ̄2)3

ζ − 1
3ζ

3

≈ (λ̄1 − λ̄2) +
1
3

(λ̄1 − λ̄2)3ζ2 (ζ ≪ 1) (3.173)

となる。(3.172)、(3.173)を (3.5)に代入すると Bethe仮説方程式は

2 tan−1
(
2λ̄1 +

2
3
λ̄1

3
ζ2

)
=

2π
N

J1 +
2
N

tan−1
(
(λ̄1 − λ̄2) +

1
3

(λ̄1 − λ̄2)3ζ2
)

(3.174)

となる。ζ → 0の極限で (3.171)の λ̄1、λ̄2が発散せず、有限の値に収束するとき、Bethe仮
説方程式 (3.174)は XXX鎖の Bethe仮説方程式に収束する。
よって、XXX極限で発散しない場合、同じ Bethe量子数の組である場合には同じ Bethe
仮説方程式の解に収束することがわかる。XXX鎖の場合には [27]より異なる Bethe量子
数の場合に異なる Bethe仮説方程式の解を取ること示されている。したがって、ζ → 0の
極限を取ったときに有限になるXXZ鎖の Bethe仮説方程式の解について考えると、異なる
Bethe量子数の場合に異なる Bethe仮説方程式の解を取ることがわかる。

3.6 数値計算

本章では、ここまでの解析的な結果を佐藤氏による数値計算と比較して確認する。まず、

§3.6.1ではサイト数 N = 1000と固定し異方性パラメータを動かしたときの Bethe根の振
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る舞いを確認する。特に collapse の個数について比較する。次に §3.6.2 では異方性パラ
メータ ∆ = 1.001 と固定しサイト数を N = 1000, 2000, 3000, 6000 としたときの Bethe 根
の振る舞いを確認する。こちらは特に collapse の個数の比較とサイト数 N を大きくした

ときに指数関数的に完全 string解に近づくことを確認する。最後に §3.6.3では Bethe量子
数から two-down-spin sector の Bethe仮説方程式の複素解を具体的に求め、特に特異解と
extra-two-string解が存在することが確認された。

3.6.1 異方性パラメータ ∆を動かしたときの振る舞い

サイト数を N = 1000としたときに異方性パラメータ ∆を ∆ = 1.001, 1.01, 1.1, 2としたと
きのそれぞれ Bethe根についての数値計算の結果が図 3.6.1である。∆が大きくなるにつれ
て、数値解が完全 string解に近づいていることがわかる。また解析的に調べた collapseし
た解の個数 ncollapse と、数値計算から求めた collapseした解の個数 ncollapse を具体的に比較

する。ncollapseは Conjecture 1では mに対応することに注意する。まず、この場合に解析的

な方法で collapseした解の個数を調べる。§3.3.1の Conjecture 1を変形すると次のように
なる。

ncollapse <
N
π

tan−1
(√

1 − (N − 1)t2

N − 1 − t2

)
− 1

2
(3.175)

異方性パラメータを ∆ = 1.001としたとき、不等式 (3.175)の右辺は 6.6253 · · · となるので
不等式 (3.175)を満たす最大の整数 ncollapse は 6である。したがって六個のペアの複素解が
collpaseすることがわかる。これに対しても、数値的に得られた結果においても、∆ = 1.001
としたときの collapseしている解の個数は六個であることがわかる。したがって、解析的
に求められた結果と数値計算の結果が一致していることが確認された。

3.6.2 サイト数 Nを動かしたときの振る舞い

異方性パラメータ ∆を ∆ = 1.001として N = 1000, 2000, 3000, 6000としたときのそれぞ
れの Bethe根についての数値計算の結果が図 3.6.2である。この図を見ると、Nを大きくし

ていくと Bethe根が完全 string解に近づくことが確認できる。N = 1000の場合については
前節 §3.6.1の ∆ = 1.001と同じものを示している。次に N = 2000のときの collapseする個
数を解析的に調べて数値計算と比較する。先ほどと同様に Conjecture 1を変形すると次の
ようになる。

ncollapse <
N
π

tan−1
(√

1 − (N − 1)t2

N − 1 − t2

)
− 1

2
(3.176)

このときの右辺 = −0.049841 · · · となる。したがって (3.176)を満たす自然数 ncollapse は存

在しないので collapseはおこらない。一方、数値計算の N = 2000と注目すると実軸上に
Bethe根は存在しないが、これは実際に、collapseがおこらないことを表している。したがっ
て、両者の結果は一致していることが確認できた。
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図 3.9: 縦軸は two-string解の虚部を異方性 ζで割ったものを表している。横軸は two-string
解の実部を異方性 ζ で割ったものを表している。異方性パラメータ ∆は 2, 1.1, 1.01, 1.001、
サイト数 N は 1000である。また ∆と ζ の関係が ∆ = cosh(ζ)であることに注意する。

3.6.3 XXZ鎖の解の具体例

本節ではサイト数 N = 12、異方性パラメータを ∆ = cosh ζ とし ζ が ζ = 0.6のときの
two-down-spin sectorのmassive-XXZ鎖の複素解と対応するエネルギーを具体的に紹介する
(文献 [86]佐藤氏による)。このパラメータ領域では、extra-two-string解が出現することを
§3.3.1で解析的に示したが、数値解析からも、実際にこの解が存在することがわかる。表
3.1の中で、No.1と No.6の解が extra-two-string解に相当する解であり、string仮説では予
言されない解である。また No.9の解は特異解に相当する解である。
具体的に N = 12、ζ = 0.6の場合の解の個数を §3.3の方法を用いて確認する。
まず、wide pairの場合を考える。このとき、Bethe量子数の最大値、最小値は (3.139)、

(3.140)より

N
4
− 1

2
≤ J1 <

N − 1
2

(tan x > 0) (3.177)

−N + 1
2
< J1 ≤ −

N
4
− 1

2
(tan x ≤ 0) (3.178)

の間であることを思い出す。x > 0の場合は
N − 1

2
=

11
2
となるので J1の最大の値は J1 =

9
2

となる。一方、最小の値は
N
4
− 1

2
=

5
2
となる。wide pairの場合は J2 = J1 + 1なので、

(J1, J2) =
(5
2
,

7
2

)
,

(7
2
,

9
2

)
,

(9
2
,

11
2

)
(3.179)
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図 3.10: 縦軸は two-string解の虚部を異方性 ζで割ったものを表している。横軸は two-string
解の実部を異方性 ζで割ったものを表している。異方性パラメータ ∆は 1.001、サイト数 N

は 1000, 2000, 3000, 6000である。また ∆と ζの関係が ∆ = cosh(ζ)であることに注意する。

となる。ただし、(J1, J2) =
(5
2
,

7
2

)
は特異解に対応する。

逆に、x < 0の場合は
N + 1

2
=

13
2
なので J1の最小の値は J1 = −

11
2
となる。一方、最大

の値は −N
4
− 1

2
=

7
2
となる。ここでも J2 = J1 + 1なので、

(J1, J2) =
(
−11

2
,−9

2

)
,

(
−9

2
,−7

2

)
,

(
−7

2
,−5

2

)
(3.180)

となる。ただし、(J1, J2) =
(
−7

2
,−5

2

)
は特異解に対応する。よって、(J1, J2) =

(5
2
,

7
2

)
と同

じ Bethe仮説方程式の解を表す。
次に narrow pairの場合を考える。まず、

Nζ = 1 +
1

tanh2( ζ2 )
≈ 12.7836 > N(= 12) (3.181)

なので不安定領域である (Nζ と安定領域、不安定領域の関係は図 3.6.3を参照)。したがっ
て、Bethe量子数の範囲は

N
4
≤ J1 ≤

N
π

tan−1
(√ N − (1 + t2)

1 − (N − 1)t2

)
(tan x > 0) (3.182)

−N
π

tan−1
(√ N − (1 + t2)

1 − (N − 1)t2

)
≤ J1 ≤ −

N
4

(tan x < 0) (3.183)
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図 3.11: ζ = 0.6の場合のサイト数 N に対する安定、不安定領域の変化及び、non-collapse、
extra-two-string解領域の変化を表している。Nζ は安定領域と不安定領域の境目の値になり、

N > Nζ のときに安定領域になる。

となる。まず、x > 0の場合を考える。
N
π

tan−1
(√ N − (1 + t2)

1 − (N − 1)t2

)
≈ 5.70244なので、Bethe

量子数の最大値は
11
2
となる。また、

N
4
= 3なので最小の値は

7
2
となる。Narrow pairでは

J1 = J2 なので Bethe量子数は

(J1, J2) =
(7
2
,

7
2

)
,

(9
2
,

9
2

)
,

(11
2
,

11
2

)
(3.184)

となる。ここで、
(11

2
,

11
2

)
が extra-two-string解に対応している。

次に、x < 0の場合を考えると −N
π

tan−1
(√ N − (1 + t2)

1 − (N − 1)t2

)
≈ −5.70244となるので最小の

値は −11
2
となる。一方で、−N

4
= −3なので、最大の値は −7

2
となる。この場合の Bethe量

子数は

(J1, J2) =
(
−11

2
,−11

2

)
,

(
−9

2
,−9

2

)
,

(
−7

2
,−7

2

)
(3.185)

となり、
(
−11

2
,−11

2

)
が extra-two-string解に対応している。
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表 3.1: サイト数 N = 12、異方性 ζ = 0.6 (∆ = cosh ζ)の two-down-spin sectorの Bethe仮説
方程式の複素解の一覧。No.1と No.6の解が extra-two-string解であり、No.9の解が特異解
である。特異解に対応するエネルギー固有値は付録 §F.2を用いて求めた。

No. J λ Energy

1 11/2 1.13537646891480325577+0.16312176718062221300i −0.42692157141886207577

11/2 1.13537646891480325577−0.16312176718062221300i

2 9/2 0.49443316603739513350+0.29840352572689955991i -0.76659148423211189359

9/2 0.49443316603739513350−0.29840352572689955991i

3 7/2 0.14292089534049196825+0.29999999114716871863i −1.12895830143233665108

7/2 0.14292089534049196825-0.29999999114716871863i

4 -7/2 −0.14292089534049196825+0.29999999114716871863i −1.12895830143233665108

-7/2 −0.14292089534049196825−0.29999999114716871863i

5 -9/2 −0.49443316603739513350+0.29840352572689955991i −0.76659148423211189359

-9/2 −0.49443316603739513350−0.29840352572689955991i

6 -11/2 −1.13537646891480325577+0.16312176718062221300i -0.42692157141886207577

-11/2 −1.13537646891480325577−0.16312176718062221300i

7 11/2 0.74045039986314916894+0.31469282216447499146i −0.54303402832662696979

9/2 0.74045039986314916894−0.31469282216447499146i

8 9/2 0.30062425150856577406+0.30002387970572190065i −0.97443500257666539810

7/2 0.30062425150856577406−0.30002387970572190065i

9 -5/2 0.3i −1.18546521824226770375

-7/2 −0.3i

10 −7/2 −0.30062425150856577406+0.30002387970572190065i −0.97443500257666539810

-9/2 −0.30062425150856577406−0.30002387970572190065i

11 -9/2 −0.74045039986314916894+0.31469282216447499146i −0.54303402832662696979

-11/2 −0.74045039986314916894−0.31469282216447499146i
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第4章 Massive-XXZ鎖の実解に関する
解析

本章では、massive regimeのXXZ鎖の two-down-spin sectorの実解について議論する。複

素解のときの δを δ = −1
2
+ i

1
2
γと置く。このとき Bethe仮説方程式の解は xと γの二変数

を用いて x ± 1
2
ζγと表せる。まず、§4.1では実解の場合の counting functionを導出する。

次に 4.2では量子数の差について調べる。複素解の場合は narrow pairの場合は量子数の
差が 0であり、wide pairの場合は 1であった。しかし、サイト数が Nのとき、実解の場合

は量子数の差が、0～N − 1の場合があることを確認した。本章では対数関数の性質を用い
るためにArctan関数はA.4で記述した、symmetric分岐のみを用いた定義を採用している。
また、本章の内容は実解の性質を完全に網羅したものにはなっておらず、今後、以下の項

目を精査する必要があることに留意したい。

• Counting functionの性質から Bethe量子数を求める。

• Bethe量子数の数を全て数えることによって複素解の場合と合わせて two-down-spin
sectorの完全性を示す。

• Extra-two-string解の出現することによって実解が減る様子を確認する。

• Collapse解が出現することによって実解が増える様子を確認する。

4.1 Counting function
本節では実解の counting functionを導出する。複素解の場合と同様に実部と虚部に展開し、
虚部を拘束条件として変数を一つにする。具体的には、まず Bethe仮説方程式の複素解が
(3.3)、(3.4)と置けることを思い出す。ここで、複素解の stringからのずれ δを δ = −1

2
+

i
2
γ

と置くと解の組が実数となり

λ1 = x +
i
2
ζ + iζδ = x − 1

2
γζ (4.1)

λ2 = x − i
2
ζ − iζδ = x +

1
2
γζ (4.2)

となる。ここで、xを実解のセンターとし、γをセンターからのずれとする。実部と虚部に

展開した Bethe仮説方程式の虚部を拘束条件としてセンター xをずれ γで表現し、一変数

にする。
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まず、各項を実部と虚部に展開する。Bethe仮説方程式が

2 tan−1
( tan(λ1)

tanh( ζ2 )

)
=

2π
N

J1 +
2
N

tan−1
( tan(λ1 − λ2)

tanh ζ

)
+

2π
N

[2(λ1 − λ2) + π
2π

]
Gauss

(4.3)

2 tan−1
( tan(λ2)

tanh( ζ2 )

)
=

2π
N

J2 +
2
N

tan−1
( tan(λ2 − λ1)

tanh ζ

)
+

2π
N

[2(λ2 − λ1) + π
2π

]
Gauss

(4.4)

となることを確認する。各項について計算する。Bethe仮説方程式 (4.3)の左辺が

2 tan−1
( tan(λ1)

tanh( ζ2 )

)
= 2 tan−1

( tan(x − 1
2γζ)

tanh( ζ2 )

)
=

1
i

{
log

(
1 + i

tan(x − 1
2γζ)

tanh( ζ2 )

)
− log

(
1 − i

tan(x − 1
2γζ)

tanh( ζ2 )

)}
=

1
i

log
{ tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ)

tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ)

}
=

1
2i

log
{ tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ)

tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ)

}
+

1
2i

log
{ tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1

2γζ)

tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ)

}
+

1
2i

log
{ tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ)

tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ)

}
− 1

2i
log

{ tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1
2γζ)

tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ)

}
= tan−1

( tan(x − 1
2γζ)

tanh( ζ2 )

)
+ tan−1

( tan(x + 1
2γζ)

tanh( ζ2 )

)
+

1
2i

log
{ (tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ))(tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ))

(tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ))(tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1

2γζ))

}
(4.5)

となる。一方、Bethe仮説方程式の右辺第二項を計算すると

2
N

tan−1
( tan(λ1 − λ2)

tanh ζ

)
=

2
N

tan−1
( tan(−γζ)

tanh(ζ)

)
=

1
N

{1
i

log
(
1 + i

tan(−γζ)
tanh(ζ)

)
− 1

i
log

(
1 − i

tan(−γζ)
tanh(ζ)

)}
=

1
N

{1
i

log
( tanh(ζ) + i tan(−γζ)
tanh(ζ) − i tan(−γζ)

)}
=

1
N

{ 1
2i

log
( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2(

tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

)}
(4.6)

となる。(4.7)、(4.6)を用いてW(x, γ, ζ)を次のように定義する。

2πW(x, γ, ζ) ≡ tan−1
( tan(x − 1

2γζ)

tanh( ζ2 )

)
+ tan−1

( tan(x + 1
2γζ)

tanh( ζ2 )

)
− 2π

N

[2(λ1 − λ2) + π
2π

]
Gauss

(4.7)
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W(x, γ, ζ)を用いて実解の counting functionを次のように定義する。

2π
N

J1 ≡ 2 tan−1
( tan(λ1)

tanh( ζ2 )

)
− 2

N
tan−1

( tan(λ1 − λ2)
tanh ζ

)
− 2π

N

[2(λ1 − λ2) + π
2π

]
Gauss

= 2πW(x, γ, ζ) +
1
2i

log
{ (tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ)
)(

tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ)

)(
tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1

2γζ)
)(

tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1
2γζ)

) }
− 1

N

{ 1
2i

log
( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2(

tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

)}
(4.8)

次に counting functionの虚部を計算する。まず、(4.8)の右辺の虚部の第二項が

1
N

{
log

( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2(
tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

)}
= log

{
exp

(2πin
N

)( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2(
tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

)1/N}
であることを確認する。これを用いて虚部 = 0の十分条件を{(

tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1
2γζ)

)(
tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1

2γζ)
)(

tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ)

)(
tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1

2γζ)
)} = exp

(2πin
N

)( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2(
tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

) 1
N

(4.9)

と表せる。ただし、n = 0, 1, · · · ,N − 1とする。ここで (4.9)を Bethe仮説方程式 (4.8)に代
入し計算すると

2π
N

J1 =2πW(x, γ, ζ) +
1
2i

log exp
(2πin

N

)
=2πW(x, γ, ζ) +

1
2i

(2πin
N

)
=2πW(x, γ, ζ) +

πn
N

(4.10)

になる。(4.9)から tan xについて解くことを考える。まず (4.9)の左辺が

(
LHS of (4.9)

)
=

tanh2( ζ2 ) − i tanh( ζ2 )
(
tan(x + 1

2γζ) − tan(x − 1
2γζ)

)
+ tan(x − 1

2γζ) tan(x + 1
2γζ)

tanh2( ζ2 ) + i tanh( ζ2 )
(
tan(x + 1

2γζ) − tan(x − 1
2γζ)

)
+ tan(x − 1

2γζ) tan(x + 1
2γζ)

(4.11)

であることを確認する。ここで次の二つの関係式

tan
(
x +

1
2
γζ

)
− tan

(
x − 1

2
γζ) =

tan(x) + tan( 1
2γζ)

1 − tan(x) tan( 1
2γζ)

−
tan(x) − tan( 1

2γζ)

1 + tan(x) tan( 1
2γζ)

=
2 tan2(x) tan( 1

2γζ) + 2 tan( 1
2γζ)

1 − tan2(x) tan2( 1
2γζ)

(4.12)

と

tan
(
x +

1
2
γζ

)
tan

(
x − 1

2
γζ

)
=

tan2(x) − tan2( 1
2γζ)

1 − tan2(x) tan2( 1
2γζ)

(4.13)
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に注意すると、（4.11）は

tanh2
(
ζ
2

)
− i tanh

(
ζ
2

)( 2 tan2(x) tan( 1
2 γζ)+2 tan( 1

2 γζ)
1−tan2(x) tan2( 1

2 γζ)

)
+

tan2(x)−tan2( 1
2 γζ)

1−tan2(x) tan2( 1
2 γζ)

tanh2
(
ζ
2

)
+ i tanh

(
ζ
2

)( 2 tan2(x) tan( 1
2 γζ)+2 tan( 1

2 γζ)
1−tan2(x) tan2( 1

2 γζ)

)
+

tan2(x)−tan2( 1
2 γζ)

1−tan2(x) tan2( 1
2 γζ)

=
tanh2

(
ζ
2

)(
1 − tan2(x) tan2

(
1
2γζ

))
− i tanh

(
ζ
2

)(
2 tan2(x) tan

(
1
2γζ

)
+ 2 tan

(
1
2γζ

))
+ tan2(x) − tan2

(
1
2γζ

)
tanh2

(
ζ
2

)(
1 − tan2(x) tan2

(
1
2γζ

))
+ i tanh

(
ζ
2

)(
2 tan2(x) tan( 1

2γζ) + 2 tan( 1
2γζ)

)
+ tan2(x) − tan2

(
1
2γζ

)
=

tanh2
(
ζ
2

)
− 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
− tan2

(
1
2γζ

)
+ tan2(x)

(
− tanh2

(
ζ
2

)
tan2

(
1
2γζ

)
− 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
+ 1

)
tanh2

(
ζ
2

)
+ 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
− tan2

(
1
2γζ

)
+ tan2(x)

(
− tanh2

(
ζ
2

)
tan2

(
1
2γζ

)
+ 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
+ 1

)
(4.14)

と表現できる。XをX ≡ tan2(x)と定義すると、拘束条件 (4.14) = exp
(2πin

N

)( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2

(tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

) 1
N

は

A + BX
A′ + B′X

= C (4.15)

という形で書くことができる。ただし、A、B、A′、B′、Cは

A = tanh2
( ζ
2

)
− 2i tanh

( ζ
2

)
tan

(1
2
γζ

)
− tan2

(1
2
γζ

)
(4.16)

B = − tanh2
( ζ
2

)
tan2

(1
2
γζ

)
− 2i tanh

( ζ
2

)
tan

(1
2
γζ

)
+ 1 (4.17)

A′ = tanh2
( ζ
2

)
+ 2i tanh

( ζ
2

)
tan

(1
2
γζ

)
− tan2

(1
2
γζ

)
(4.18)

B′ = − tanh2
( ζ
2

)
tan2

(1
2
γζ

)
+ 2i tanh

( ζ
2

)
tan

(1
2
γζ

)
+ 1 (4.19)

C = exp
(2πin

N

)( (tanh(ζ) + i tan(−γζ))2

(tanh(ζ) − i tan(−γζ))2

) 1
N

(4.20)

とする。Xについて解くと、

A + BX = CA′ +CB′X

(B −CB′)X = CA′ − A

∴ X =
CA′ − A
B −CB′

(4.21)

となる。したがって、
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tan2(x) =
exp

(
2πin

N

)(
(tanh(ζ)+i tan(−γζ))2

(tanh(ζ)−i tan(−γζ))2

) 1
N
{
tanh2

(
ζ
2

)
+ 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
− tan2

(
1
2γζ

)}
{
− tanh2

(
ζ
2

)
tan2

(
1
2γζ

)
− 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
+ 1

}
−
{
tanh2

(
ζ
2

)
− 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
− tan2

(
1
2γζ

)}
− exp

(
2πin

N

)(
(tanh(ζ)+i tan(−γζ))2

(tanh(ζ)−i tan(−γζ))2

) 1
N
{
− tanh2

(
ζ
2

)
tan2

(
1
2γζ

)
+ 2i tanh

(
ζ
2

)
tan

(
1
2γζ

)
+ 1

}
(4.22)

となる。さらに(
tanh(ζ) + i tan(−γζ)
tanh(ζ) − i tan(−γζ)

)2

=

(
tanh(ζ) − i tan(γζ)
tanh(ζ) + i tan(γζ)

)2

=

( tanh(ζ) − i 2 tan( 1
2 γζ)

1−tan2( 1
2 γζ)

tanh(ζ) + i 2 tan( 1
2 γζ)

1−tan2( 1
2 γζ)

)2

=

( tanh(ζ)
(
1 − tan2

(
1
2γζ

))
− i2 tan

(
1
2γζ

)
tanh(ζ)

(
1 − tan2

(
1
2γζ

))
+ i2 tan

(
1
2γζ

) )2

(4.23)

に注意して ϕを

ϕ ≡ 1
2
γζ

(
i.e. γ =

2ϕ
ζ

)
(4.24)

と定義する。このとき tan2 xを ϕで表すと
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tan2(x) =
exp

(
2πin

N

)(
(tanh(ζ)+i tan(−γζ))2

(tanh(ζ)−i tan(−γζ))2

) 1
N
{
tanh2( ζ2 ) + 2i tanh( ζ2 ) tan( 1

2γζ) − tan2( 1
2γζ)

}
{
− tanh2( ζ2 ) tan2( 1

2γζ) − 2i tanh( ζ2 ) tan( 1
2γζ) + 1

}
−
{
tanh2( ζ2 ) − 2i tanh( ζ2 ) tan( 1

2γζ) − tan2( 1
2γζ)

}
− exp

(
2πin

N

)(
(tanh(ζ)+i tan(−γζ))2

(tanh(ζ)−i tan(−γζ))2

) 1
N
{
− tanh2( ζ2 ) tan2( 1

2γζ) + 2i tanh( ζ2 ) tan( 1
2γζ) + 1

}

=

exp
(

2πin
N

)((
tanh(ζ)(1−tan2( 1

2 γζ))−i2 tan( 1
2 γζ)

tanh(ζ)(1−tan2( 1
2 γζ))+i2 tan( 1

2 γζ)

)2) 1
N
{
tanh2( ζ2 ) + 2i tanh( ζ2 ) tan( 1

2γζ) − tan2( 1
2γζ)

}
{
− tanh2( ζ2 ) tan2( 1

2γζ) − 2i tanh( ζ2 ) tan( 1
2γζ) + 1

}
−
{
tanh2( ζ2 ) − 2i tanh( ζ2 ) tan( 1

2γζ) − tan2( 1
2γζ)

}
− exp

(
2πin

N

)((
tanh(ζ)(1−tan2( 1

2 γζ))−i2 tan( 1
2 γζ)

tanh(ζ)(1−tan2( 1
2 γζ))+i2 tan( 1

2 γζ)

)2) 1
N
{
− tanh2( ζ2 ) tan2( 1

2γζ) + 2i tanh( ζ2 ) tan( 1
2γζ) + 1

}

=

exp
(

2πin
N

)((
tanh(ζ)(1−tan2(ϕ))−i2 tan(ϕ)
tanh(ζ)(1−tan2(ϕ))+i2 tan(ϕ)

)2) 1
N
{
tanh2( ζ2 ) + 2i tanh( ζ2 ) tan(ϕ) − tan2(ϕ)

}
{
− tanh2( ζ2 ) tan2(ϕ) − 2i tanh( ζ2 ) tan(ϕ) + 1

}
−
{
tanh2( ζ2 ) − 2i tanh( ζ2 ) tan(ϕ) − tan2(ϕ)

}
− exp

(
2πin

N

)((
tanh(ζ)(1−tan2(ϕ))−i2 tan(ϕ)
tanh(ζ)(1−tan2(ϕ))+i2 tan(ϕ)

)2) 1
N
{
− tanh2( ζ2 ) tan2(ϕ) + 2i tanh( ζ2 ) tan(ϕ) + 1

}
(4.25)

となる。よって (4.25)を用いると Bethe仮説方程式は (4.3)は変数が ϕのみの方程式にな
る。したがって、(4.25)、(4.10)より一つ目の Bethe量子数 J1 を指定すると数値的に ϕを

求めることができ、(4.24)より、センターからのずれ γを求めることができる。また、セ
ンター xは (4.25)より、nを指定することによって求めることができる。ここで、nに関し

ては次章 §4.2で述べるが、J1、J2 の差と対応していることがわかる。

4.2 量子数の差

前節では一つ目の Bethe仮説方程式に関する counting functionを求めた。今節ではこの
Bethe仮説方程式に関する量子数 J1と二つ目の Bethe仮説方程式に関する量子数 J2との関

係を導出する。
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2π
N

(J1 − J2) =
1
2i

log
{ (tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ))(tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ))

(tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ))(tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1

2γζ))

}
− 1

2iN

{
log

( tanh(ζ) + i tan(−γζ)
tanh(ζ) − i tan(−γζ)

)2}
− 1

2i
log

{ (tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1
2γζ))(tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1

2γζ))

(tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ))(tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ))

}
+

1
2iN

{
log

( tanh(ζ) + i tan(γζ)
tanh(ζ) − i tan(γζ)

)2}
=

1
2i

log
{ (tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ))(tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ))

(tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ))(tanh( ζ2 + i tan(x + 1

2γζ))

×
(tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1

2γζ))(tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1
2γζ))

(tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1
2γζ))(tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1

2γζ))

}
+

1
iN

log
{( tanh(ζ) + i tan(γζ)

tanh(ζ) − i tan(γζ)

)2}
=

1
i

log
{ (tanh( ζ2 ) + i tan(x − 1

2γζ))(tanh( ζ2 ) − i tan(x + 1
2γζ))

(tanh( ζ2 ) − i tan(x − 1
2γζ))(tanh( ζ2 ) + i tan(x + 1

2γζ))

}
+

1
iN

log
{( tanh(ζ) + i tan(γζ)

tanh ζ − i tan(γζ)

)2}
︸                                  ︷︷                                  ︸

1
i log

{
exp

(
2πin

N

)(
tanh(ζ)+i tan(γζ)
tanh(ζ)−i tan(γζ)

) 2
N
}

=
1
i

log exp
(2πin

N

)
=

2π
N

n (4.26)

∴ J1 − J2 = n (n = 0, 1, 2, · · · ,N − 1) (4.27)

したがって、二つの量子数 J1、J2 の差は n = 0, 1, 2, · · · ,N − 1のそれぞれの場合があるこ
とがわかる。
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第5章 まとめと展望

本論文では massive-XXZ鎖の two-down-spin sectorについて Bethe量子数を用いて厳密
に解析した。特に複素解について詳しく解析した。String仮説で予言される複素解が実数
になる collapseと呼ばれる現象が起こる条件、特に、複素解が collapseする個数とサイト
数、異方性パラメータの関係を求めた。また、サイト数、異方性パラメータによっては

string仮説で予言された解の個数を超えて解が増える現象があることを発見し、増えた解
を extra-two-string解と命名した。各サイト数、各異方性パラメータごとの複素解の Bethe
量子数を求めた。これは、Bethe仮説方程式の解を counting functionを用いて直接求めると
きだけでなく、再帰的に求めるためにも必要な情報である。次に、サイト数が十分大きい

ときに string仮説が予言する複素解の完全 string解に、今回求めた厳密な複素解が、サイ
ト数 N に対して指数関数的に近づくことがわかった。これは XXX鎖の場合とは異なる結
果である。また、massive-XXZ鎖の XXX極限を取ったときの Bethe量子数に対応してい
ることがわかった。最後に実解の場合の counting functionを求めた。Counting functionの
性質を調べることによって解の個数と Bethe量子数を求めることが将来期待される。

XXX鎖の場合に比べてmassive-XXZ鎖の解析の数学的に困難な点としては、Bethe仮説
方程式が複雑になることによって Bethe仮説方程式の虚部に依存する変数を wとしたとき

に counting function Z(w)の定義域が容易に求められないことがあげられる。これは XXX
鎖では見られず、massive-XXZ鎖特有の困難である。本研究ではBethe仮説方程式の解の実
部 xに対して X(= tan2 x) > 0が虚部の Bethe仮説方程式から導出される関数 A(w)に関する
不等式 A(w) < 0と等価であることを発見、証明し、この関係を用いることによってサイト
数 N 及び、異方性に関するパラメータ ζ に依存する定義域の概形を求めた。特に w = 0が
counting function Z(w)の定義域に含まれるか否かが重要な点である。また、counting function
Z(w)の端点の値は高次の代数方程式を求めることが必要になり、一般に求めることはでき
ない。そこで、counting function Z(w)の端点の値を求めずに、counting function Z(w)の端
点は A(w) = 0を満たすという条件から端点の counting function Z(w)の値を求めた。これに
よってXXX鎖の場合にはないmassive-XXZ鎖固有の困難を克服した。また、massive-XXZ
鎖の場合にはサイト数 N に関して完全 string解に指数関数的に近づく。これを解析的に示
すことは Bethe仮説方程式の解のみに着目すると容易ではない。しかし、counting function
Z(w)の端点に注目し、端点の振る舞いから不等式を作ることによって、直接 Bethe仮説方
程式の解を扱わずに指数関数的に完全 string解に近づくことを解析的に示した。これは本
研究の新しい方法である。

今後の研究の展望としては、まず、two-down-spin sectorにおけるmassive-XXZ鎖の実解
の Bethe量子数を全て求めることがあげられる。複素解の Bethe量子数は求めてあるので
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実解の Bethe量子数が全て求まると two-down-spin sectorの完全性を確認できる。また、同
様の解析をmassless-XXZ鎖においても行うことも重要である。Collapseとサイト数、異方
性の関係は massiveの場合とは大きくことなることが予想され、また string仮説との関係
も massiveの場合とは異なることが予想されるのでどのような結果が得られるかは非常に
興味深い。

本研究は two-down-spin sectorに限定した解析であったが、down-spinの数が 3以上の場

合の議論はまだ少ない。しかし、Bethe仮説を用いて厳密な物理量を求めるためには 1～
N
2

down-spinの各 Bethe仮説方程式の解が必要となる。特に、厳密な Bethe量子数は再帰的に
Bethe仮説方程式の解を求める場合にも必要となる。

Two-down-spin sectorにおいて、massive-XXZ鎖ではサイト数が大きくなるにつれて extra-
two-string解の一組を除いて string仮説が予言する解の形である完全 string解に複素解が指
数関数的に近づくことがわかった。実解は元から完全 string解の形を取っているので string
仮説を満たさない解は一組だけである。down-spinの数が 3以上の場合にも複素解が完全
string解に指数関数的に近づくのか、また各 sectorの解の個数と string仮説が予言する解の
個数とのずれに関しては、今後、研究の進展が望まれる。これらの情報は string仮説を用
いて求めた熱力学極限を取ったときの物理量が厳密な値に収束するのか、あるいはどのよ

うな誤差があるのかを知るために非常に重要である。

その他の展望としては、任意の初期状態が与えられた場合の、XXZ系の厳密な時間発展
がどうなるかという問題があげられる。近年、孤立量子系の熱平衡化の有無が盛んに研究

されている。特に可積分系の場合は十分時間が経過した後の系の分布関数は、一般化Gibbs
分布に近づくことが予想されているが、実際には、任意の初期状態に対して厳密な時間発展

を求めることは未だ達成されていない [68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]。本研究から two-down-spin
sectorの場合の Bethe仮説方程式の厳密な解を全て数値的に求めることによって (文献 [79])
から任意の状態の Betheベクトルを構成することができる。Two-down-spin sectorの完全性
から展開することによって厳密な時間発展を求めることができる。これは two-down-spin
sectorのみの解析であるが時間発展の数値計算の手法のベンチマークとしても有用である。
ただし、この時間発展を実行するためには特異解の内積公式 (文献 [80, 81, 82])、ノルム公
式 (文献 [83, 84, 85])を求めることなども必要な課題である。
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付録A 対数関数の分岐について

本章では複素数に対する Arctan関数の定義と分岐の取り方について定義する。複素数
に対する Arctan関数は複素数の値をとる、二つの対数関数から定義される。したがって、
Arctan関数の分岐は二つの対数関数の分岐の取り方によって決まることがわかる。
ここでは本論文で用いた symmetric分岐と positive分岐の二種類の取り方を用いた定義
を A.3で明記する。一方、出口-Giri (文献 [27])および、本論文の 2.5では symmetric分岐
のみを用いた定義を採用しており、これを A.4で明記する。

A.1 Symmetric分岐
複素数 z = α+ iβに対して対数関数を取ったときの分岐の選び方について考える。log(s) z

の定義を

log(s)(α + iβ) = i
(
θ(s)(α + iβ) + 2πn

)
+

1
2

log(α2 + β2) (A.1)

とする。ただし n(∈ Z)を対数関数の分岐に対応し、また θ(s)(z)を

θ(s)(α + iβ) =


tan−1

(
β

α

)
+ πH(−α)sgn(β+) (α , 0)

π

2
sgn(β+) (α = 0)

(A.2)

と定義する。ただし −π
2
< tan−1 x <

π

2
であることに注意する。また、sgn(x+) =sgn(x+0+) =

1 − 2H(−x)と定義する。このとき、
θ(s)(α + iβ)は β , 0であるときに αの関数としてみたときの α = 0上で連続である。ま
た β , 0のときに、−π < θ(z) < πとなることに注意する。次に β = 0かつ α > 0であると
きに θ(z) = 0となり、β = 0かつ α < 0であるときに θ(z) = πとなる。

A.2 Positive分岐
対数関数 log(+) を次のように定義する。

log(+)(α + iβ) = i
(
θ(+)(α + iβ) + 2πn

)
+

1
2

log(α2 + β2) (A.3)
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ただし n ∈ Zを対数関数の分岐に対応する整数とする。また θ(+)(z)を次のように定義する。

θ(+)(α + β) =


tan−1

(
β

α

)
+ πH(−α) + 2πH(α+)H(−β) (α , 0)

π

2
sgn(β+) + 2πH(−β) (α = 0)

(A.4)

A.3 Symmetric分岐と positive分岐を用いたArctan関数
a, bを実数として 0でない複素数 a + ibに対する Arctan関数 tan−1(a + ib)を次のように
定義する。

tan−1(a + ib) =
1
2i

(
log(+)(1 − b + ia) − log(s)(1 + b − ia)

)
(A.5)

b , ±1としたときに

2 tan−1(a + ib) = tan−1
( a
1 − b

)
+ πH(b − 1)sgn(a+) + 2πH(1 − b)H(−a)

+ tan−1
( a
1 + b

)
− πH(−b − 1)sgn(a−) +

1
2i

log
(a2 + (b − 1)2

a2 + (b + 1)2

)
(A.6)

となる。ここで b > 0の場合を考える。分岐を −π < Im
(
log(z)

)
≤ πとしたとき

− π < Re
(
2 tan−1(a + ib)

)
< π (a , 0), (A.7)

Re
(
2 tan−1(a + ib)

)
= ±π (a = 0) (A.8)

であることがわかる。

A.4 Symmetric分岐を用いたArctan関数
a, bを実数として 0でない複素数 a + ibに対する Arctan関数 tan−1(a + ib)を次のように
定義する。

tan−1(a + ib) =
1
2i

(
log(s)(1 − b + ia) − log(s)(1 + b − ia)

)
(A.9)

b , ±1としたときに

2 tan−1(a + ib) = tan−1
( a
1 − b

)
+ πH(b − 1)sgn(a+)

+ tan−1
( a
1 + b

)
+ πH(−b − 1)sgn(a−) +

1
2i

log
(a2 + (b − 1)2

a2 + (b + 1)2

)
(A.10)

となる。ここで b > 0の場合を考える。分岐を −π < Im
(
log(z)

)
≤ πとしたとき

− π < Re
(
2 tan−1(a + ib)

)
< π (a , 0), (A.11)

Re
(
2 tan−1(a + ib)

)
= ±π (a = 0) (A.12)

であることがわかる。
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付録B Ã(w)、Â(w)、B̂(w)、Ĉ(w)の微分
について

本章では Ã(w)、Â(w)、B̂(w)、Ĉ(w)の微分について明示的に記述する。まず区間 0 < w <
1
t

に対して

dÃ(w)
dw

= sgn(1 − w)2t2
(Nζ

N
− 1 + w

)∣∣∣∣∣1 + wt2

1 − w

∣∣∣∣∣1− 2
N

+ 2t2
(Nζ

N
− 1 − w

)(1 − wt2

1 + w

)1− 2
N

(B.1)

となる。これを用いると

dÂ
dw
= Ã + w

dÃ
dw

= −2t2 Nζ
N

w
(
sgn(w − 1)

∣∣∣∣∣1 + wt2

w − 1

∣∣∣∣∣1− 2
N

−
(1 − wt2

1 + w

)1− 2
N
)

+ (1 − 3wt2)(1 − wt2)1− 2
N (w + 1)

2
N

− (1 + 3wt2)(1 + wt2)1− 2
N |w − 1| 2N (B.2)

次に 0 < w <
1
t
に対して B̂(w)の微分を計算すると

dB̂(w)
dw

=
(1 − w2t2)(1 + 3w2t2)

t2w2

{( 1 + w
1 − wt2

) 2
N

− (
1 − w

1 + wt2

) 2
N
}

+

∣∣∣∣∣ 1 − w
1 + wt2

∣∣∣∣∣ 2
N
{
−

2Nζ
N

(1 − w2t2)2

w(1 − w)(1 + wt2)
− 4(1 + t2)

N
1 + w
1 − w

+ 2(1 + t2 + 2t2w)
}

+

( 1 + w
1 − wt2

) 2
N
{
−

2Nζ
N

(1 − w2t2)2

w(1 + w)(1 − wt2)
+

4(1 + t2)
N

1 − w
1 + w

− 2(1 + t2 − 2t2w)
}

(B.3)

となる。最後に 0 < w <
1
t
に対して Ĉ(w)の微分を計算すると

dĈ(w)
dw

(w) =
∣∣∣∣∣ 1 − w
1 + wt2

∣∣∣∣∣ 2
N
{
−1 − w2

w2 −
2Nζ
N

t2

w
(1 + w)2

(1 − w)(1 + wt2)

}
+

( 1 + w
1 − wt2

) 2
N
{1 − w2

w2 −
2Nζ
N

t2

w
(1 − w)2

(1 + w)(1 − wt2)

}
(B.4)

となる。
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付録C 分数関数の展開公式

0 < w < 1に対して、
( 1 − w
1 + wt2

) 2
N

を Taylor展開すると次のようになる。

( 1 − w
1 + wt2

) 2
N

=1 − 2(1 + t2)
N

w +
(
−1 − t4

N
+

2(1 + t2)2

N2

)
w2 (C.1)

+

(
−2(1 + t6)

3N
+

2(1 + t2)(1 − t4)
N2 − 4(1 + t2)3

3N3

)
w3 + O(w4) (C.2)
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付録D (2.190)の証明

まず sin2(2
ϕ

N
)
cos5 (ϕ)
sin (ϕ)

を両辺に掛ける。

cos2
(
ϕ − 2ϕ

N

)
− cos (ϕ) cos

(
ϕ − 2ϕ

N

) sin(2ϕ)

N sin(2 ϕN )
> sin

(2ϕ
N

)
sin

(
2ϕ − 2ϕ

N

)
(D.1)

これを sin (α) sin (β) =
cos(α − β) − cos(α + β)

2
と cos2 (α) =

1 + cos (2α)
2

を用いて計算すると

1
2

(
1 + cos

(
2ϕ − 4ϕ

N

))
− cos ϕ cos

(
ϕ − 2ϕ

N

) sin(2ϕ)
N sin(2ϕ/N)

>
1
2

(
cos

(4ϕ
N
− 2ϕ

)
− cos

(
2ϕ

))
(D.2)

⇔ 1
2
− cos (ϕ) cos

(
ϕ − 2ϕ

N

)2 sin (ϕ) cos (ϕ)

N sin(2 ϕN )
> − 1

2
(2 cos2 (ϕ) − 1) (D.3)

両辺に
sin(2 ϕN )
cos2 (ϕ)

をかけると

sin
(2ϕ

N

)
>

2
N

sin (ϕ) cos
(
ϕ − 2ϕ

N

) (
0 < ϕ <

π

2

)
(D.4)

となる。これは Lemma 2.5.3より sin (αx) > α sin (x)なので α =
2
N
とすると

sin
(2ϕ

N

)
>

2
N

sin (ϕ) >
2
N

sin (ϕ) cos
(
ϕ − 2ϕ

N

)
(0 < ϕ <

π

2
) (D.5)

となり、(D.4)が成り立つことがわかる。
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付録E (2.205)の証明

cos2
(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)
− cos (ϕ) cos

(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

) sin (2ϕ)

N sin( 2ϕ+mπ
N )

> sin
(2ϕ + mπ

N

)
sin

(
2ϕ − 2ϕ + mπ

N

) ( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(E.1)

これを sin (α) sin (β) =
cos(α − β) − cos(α + β)

2
と cos2 (α) =

1 + cos (2α)
2

を用いて両辺を

計算すると

1
2

(
1 + cos

(
2ϕ − 4ϕ + 2mπ

N

))
− cos (ϕ) cos

(
ϕ − 2π + mπ

N

) sin (2ϕ)

N sin( 2ϕ+mπ
N )

>
1
2

{
cos

(4ϕ + 2mπ
N

− 2ϕ
)
− cos(2ϕ)

} ( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(E.2)

となり、sin (2ϕ) = 2 sin (ϕ) cos (ϕ)と cos (2ϕ) = 2 cos2 (ϕ) − 1で展開すると

1
2
− cos ϕ cos

(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)2 sin (ϕ) cos (ϕ)

N sin( 2ϕ+mπ
N )

> −1
2

(2 cos2 (ϕ) − 1) (E.3)

となり両辺に
sin( 2ϕ+mπ

N )
cos2 (ϕ)

をかけると

sin
(2ϕ + mπ

N

)
>

2
N

sin (ϕ) cos
(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

) ( mπ
2(N − 1)

< ϕ <
π

2

)
(E.4)

となる。ここで次の不等式

sin
(2ϕ + mπ

N

)
>

2
N

sin (ϕ) cos
(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)
(0 < ϕ < π) (E.5)

を証明する。ここで、関数 f(ϕ)を

f(ϕ) ≡ sin
(2ϕ + mπ

N

)
− 2

N
sin (ϕ) cos

(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)
(E.6)

と定義する。この関数を ϕに関して微分すると

df
dϕ
=

4
N

(
1 − 1

N

)
sin (ϕ) sin

(
ϕ − 2ϕ + mπ

N

)
(E.7)

となる。ϕ =
mπ

N − 2
としたときに (E.7)は 0になる。それゆえ、f(ϕ)は ϕ =

mπ
N − 2

としたと

きに最小値をとるのでこのとき

f(ϕmin) =
(
1 − 2

N

)
sin

( mπ
N − 2

)
(E.8)
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となる。m = 1, 2, · · · ,N − 3のときに f(ϕ)は正となり、m = 0,N − 2のときは f(ϕ) = 0とな
るので (E.5)が示せた。

95



付録F XXZ鎖における特異解のエネル
ギーについて

本章では §2.3.2、§2.3.3、§2.3.4で議論した Nepomechie-Wangの正則化の方法を用いて
massless及び massiveの XXZ鎖の特異解を議論する。
特異解が Hamiltonian の固有ベクトルになることと、特異解に対応するエネルギーを

massless-XXZ鎖の場合を §F.1で議論し、massive-XXZ鎖の場合を §F.2で議論する。

F.1 Massless XXZ鎖の特異解
Spin-1/2 massless Heisenberg XXZ鎖の Hamiltonian HXXZmassless

N : ⊗N
k=1C

2 → ⊗N
k=1C

2 を次

のように定義する。

HXXZmassless
N :=

1
4

N∑
k=1

(
σX

k σ
X
k+1 + σ

Y
kσ

Y
k+1 + cos ζ(σZ

kσ
Z
k+1 − 1lN)

)
(F.1)

まず、摂動的な特異解を次のように定義する。

λ1 =
i
2
ζ + ζϵ + ζcϵN (F.2)

λ2 = −
i
2
ζ + ζϵ (F.3)

このとき、転送行列と Betheベクトルの関係式 (2.25)に対応する Λ、Λ j, j = 1, · · · lは次
のようになることに注意する。

Λ(λ : λ1, · · · , λl) =
(
sinh

(
λ +

i
2
ζ
))N l∏

j=1

sinh(λ − λ j − iζ)
sinh(λ − λ j)

+

(
sinh

(
λ − i

2
ζ
))N l∏

j=1

sinh(λ j − λ − iζ)
sinh(λ j − λ)

(F.4)

Λ j(λ : λ1, · · · , λl) =
i sin(ζ)

sinh(λ − λ j)

{
−
(
sinh

(
λ j +

i
2
ζ
))N l∏

i=1,i, j

sinh(λ j − λi − iζ)
sinh(λ j − λi)

+

(
sinh

(
λ j −

i
2
ζ
))N l∏

i=1,i, j

sinh(λi − λ j − iζ)
sinh(λi − λ j)

}
(F.5)
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F.1.1 Massless XXZ鎖の摂動的な正則化に対する特異解に対応する波動関
数の収束性

B(N)(λ1)B(N)(λ2) ∼ ϵN を示す
L-演算子を

L =

 sin
(
λ +

iζ
2
σz

n

)
sin

(
iζσ−n

)
sin

(
iζσ+n

)
sin

(
λ − iζ

2 σ
z
n

)
 (F.6)

とする。まず、

B(N)
( iζ

2
+ ϵζ + cζϵN−1

)
B(N)

(
− iζ

2
+ ϵζ

)
∼ ϵN−1 (F.7)

と仮定する。モノドロミー行列と L-演算子の関係から

 A(N)(λ) B(N)(λ)
C(N)(λ) D(N)(λ)

 =  aN(λ) bN(λ)
cN(λ) dN(λ)

  A(N−1)(λ) B(N−1)(λ)
C(N−1)(λ) D(N−1)(λ)

 (F.8)

が導かれる。ただし、

aN(λ) =

 sin
(
λ +

iζ
2

)
0

0 sin
(
λ − iζ

2

)
 (F.9)

bN(λ) =

 0 0
sin

(
iζ
)

0

 (F.10)

cN(λ) =

 0 sin
(
iζ
)

0 0

 (F.11)

dN(λ) =

 sin
(
λ − iζ

2

)
0

0 sin
(
λ + iζ

2

)
 (F.12)

とする。このとき B(N)(λ)の成分は

B(N)(λ) = aN(λ)B(N−1)(λ) + bN(λ)D(N−1)(λ) (F.13)

であるので、次の関係が導ける。

B(N)(λ1)B(N)(λ2)
[
aN(λ1)B(N−1)(λ1) + bN(λ1)D(N−1)(λ1)

]
×

[
aN(λ2)B(N−1)(λ2) + bN(λ2)D(N−1)(λ2)

]
=

[
aN(λ1)aN(λ2)B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) + aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

+ bN(λ1)aN(λ2)D(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) + bN(λ1)bN(λ2)D(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)
]

(F.14)
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仮定より、

B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) ∼ ϵN−1 (F.15)

であることに注意して、特異解の正則化を (F.14)に代入して各成分について計算する。ま
ず第一項について考える。

aN(λ1)aN(λ2)

 1
0

 = sin(iζ + ζϵ + cζϵN) sin(ζϵ)

 1
0

 ∼ ζϵ
となるので仮定より (F.66)の第一項は ϵN のオーダーであることがわかる。次に第四項につ
いて考える。

bN(λ1)bN(λ2)

 1
0

 = 0 (F.16)

より第四項は 0となる。
次に,交換関係

D(λ1)B(λ2) =
sin(λ1 − λ2 + iζ)

sin(λ1 − λ2)
B(λ2)D(λ1) − sin(iζ)

sin(λ1 − λ2)
B(λ1)D(λ2)

=
sin(2iζ + cζϵN)
sin(iζ + cζϵN)

B(λ2)D(λ1) − sin(iζ)
sin(iζ + cζϵN)

B(λ1)D(λ2) (F.17)

であることを用いて (F.14)の第二項、第三項を計算すると

[
aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2) + bN(λ1)aN(λ2)D(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2)

]
|0⟩(N)

=
[
aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2) + bN(λ1)aN(λ2)

( sin(2iζ + cζϵN)
sin(iζ + cζϵN)

B(N−1)(λ2)D(N−1)(λ1)

− sinh(iζ)
sin(iζ + cζϵN)

B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)
)]

=bN(λ1)aN(λ2)
sin(2iζ + cζϵN)
sin(iζ + cζϵN)

B(N−1)(λ2)D(N−1)(λ1)

+

(
aN(λ1)bN(λ2) − sin(iζ)

sin(iζ + cζϵN)

)
B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2) (F.18)

aN(λ1)bN(λ2)

 1
0

 =  0 0
sin(iζ) sin(ϵζ + cζϵN) 0

  1
0

 ∼ ϵ
bN(λ1)aN(λ2)

 1
0

 =  0 0
sin(iζ) sin(ϵζ) 0

  1
0

 ∼ ϵ
2 cos(ζ)bN(λ1)aN(λ2) |0⟩(N−1) ∼ ϵ、D(N−1)(λ1) |0⟩(N−1) =

(
sin(ζϵ + cζϵ)

)N−1
|0⟩(N−1) ∼ ϵN−1 な

ので B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) ∼ ϵN−1 を仮定すると

B(N)(λ1)B(N)(λ2) ∼ ϵN (F.19)

であることが言える。N = 2のときは自明なので数学的帰納法より、一般に

B(N)(λ1)B(N)(λ2) ∼ ϵN (F.20)
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であることがわかる。

cをうまく選んだ時の Λ1 ∼ ϵN+1,Λ2 ∼ ϵN+1 であることについて

まず、次の二つの Lemmaを証明する。

Lemma F.1.1. (a) cを

c =
2 cos(ζ)ζN−1(
sinh(iζ)

)N−1

l∏
i=3

sinh(λi − 3
2 iζ)

sinh(λi +
i
2ζ)

(F.21)

としたときに

Λ1 ∼
i sin(ζ)

sinh(λ − i
2ζ − ζϵ − ζcϵN)

ϵN+1 (F.22)

となる。

(b) cを

c = 2 cos(ζ)
sinh(iζ)(

sinh(−iζ)
)N ζ

N−1
l∏

i=3

sinh(λi +
3
2 iζ)

sinh(λi − i
2ζ)

(F.23)

としたときに

Λ2 ∼
i sin(ζ)

sinh(λ + i
2ζ − ζϵ)

ϵN+1 (F.24)

となる。

Proof. (a)

Λ1 =
i sin(ζ)

sinh(λ − i
2ζ − ζϵ − ζcϵN)

{
−
(
sinh(iζ + ζϵ + ζcϵ)

)N sinh(ζcϵN)
sinh(ζcϵN + iζ)

l∏
i=3

sinh(−λi − i
2ζ + ζϵ + ζcϵ)

sinh(−λi +
i
2ζ + ζϵ + ζcϵ)

+
(
sinh(ζϵ + ζcϵ)

)N sinh(−ζcϵN − 2iζ)
sinh(−ζcϵN − iζ)

l∏
i=3

sinh(λi − 3i
2 ζ − ζϵ − ζcϵ)

sinh(λi − i
2ζ − ζϵ − ζcϵ)

}

∼ i sin(ζ)
sinh(λ − i

2ζ − ζϵ − ζcϵ)

{
−
(
sinh(iζ)

)N sinh(ζcϵN)
sinh(iζ)

l∏
i=3

sinh(λi +
i
2ζ)

sinh(λi − i
2ζ)

+
(
sinh(ζϵ)

)N sinh(2iζ)
sinh(iζ)

l∏
i=3

sinh(λi − 3
2 iζ)

sinh(λi − i
2ζ)

}
(F.25)

ここで次の二つの関係について確認する。

sinh(2iζ)
sinh(iζ)

=
2 sinh(iζ) cosh(iζ)

sinh(iζ)
= 2 cosh(iζ) = 2 cos(ζ) (F.26)
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sinh(ζcϵN)(
sinh(ζϵ)

)N =
ζcϵN + 1

3! (ζcϵ
N)3 + · · ·(

(ζϵ) + 1
3! (ζϵ)

3 + · · ·
)N

=
ζcϵN + 1

3! (ζcϵ
N)3 + · · ·

(ζϵ)N + 1
3! N(ζϵ)N+2 · · ·

∼ ζc
ζN = ζ

1−Nc (F.27)

この二つの関係式 (F.26)、(F.27)を (F.25)に代入して

(F.25) ∼
i sin(ζ)

(
sinh(ζϵ)

)N

sinh(λ − i
2ζ − ζϵ − ζcϵN)

{
−(sinh(iζ))N−1ζ1−Nc

l∏
i=3

sinh(λi +
i
2ζ)

sinh(λi − i
2ζ)
+ 2 cos(ζ)

l∏
i=3

sinh(λi − 3
2 iζ)

sinh(λi − i
2ζ)

}
(F.28)

となる。したがって、

c =
2 cos(ζ)ζN−1(
sinh(iζ)

)N−1

l∏
i=3

sinh(λi − 3
2 iζ)

sinh(λi +
i
2ζ)

(F.29)

としたときに (F.22)となることがわかる。 □

Proof. (b)について (a)と同様に計算する。

Λ2 =
i sin(ζ)

sinh(λ − λ2)

{
−
(
sinh(ζϵ)

)N sinh(λ2 − λ1 − iζ)
sinh(λ2 − λ1)

l∏
i=3

sinh(λ2 − λi − iζ)
sinh(λ2 − λi)

+
(
sinh(−iζ + ζϵ)

)N sinh(λ1 − λ2 − iζ)
sinh(λ1 − λ2)

l∏
i=3

sinh(λi − λ2 − iζ)
sinh(λi − λ2)

}

=
i sinh(ζ)

sinh(λ − λ2)

{
−
(
sinh(ζϵ)

)N sinh(−2iζ − ζcϵN)
sinh(−iζ − ζcϵN)

l∏
i=3

sinh(− 3
2 iζ + ζϵ − λi)

sinh(− i
2ζ + ζϵ − λi)

+
(
sinh(−iζ + ζϵ)

)N sinh(ζcϵN)
sinh(iζ + ζcϵN)

l∏
i=3

sinh(λi − i
2ζ − ζϵ)

sinh(λi +
i
2ζ − ζϵ)

}

∼
i sin(ζ)

(
sinh(ζϵ)

)N

sinh(λ − λ2)

{
−2 cos(ζ)

l∏
i=3

sinh(λi +
3
2 iζ)

sinh(λi +
i
2ζ)
+

(
sinh(−iζ)

)N

sinh(iζ)
ζ1−Nc

l∏
i=3

sinh(λi − i
2ζ)

sinh(λi +
i
2ζ)

}
(F.30)

このとき、

c = 2 cos(ζ)
sinh(iζ)(

sinh(−iζ)
)N ζ

N−1
l∏

i=3

sinh(λi +
3
2 iζ)

sinh(λi − i
2ζ)

(F.31)

としたときに (F.22)となることがわかる。 □
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(F.21)、(F.23)の二つを同時に満たす条件について議論する。まず特異解の Bethe仮説方
程式を考えると (

sinh(λk +
i
2ζ)

sinh(λk − i
2ζ)

)N−1 sinh(λk − 3
2 iζ)

sinh(λk +
3
2 iζ)
=

l∏
j=3, j,k

sinh(λk − λ j + iζ)
sinh(λk − λ j − iζ)

(F.32)

であることが分かる。次に両辺に
∏l

k=3 を取ると、

l∏
k=3

(
sinh(λk +

i
2ζ)

sinh(λk − i
2ζ)

)N−1 sinh(λk − 3
2 iζ)

sinh(λk +
3
2 iζ)
= 1

⇔
l∏

k=3

(
sinh(λk +

i
2ζ)

sinh(λk − i
2ζ)

)N−1

=

l∏
k=3

sinh(λk − 3
2 iζ)

sinh(λk +
3
2 iζ)

(F.33)

であることがわかる。次に、(F.21)=(F.23)から

1(
sinh(iζ)

)N−1

l∏
i=3

sinh(λi − 3
2 iζ)

sinh(λi +
i
2ζ)
=

sinh(iζ)(
sinh(−iζ)

)N

l∏
i=3

sinh(λi +
3
2 iζ)

sinh(λi − i
2ζ)

⇔ 1 =
(

sinh(iζ)
− sinh(iζ)

)N

︸           ︷︷           ︸
(−1)N

l∏
i=3

sinh(λi +
i
2ζ)

sinh(λi − i
2ζ)

sinh(λi +
3
2 iζ)

sinh(λi − 3
2 iζ)

(F.34)

となる。これに (F.33)を代入すると

1 = (−1)N
l∏

i=3

(
sinh(λk +

i
2ζ)

sinh(λk − i
2ζ)

)N

=

(
−

l∏
i=3

sinh(λk +
i
2ζ)

sinh(λk − i
2ζ)

)N

(F.35)

となる。したがって、これが満たされると仮定すると (F.20)、(F.22)、(F.24)から今回仮定
した正則化を用いた特異解が Hamiltonianの固有ベクトルに収束することがわかる。

F.1.2 Massless XXZ鎖の特異解に対応するエネルギー

本節では、[32]に沿って (1)～(6)のステップでmassless XXZ鎖の特異解に対応するエネ
ルギーを求める。

(1)エネルギー固有値 ϵ は次のように求められる。

ϵXXZ
massless =

1
2

{
i sin(ζ)

d
dλ

logΛ(λ : λ1, · · · , λl)
∣∣∣∣∣
λ= i

2 ζ
− cos(ζ)N

}
(F.36)
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ただし、

Λ(λ : λ1, · · · , λl) ≡
{
sinh

(
λ +

i
2
ζ
)}N N∏

j=1

sinh(λ − λ j − iζ)
sinh(λ − λ j)

+

{
sinh

(
λ − i

2
ζ
)}N N∏

j=1

sinh(λ j − λ − iζ)
sinh(λ j − λ)

(F.37)

とする。また、次の関係式

ϵ̃ = i
d

dλ
logΛ

∣∣∣∣∣
λ= i

2 ζ
=

i dΛ
dλ

Λ

∣∣∣∣∣
λ= i

2 ζ
(F.38)

を確認する。

(2)ϵ̃ の分母を ϵ̃deno とする。

ϵ̃deno = Λ
( i
2
ζ : λ1, · · · , λl

)
= {i sin(ζ)}N

l∏
j=1

sinh(λ j +
i
2ζ)

sinh(λ j − i
2ζ)

(F.39)

正則化した Bethe仮説方程式の解を代入すると

ϵ̃deno =

(
i sin(ζ)

)N sinh(iζ + ζϵ + cζϵN)
sinh(ζϵ + cζϵN)

sinh(ζϵ)
sinh(ζϵ − iζ)

l∏
j=3

sinh(λ j +
i
2ζ)

sinh(λ j − i
2ζ)

(F.40)

となる。

(3)ここで次の恒等式

d
dλ

sinh(λ − λi − iζ)
sinh(λ − λi)

=
i sin(ζ)

sinh2(λ − λi)
(F.41)

が成り立つので、次の関係式が成り立つ。

i
dΛ
dλ
= A0(λ) +

l∑
j=1

A j(λ) +
[
terms containing as least one sinh

(
λ − i

2
ζ
)]

(F.42)

ただし、

A0 = iN
{

sinh
(
λ +

i
2
ζ
)}N−1

cosh
(
λ +

i
2
ζ
) l∏

i=1

sinh(λ − λi − iζ)
sinh(λ − λi)

(F.43)

である。また j = 1, 2, · · · , lに対しては

A j = i{sinh
(
λ +

i
2
ζ
)
}N

{ l∏
i=1,i, j

sinh(λ − λi − iζ)
sinh(λ − λi)

} i sin(ζ)
sinh(λ − λ j)

(F.44)

とする。　

(4)ここで特異解 λ =
i
2
ζ に対する A0

( i
2
ζ
)
を計算すると

A0

( i
2
ζ
)
= iN

{
i sin(ζ)

}N−1
cos(ζ)

sinh(ζϵ + cζϵN + iζ)
sinh(ζϵ + cζϵN)

sinh(ζϵ)
sinh(ζϵ − iζ)

l∏
i=1

sinh(λ j +
i
2ζ)

sinh(λ j − i
2ζ)

(F.45)
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となる。それゆえ、

1
ϵdeno

A0

( i
2
ζ
)
= N

cos(ζ)
sin(ζ)

(F.46)

となる。

(5)同様に A1

( i
2
ζ
)
,A2

( i
2
ζ
)
についても計算する。

A1

( i
2
ζ
)
= i

{
i sin(ζ)

}N i sin(ζ)
sinh2(ζϵ + cζϵN)

sinh(ζϵ)
sinh(ζϵ − iζ)

l∏
i=3

sinh(λi +
i
2ζ)

sinh(λi − i
2ζ)

(F.47)

A2

( i
2
ζ
)
= i

{
i sin(ζ)

}N sinh(ζϵ + cζϵN + iζ)
sinh(ζϵ + cζϵN)

i sin(ζ)
sinh2(ζϵ − iζ)

l∏
i=3

sinh(λi +
i
2ζ)

sinh(λi − i
2ζ)

(F.48)

なので、

lim
ϵ→0

1
ϵdeno

{
A1

( i
2
ζ
)
+ A2

( i
2
ζ
)}
= −2

cos(ζ)
sin(ζ)

(F.49)

(6)最後に j = 3, 4, · · · , lのときの A j

( i
2
ζ
)
を計算する。

A j

( i
2
ζ
)
= i

{
i sin(ζ)

}N sinh(ζϵ + cζϵN + iζ)
sinh(ζϵ + cζϵN)

sinh(ζϵ)
sinh(ζϵ − iζ)

{ l∏
i=1,i, j

sinh(λ j +
i
2ζ)

sinh(λ j − i
2ζ)

} i sin(ζ)
sinh2(λ j − i

2ζ)

(F.50)

であるので

1
ϵdeno

A j

( i
2
ζ
)
= − sin(ζ)

sinh(λ j − i
2ζ) sinh(λ j +

i
2ζ)

(F.51)

(4)～(6)を (F.36)に代入して、特異解のエネルギー

ϵXXZ
massless = − cos(ζ) − 1

2

l∑
j=3

sin2(ζ)
sinh(λ j − i

2ζ) sinh(λ j +
i
2ζ)

(F.52)

が得られる。

F.2 Massive XXZ鎖の特異解
Spin-1/2 massive Heisenberg XXZ鎖の Hamiltonian HXXZmassive

N : ⊗N
k=1C

2 → ⊗N
k=1C

2 を次の

ように定義する。

HXXZmassive
N :=

1
4

N∑
k=1

(
σ1

kσ
1
k+1 + σ

2
kσ

2
k+1 + cosh ζ(σ3

kσ
3
k+1 − 1lN)

)
(F.53)
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本節では [32]に沿って摂動的な正則化を行った特異解が固有ベクトルに収束することを
示し、(1)～(6)のステップでエネルギー固有値を求める。まず、摂動的な特異解を次のよう
に定義する。

λ1 =
i
2
ζ + ζϵ + ζcϵN (F.54)

λ2 = −
i
2
ζ + ζϵ (F.55)

このとき、転送行列と Betheベクトルの関係式 (2.25)に対応する Λ、Λ j, j = 1, · · · lは次の
ようになることに注意する。

Λ(λ : λ1, · · · , λl) =
(
sin

(
λ +

i
2
ζ
))N l∏

j=1

sin(λ − λ j − iζ)
sin(λ − λ j)

+

(
sin

(
λ − i

2
ζ
))N l∏

j=1

sin(λ j − λ − iζ)
sin(λ j − λ)

(F.56)

Λ j(λ : λ1, · · · , λl) =
i sinh(ζ)

sin(λ − λ j)

{
−
(
sin

(
λ j +

i
2
ζ
))N l∏

i=1,i, j

sin(λ j − λi − iζ)
sin(λ j − λi)

+

(
sin

(
λ j −

i
2
ζ
))N l∏

i=1,i, j

sin(λi − λ j − iζ)
sin(λi − λ j)

}
(F.57)

F.2.1 Massive XXZ鎖の摂動的な正則化に対する特異解に対応する波動関
数の収束性

B(λ1)B(λ2) |0⟩ ∼ ϵN を示す。

L-演算子を

L =

 sinh
(
λ +

iζ
2
σz

n

)
sinh(iζσ−n )

sinh(iζσ+n ) sinh
(
λ − iζ

2 σ
z
n

)
 (F.58)

とする。まず、

B
( iζ

2
+ ϵζ + cζϵN−1

)
B
(
− iζ

2
+ ϵζ

)
∼ ϵN−1 (F.59)

と仮定する。モノドロミー行列と L-演算子の関係から

 A(N)(λ) B(N)(λ)
C(N)(λ) D(N)(λ)

 =  aN(λ) bN(λ)
cN(λ) dN(λ)

  A(N−1)(λ) B(N−1)(λ)
C(N−1)(λ) D(N−1)(λ)

 (F.60)
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が導かれる。ただし、

aN(λ) =

 sinh
(
λ +

iζ
2

)
0

0 sinh
(
λ − iζ

2

)
 (F.61)

bN(λ) =

 0 0
sinh(iζ) 0

 (F.62)

cN(λ) =

 0 sinh(iζ)
0 0

 (F.63)

dN(λ) =

 sinh
(
λ − iζ

2

)
0

0 sinh
(
λ + iζ

2

)
 (F.64)

とする。このとき B(N)(λ)の成分は

B(N)(λ) = aN(λ)B(N−1)(λ) + bN(λ)D(N−1)(λ) (F.65)

であるので、次の関係が導ける。

B(N)(λ1)B(N)(λ2) = [aN(λ1)B(N−1)(λ1) + bN(λ1)D(N−1)(λ1)] × [aN(λ2)B(N−1)(λ2) + bN(λ2)D(N−1)(λ2)]

= [aN(λ1)aN(λ2)B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) + aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

+ bN(λ1)aN(λ2)D(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) + bN(λ1)bN(λ2)D(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)]
(F.66)

仮定より、

B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) ∼ ϵN−1 (F.67)

であることに注意して、特異解の正則化を (F.66)に代入して各成分について計算する。ま
ず第一項について考える。

aN(λ1)aN(λ2)

 1
0

 = sinh(iζ + ζϵ + cζϵN) sinh(ζϵ)

 1
0

 ∼ ζϵ (F.68)

となるので仮定より (F.66)の第一項は ϵN のオーダーであることがわかる。次に第四項につ
いて考える。

bN(λ1)bN(λ2)

 1
0

 = 0 (F.69)

より第四項は 0となる。
次に,交換関係

D(λ1)B(λ2) =
sinh(λ1 − λ2 + iζ)

sinh(λ1 − λ2)
B(λ2)D(λ1) − sinh(iζ)

sinh(λ1 − λ2)
B(λ1)D(λ2)

=
sinh(2iζ + cζϵN)
sinh(iζ + cζϵN)

B(λ2)D(λ1) − sinh(iζ)
sinh(iζ + cζϵN)

B(λ1)D(λ2) (F.70)
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であることを用いて (F.66)の第二項、第三項を計算すると[
aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2) + bN(λ1)aN(λ2)D(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2)

]
|0⟩(N)

=
[
aN(λ1)bN(λ2)B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

+ bN(λ1)aN(λ2)
( sinh(2iζ + cζϵN)

sinh(iζ + cζϵN)
B(N−1)(λ2)D(N−1)(λ1) − sinh(iζ)

sinh(iζ + cζϵN)
B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

)]
|0⟩(N)

=bN(λ1)aN(λ2)
sinh(2iζ + cζϵN)
sinh(iζ + cζϵN)

B(N−1)(λ2)D(N−1)(λ1)

+
(
aN(λ1)bN(λ2) − sinh(iζ)

sinh(iζ + cζϵN)
B(N−1)(λ1)D(N−1)(λ2)

)
(F.71)

となる。ここで、次の関係式に注意する。

aN(λ1)bN(λ2)

 1
0

 =  0 0
sinh(iζ) sinh(ϵζ + cζϵN) 0

  1
0

 ∼ ϵ
bN(λ1)aN(λ2)

 1
0

 =  0 0
sinh(iζ) sinh(ϵζ) 0

  1
0

 ∼ ϵ
2 cos(ζ)bN(λ1)aN(λ2) |0⟩(N−1) ∼ ϵ、D(N−1)(λ1) |0⟩(N−1) =

(
sinh(ζϵ + cζϵ)

)N−1
|0⟩(N−1) ∼ ϵN−1 な

ので B(N−1)(λ1)B(N−1)(λ2) |0⟩(N−1) ∼ ϵN−1 を仮定すると

B(N)(λ1)B(N)(λ2) ∼ ϵN (F.72)

であることが言える。N = 2のときは自明なので数学的帰納法より、一般に

B(N)(λ1)B(N)(λ2) ∼ ϵN (F.73)

であることがわかる。

cをうまく選んだときに Λ1 ∼ ϵN+1,Λ2 ∼ ϵN+1 であることについて

まず、次の二つの Lemmaを証明する。

Lemma F.2.1. (a) cを

c =
2 cosh(ζ)ζN−1(

sin(iζ)
)N−1

l∏
i=3

sin(λi − 3
2 iζ)

sin(λi +
i
2ζ)

(F.74)

としたときに

Λ1 ∼
i sinh(ζ)

sin(λ − i
2ζ − ζϵ − ζcϵN)

ϵN+1 (F.75)

となる。

(b) cを

c = 2 cosh(ζ)
sin(iζ)(

sin(−iζ)
)N ζ

N−1
l∏

i=3

sin(λi +
3
2 iζ)

sin(λi − i
2ζ)

(F.76)
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としたときに

Λ2 ∼
i sinh(ζ)

sin(λ + i
2ζ − ζϵ)

ϵN+1 (F.77)

となる。

Proof. (a)

Λ1 =
i sinh(ζ)

sin(λ − i
2ζ − ζϵ − ζcϵN)

{
−
(
sin(iζ + ζϵ + ζcϵ)

)N sin(ζcϵN)
sin(ζcϵN + iζ)

l∏
i=3

sin(−λi − i
2ζ + ζϵ + ζcϵ)

sin(−λi +
i
2ζ + ζϵ + ζcϵ)

+
(
sin(ζϵ + ζcϵ)

)N sin(−ζcϵN − 2iζ)
sin(−ζcϵN − iζ)

l∏
i=3

sin(λi − 3i
2 ζ − ζϵ − ζcϵ)

sin(λi − i
2ζ − ζϵ − ζcϵ)

}

∼ i sinh(ζ)
sin(λ − i

2ζ − ζϵ − ζcϵ)

{
−
(
sin(iζ)

)N sin(ζcϵN)
sin(iζ)

l∏
i=3

sin(λi +
i
2ζ)

sin(λi − i
2ζ)

+
(
sin(ζϵ)

)N sin(2iζ)
sin(iζ)

l∏
i=3

sin(λi − 3
2 iζ)

sin(λi − i
2ζ)

}
(F.78)

ここで次の二つの関係について確認する。

sin(2iζ)
sin(iζ)

=
2 sin(iζ) cos(iζ)

sin(iζ)
= 2 cos(iζ) = 2 cosh(ζ) (F.79)

sin(ζcϵN)(
sin(ζϵ)

)N =
ζcϵN − 1

3! (ζcϵ
N)3 + · · ·(

(ζϵ) − 1
3! (ζϵ)

3 + · · ·
)N

=
ζcϵN − 1

3! (ζcϵ
N)3 + · · ·

(ζϵ)N − 1
3! N(ζϵ)N+2 · · ·

∼ ζc
ζN = ζ

1−Nc (F.80)

この二つの関係式 (F.79)、(F.80)を (F.78)に代入して

(F.78) ∼
i sinh(ζ)

(
sin(ζϵ)

)N

sin(λ − i
2ζ − ζϵ − ζcϵN)

{
−(sin(iζ)

)N−1
ζ1−Nc

l∏
i=3

sin(λi +
i
2ζ)

sin(λi − i
2ζ)
+ 2 cosh(ζ)

l∏
i=3

sin(λi − 3
2 iζ)

sin(λi − i
2ζ)

}
(F.81)

□
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Proof. (b)について (a)と同様に計算する。

Λ2 =
i sinh(ζ)

sin(λ − λ2)

{
−
(
sin(ζϵ)

)N sin(λ2 − λ1 − iζ)
sin(λ2 − λ1)

l∏
i=3

sin(λ2 − λi − iζ)
sin(λ2 − λi)

+
(
sin(−iζ + ζϵ)

)N sin(λ1 − λ2 − iζ)
sin(λ1 − λ2)

l∏
i=3

sin(λi − λ2 − iζ)
sin(λi − λ2)

}

=
i sinh(ζ)

sin(λ − λ2)

{
−
(
sin(ζϵ)

)N sin(−2iζ − ζcϵN)
sin(−iζ − ζcϵN)

l∏
i=3

sin(− 3
2 iζ + ζϵ − λi)

sin(− i
2ζ + ζϵ − λi)

+
(
sin(−iζ + ζϵ)

)N sin(ζcϵN)
sin(iζ + ζcϵN)

l∏
i=3

sin(λi − i
2ζ − ζϵ)

sin(λi +
i
2ζ − ζϵ)

}

∼
i sinh(ζ)

(
sin(ζϵ)

)N

sin(λ − λ2)

{
−2 cosh(ζ)

l∏
i=3

sin(λi +
3
2 iζ)

sin(λi +
i
2ζ)
+

(
sin(−iζ)

)N

sin(iζ)
ζ1−Nc

l∏
i=3

sin(λi − i
2ζ)

sin(λi +
i
2ζ)

}
(F.82)

□

(F.74)、(F.76)の二つを同時に満たす条件について議論する。まず特異解の Bethe仮説方
程式を考えると (

sin(λk +
i
2ζ)

sin(λk − i
2ζ)

)N−1 sin(λk − 3
2 iζ)

sin(λk +
3
2 iζ)
=

l∏
j=3, j,k

sin(λk − λ j + iζ)
sin(λk − λ j − iζ)

(F.83)

であることが分かる。次に両辺に
∏l

k=3 を取ると、

l∏
k=3

(
sin(λk +

i
2ζ)

sin(λk − i
2ζ)

)N−1 sin(λk − 3
2 iζ)

sin(λk +
3
2 iζ)
= 1

⇔
l∏

k=3

(
sin(λk +

i
2ζ)

sin(λk − i
2ζ)

)N−1

=

l∏
k=3

sin(λk − 3
2 iζ)

sin(λk +
3
2 iζ)

(F.84)

であることがわかる。次に、(F.74)=(F.76)から

1(
sin(iζ)

)N−1

l∏
i=3

sin(λi − 3
2 iζ)

sin(λi +
i
2ζ)
=

sin(iζ)(
sin(−iζ)

)N

l∏
i=3

sin(λi +
3
2 iζ)

sin(λi − i
2ζ)

⇔ 1 =
(

sin(iζ)
− sin(iζ)

)N

︸         ︷︷         ︸
(−1)N

l∏
i=3

sin(λi +
i
2ζ)

sin(λi − i
2ζ)

sin(λi +
3
2 iζ)

sin(λi − 3
2 iζ)

(F.85)

となる。これに (F.84)を代入すると

1 = (−1)N
l∏

k=3

(
sin(λk +

i
2ζ)

sin(λk − i
2ζ)

)N

=

(
−

l∏
k=3

sin(λk +
i
2ζ)

sin(λk − i
2ζ)

)N

(F.86)
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となる。したがって、これが満たされると仮定すると (F.73)、(F.75)、(F.77)から今回仮定
した正則化を用いた特異解が Hamiltonianの固有ベクトルに収束することがわかる。

F.2.2 Massive XXZ鎖の特異解に対応するエネルギー

本節では、[32]に沿って (1)～(6)のステップで massive XXZ鎖の特異解に対応するエネ
ルギーを求める。

(1)エネルギー固有値 ϵ は

ϵXXZ
massive =

1
2

{
i sinh(ζ)

d
dλ

logΛ(λ; λ1, · · · , λl)
∣∣∣∣∣
λ= i

2 ζ
− cosh(ζ)N

}
(F.87)

と求められる。ここで計算を簡単にするために ϵ̃ を

ϵ̃ = i
d

dλ
logΛ(λ; λ1, · · · , λl)

∣∣∣∣∣
λ= i

2 ζ
= i

dΛ
dλ

Λ

∣∣∣∣∣
λ= i

2 ζ
(F.88)

と定義する。

(2)ϵ̃ の分母を計算する。

ϵdeno = Λ
( i
2
ζ, λ1, · · · , λl

)
= {i sinh(ζ)}N sin(ζϵ + ζcϵN + iζ)

sin(ζϵ + ζcϵN)
sin(ζϵ)

sin(ζϵ − iζ)
(F.89)

(3)次の恒等式を確認する。

d
dλ

sin(λ − λ j − iζ)
sin(λ − λ j)

=
d

dλ

(
cos(iζ) − sin(iζ)

cos(λ − λ j)
sin(λ − λ j)

)
= i

sinh(ζ)
sin2(λ − λ j)

(F.90)

この恒等式を用いると

i
dΛ
dλ
= A0(λ) +

l∑
j=1

A j(λ) +
[
terms containing as least one

(
λ − i

2
ζ
)]

(F.91)

であることがわかる。ただし、

A0(λ) = iN
(
sin

(
λ +

i
2
ζ
))N−1

cos
(
λ +

i
2
ζ
) l∏

i=1

sin(λ − λi − iζ)
sin(λ − λi)

(F.92)

であり、また j = 1, 2, · · · , lに対して、

A j(λ) = i
(
sin

(
λ +

i
2
ζ
))N{ l∏

i=1,i, j

sin(λ − λi − iζ)
sin(λ − λi)

} i sinh(ζ)
sin2(λ − λ j)

, (F.93)
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である。

(4)ここで特異解 λ =
i
2
ζ に対する A0 を計算すると

A0

( i
2
ζ
)
= i (F.94)

1
ϵdeno

A0

( i
2
ζ
)
= N

cosh(ζ)
sinh(ζ)

(F.95)

(5)同様に A1

( i
2

)
、A2

( i
2

)
も計算する。

A1

( i
2
ζ
)
= i

{
i sinh(ζ)

}N+1 1
sin2(ζϵ + ζcϵN)

sin(ζϵ)
sin(ζϵ − iζ)

l∏
i=3

sin(λi +
i
2ζ)

sin(λi − i
2ζ)

(F.96)

A2

( i
2
ζ
)
= i

{
i sinh(ζ)

}N+1 1
sin2(ζϵ + ζcϵN)

sin(ζϵ + ζcϵN + iζ)
sin(ζϵ − iζ)

l∏
i=3

sin(λi +
i
2ζ)

sin(λi − i
2ζ)

(F.97)

なので、

lim
ϵ→0

1
ϵdeno

{
A1

( i
2
ζ
)
+ A2

( i
2
ζ
)}
= −2

cosh(ζ)
sinh(ζ)

(F.98)

(6)最後に j = 3, 4, · · · , lの場合を計算する。

A j

( i
2
ζ
)
= i

{
i sinh(ζ)

}N sin(ζϵ + ζcϵN + iζ)
sin(ζϵ + ζcϵN)

sin(ζϵ)
sin(ζϵ − iζ)

{ l∏
i, j

sin(λi +
i
2ζ)

sin(λi − i
2ζ)

} i sinh(ζ)
sin2(λ j − i

2ζ)
(F.99)

なので、

1
ϵdeno

A j

( i
2
ζ
)
= − sinh(ζ)

sin(λ j +
i
2ζ) sin(λ j − i

2ζ)
(F.100)

であることがわかる。これらの結果をまとめると、

ϵ̃ = N
cosh(ζ)
sinh(ζ)

− 2
cosh(ζ)
sinh(ζ)

−
l∑

j=3

sinh(ζ)
sin(λ j +

i
2ζ) sin(λ j − i

2ζ)
(F.101)

であるので、特異解のエネルギーは

ϵXXZ
massive = − cosh(ζ) − 1

2

l∑
j=3

sinh(ζ)2

sin(λ j +
i
2ζ) sin(λ j − i

2ζ)
(F.102)

であることがわかる。
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