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概要

本論文ではモノラル音声分離に取り組む。
音声分離の最も基本的な手法として非負値行列因子分解（Nonnegative Matrix Factorization;

NMF）によるものがある。NMF により各話者の基底を事前に学習しておき、混合音声が与え
られたときは、これらの基底を固定して対応するアクティベーションのみを推定することで、
音声分離が実現できる。
本論文の成果は、NMFによる基底学習法の 1つである識別的 NMFと呼ばれる手法に関する

ものであり、次の 2つからなる。
第一の成果は識別的 NMF の最適化手法の改善に関するものである。識別的 NMF は解くの

が困難な二段階最適化問題として知られ、先行研究では問題の一部を等式制約に置き換えるこ
とで、ペナルティ法により一段階化して解く手法が提案されていた。しかしこの等式制約の導
出は不自然な仮定に基づくものであり、またペナルティ法は最適化が困難なことが知られてい
る。そこで本論文では最適化問題の最適性条件に基づく、理論的により自然な新しい等式制約
を提案し、さらにペナルティ法の代わりに拡張ラグランジュ関数法を用いることで最適化の高
速化を行なった。拡張ラグランジュ関数法による識別的 NMF では、ペナルティ法よりも等式
制約が高速に収束することが確認された。また、モノラル音声分離実験の結果、提案された等
式制約を用いた方がより良い分離性能を示すことが確認された。
第二の成果は、様々な基底学習法により得られる各音源基底間の識別性を定量的に測るオー

バーラップ尺度の提案である。識別的 NMF により学習された基底は、他の手法と比べてどの
ような性質を持っているか、またその「識別性」とは何かということは今まで定量的に議論さ
れてこなかった。もしこれを定量的に評価できる指標が得られれば、識別的 NMF の仕組みや
性質を他の手法と比較して議論できる。そこで本研究ではこれを測るオーバーラップ尺度を提
案し、その基準として各音源の真の基底を用いることを提案する。真の基底は一般の基底学習
法では得られないが、近年、最小体積 NMF という手法により近似的に得られることが明らか
になった。そのため、最小体積 NMF により学習される基底を基準として用いる。モノラル音
声分離実験の結果、識別的 NMF は単純な NMF よりも、各音源基底間のオーバーラップを小
さくするという意味で「識別的」な基底を学習し、これにより分離性能を向上させていると考
えられることがわかった。一方で、基準である最小体積 NMF の方が識別的 NMF よりも更に
オーバーラップが小さく、かつ分離性能も高いことがわかり、最小体積 NMF の方が実はより
「識別的」で、音源分離のための基底学習法として優れている可能性が示唆された。
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第 1 章

序論

1.1 本論文の背景：NMFによる音源分離

人間は、たくさんの人々が雑談している喫茶店や、車が走行音を立てて行き交う通りの中にいて

も、自分が注意を向けている対象が発する音を、自然と聞き取ることができる。（ただし、聴覚障

害や聴覚過敏などを持つ人を除く。）この能力は選択的聴取（selective listening）やカクテルパー
ティ効果（cocktail-party effect）などと呼ばれ、認知科学や心理学の分野において古くから研究さ

れ続けている [3]。

このカクテルパーティ効果を、計算機によって実現しようとするのが音源分離である。

音源分離は幅広い分野での応用を持つ。例えば、会議の文字起こしシステムや AI スピーカーな

どの音声認識器の前処理として、音源分離により目的話者の音声だけを取り出す研究がなされてい

る [53]。また、聴覚障害があり選択的聴取ができない人のために、補聴器で音源分離機能を実現

しようとする研究もある[48]。音信号以外でも、例えば脳波解析（ElectroEncephaloGram; EEG）

の分野などでもブラインド信号源分離が活用されている [4]。このように音源分離はさまざまな分

野で活用され、研究が蓄積され続けているが、依然として満足な性能を持つ決定版と言えるような

手法はなく、チャレンジングな問題であり続けている。

音源分離の最も基本的でシンプルな手法として非負値行列因子分解（Nonnegative Matrix

Factorization; NMF） [10, 49] によるものがある。NMF は音源モデリング手法の一つである。こ

れは、音源信号を、その中で頻出するスペクトルパターンを集めた基底と呼ばれる行列と、それ

らスペクトルパターンの時間変化する振幅を表すアクティベーションと呼ばれる行列との積に分

解する。各音源の学習データに対して NMF を適用し、各音源ごとに基底を事前に学習しておき

（これを本論文では基底学習と呼ぶ）、混合信号が与えられたときはこれらの基底を固定して対応

するアクティベーションのみを推定することで、音源分離が実現できる。これを教師あり NMF

（supervised NMF） [39] という。

NMF はただの行列分解であり非常にシンプルではあるが、それゆえに音源モデリングの基礎的

な手法として非常に広範に用いられている。例えば、NMF を様々な方法で拡張して、発展的な

音源分離手法が多数考え出されている。上に述べた教師あり NMF は録音に用いられるマイクが

1 本だけの場合（シングルチャネル）の手法だが、これをマルチチャネルに拡張したマルチチャ

ネル NMF（Multichannel NMF; MNMF） [36] や、マルチチャネルの代表的手法の一つである

独立ベクトル分析（Independent Vector Analysis; IVA） [15, 19] と NMF とを組み合わせた独立

低ランク行列分析（Independent Low-Rank Matrix Analysis; ILRMA） [20] などはその代表例で
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第 1章 序論

ある [37]。また、行列からテンソルへと拡張した半正定値テンソル分解（Positive SemiDefinite

Tensor Factorization; PSDTF） [51, 52] などもある。他にも、NMF の軽量さを活かして、膨大な

学習データを必要とする深層学習と組み合わせて音源分離を行う研究もある [2]。音源分離以外に

も、例えば音響符号化 [34] や声質変換 [42] など、音源信号の特徴量抽出を必要とするような場面

で NMF はよく用いられる。

以上のように、NMF は音源分離を含む高度な音声音響信号処理技術のための重要なモジュール

である。したがって、教師あり NMF による音源分離の性能を上げるために、NMF 自体の性能

を向上させたり、その性質を調べたりすることは、音源分離だけにとどまらない正の波及効果を

持つ。

1.2 本論文の目的：識別的 NMFの改善とその性質の解明

一般に音源分離は、分離対象の各音源の音響的性質が似通っているほど難しくなる。例えば、人

の音声と楽器音の分離は比較的容易だが、音声同士や楽器音同士の分離は難しい。教師あり NMF

により分離する場合を考えてみよう。学習データとして各音源のクリーン信号、すなわちその音源

の音しか含まないようなデータを用いると、音源群が音響的に似ていた場合、得られる基底も音源

間で似通ってしまう。ゆえに混合信号が与えられたときに各音源基底に対応するアクティベーショ

ンを推定するのが困難となり、分離性能が落ちてしまうことになる。

このような音源群に対する分離性能を向上させるために、識別的 NMF [50] という基底学習法が

提案された。識別的 NMF では、学習データである各音源のクリーン信号から仮想的な混合信号を

作り出して、これをうまく分離できるように各音源基底を学習する。こうすることで学習時の目的

関数がテスト時の目的関数と一致することとなり、「識別的」な基底が学習できて分離性能が向上

することが報告されている [29, 32, 40, 50]。

だが、識別的 NMF に関する先行研究には、次の 2 つの不満足な点がある。

第一に、先行研究では識別的 NMF が定義する最適化問題を、直接的かつ正当な方法で解いては

いない。識別的 NMF は、数学的には二段階最適化問題 [38] として定式化される。二段階最適化

問題とは、最適化問題の制約条件の中にさらに別の最適化問題が含まれるものであり、直接解くこ

とは特殊なケースを除いて非常に困難であることが知られている。そのため、先行研究では様々な

仮定を置いてこの問題をより簡単な形に書き換えて間接的に解いたり [29, 40, 50]、あるいはペナ

ルティ法と呼ばれる最適化手法を用いて直接的に解く場合でも [32]、アルゴリズムの導出に理論

的に不自然な仮定が含まれるなど、識別的 NMF の最適化の直接的かつ正当な方法は未だ提案され

ていない。

第二に、先行研究では識別的 NMF がどのような仕組みで「識別的」な基底を学習するか、さら

には識別的 NMF が定義する基底間の「識別性」とは何かということについて、他の基底学習法と

定量的に比較可能な議論がなされてこなかった。もし、ある基底学習法により得られる各音源基底

に対し、それらの間の「識別性」を測る定量的な尺度を設計することができれば、識別的 NMF の

仕組みや性質を、他の手法と比較して調べることができる。またそのような尺度は、識別的 NMF

に限らず、新しく提案された別の基底学習法に対しても、その性質を調べる際に役立つだろう。

本研究の動機は以上の 2 点にある。我々は以降の章でこれらの問題に取り組んで行く。
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1.3 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである。2 章では、以降の章で共通して必要な基礎事項を説明する。

3 章は第一の成果である、識別的 NMF の最適化手法の改善について報告する。4 章は第二の成果

である、基底間の「識別性」を定量的に測るオーバーラップ尺度の提案と、それを用いた識別的

NMF の評価について報告する。5 章では結論と今後の課題を述べる。

1.4 記号の注意

本論文では 𝟏, 𝐽 をそれぞれ全要素が 1 のベクトルと行列とする。サイズは周囲から明らかに分か

る場合省略する。
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第 2 章

準備

本章では、以降の 3 章と 4 章とで共通して必要な基礎事項を説明する。2.1 節では音源分離
の舞台設定を説明する。2.2 節では音源分離を解くためのアプローチとして空間モデリングと
音源モデリングという 2つのアプローチを説明する。本論文で以降取るのは、この音源モデリ
ングに基づくアプローチである。2.3節では NMFによる音源モデリングの動機付けとして、音
源分離の主な対象である音声や楽器音の性質を紹介する。2.4節では、NMFによる音源モデリ
ングの仕方を説明し、また、NMFの最適化問題としての定式化を行う。2.5節では、NMFによ
る音源モデリングを用いて音源分離をどう実現するかを説明する。2.6 節では NMF の最適化
手法として上界最小化アルゴリズムを説明し、これによる NMFの具体的な更新式を述べる。

2.1 音源分離の定義

1.1 節で触れた音源分離について、その舞台設定を説明する。

音源分離のタスクは、複数の音源からの信号を複数の測定器で測定し、これを計算機的な処理に

よってそれぞれの信号に分離することである。もう少し詳しく述べよう。本論文では特に各音源が

人の音声である場合を考えるから、この場合を例に取って説明する。𝑁人の話者がめいめいに喋っ

ており、これを𝑀本のマイクで録音する。𝑀 = 1の場合をシングルチャネル（single channel）、

𝑀 ≥ 2の場合をマルチチャネル（multi-channel）という。また、𝑁 > 𝑀、すなわち話者数がマイ

クの本数より多い系を劣決定系（underdetermined system）といい、逆に 𝑁 ≤ 𝑀の系を優決定系
（overdetermined system）という。各音声はマイクに到達するまでに、遅延や干渉、反射などの物

理的な過程を経るが、一般にこの過程の詳細は完全には分からない、つまり音の混合系（mixing

system）は未知（ブラインド）だと仮定する。以上のような状況下での録音から、各々の音声を分

離して取り出す技術が音源分離である。

混合系が未知であることを強調してブラインド音源分離と呼ぶこともあるが、本論文では以降、

ブラインドを省略して単に音源分離と呼び、上で考えたような各音源が音声である場合を特に音声
分離（speech separation）と呼ぶことにする。
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2.2 音源分離へのアプローチ：空間モデリングと音声モデリング

2.2 音源分離へのアプローチ：空間モデリングと音声モデリング

音源分離へのアプローチは大きく分けて 2 つある。空間モデリング（spacial modelling）と音源
モデリング（source modelling）である。ほとんどの音源分離手法はこの 2 つの組み合わせによっ

て作られている。

▶ 空間モデリング

マルチチャネル、すなわち録音するマイクが 2 本以上ある場合には、各マイクへの音の到達時間

差を利用して音源群の空間的配置を推定することができ、音源分離に活用できる。これが空間モデ

リングである。

典型的なのは、音源信号がマイクに到達するまでの伝達系の周波数特性（振幅や位相の変

化）を複素ベクトルで表したステアリングベクトル（steering vector）を用いてビームフォーマ
（beamformer）を形成し、音源方向の音を強調することで分離する手法である。理想的なビーム

フォーマとは何かという考え方の違いによっていろいろ変種はあるが、代表的でよく用いられて

いるものに最小分散無歪応答ビームフォーマ（Minimum Variance and Distortionless Response

beamformer; MVDR beamformer） [14] や最大信号対雑音比ビームフォーマ（Maximum

Signal-to-Noise Ratio beamformer; Max SNR beamformer） [1] などがある。

近年では、シングルチャネルの場合でもニューラルネットを用いてステアリングベクトルを推定

することにより、仮想的にビームフォーマを行える手法が提案されるなど [13]、空間モデリング

のアプローチは現在でも盛んに研究されている。

▶ 音源モデリング

もう一方の音源モデリングは、空間ではなく、音源の性質を数学的・統計的にモデリングするア

プローチである。これは空間モデリングとは独立して行うことができる。マルチチャネルの場合は

空間モデリングと組み合わせて用いられ、音源モデリングのやり方次第によっては分離性能を大き

く向上させることができる [37]。本論文ではマルチチャネルではなくシングルチャネルの音源分

離を扱うが、この場合には（先述のニューラルビームフォーマのような特例を除いて）音源モデリ

ングのみによって音源分離を行わなければならないから、音源モデリングの良し悪しが分離の良し

悪しに直結することになる。

音源分離における音源モデリングとして最も基礎的で、かつ現在でも広く用いられているものと

して、2.4 節に述べる NMF によるものがある。

2.3 音源の性質

音源分離の主な対象は人の音声や楽器音である。次節で述べる NMF による音源モデリングのた

めの動機付けとして、ここではこういった音源の性質に関する以下の 3 つの事実を紹介しよう。
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Fig. 2.1: Examples of audio spectrograms. (a, b) Amplitude spectrograms of vocal and piano. The

audio data were obtained from SiSEC2010 [45]. (c) Accumulated singular value percentages of

the amplitude spectrograms of vocal and piano. Less than 150 singular values account for 90 % of

the total sum.

▶ 音の加法性

音は空間を伝播する波動であって、異なる音波の間には（音源分離で普通考えているような範囲

では）重ね合わせの理が成り立つ。

例えばピアノでドとレを同時に鳴らしたときに観測される周波数スペクトルは、それぞれ別々に

鳴らしたときの周波数スペクトルの和になって、ドとレに対応する 2 つのピークが現れる。あるい

は複数の話者が同時に喋ったとき、その混合音声は個々の音声の和として計測される。ゆえに音信

号を数学的モデルで表すならば、それは今述べたような音源内での足し合わせ（ピアノのドとレ）

や音源間での足し合わせ（複数話者）を表せる加法的な構造を持つべきである。

▶ 音源の低ランク性

音声や楽器音は低ランク構造（low rank structure）を持つ。

音は本義的には 1 次元の時間信号である。だが普通その周波数スペクトルは時々刻々と変化す

る。この点に着目して、音声や楽器音などを処理する際には、短時間フーリエ変換（Short-Time

Fourier Transform; STFT）を掛けてスペクトログラム（spectrogram）と呼ばれる時間周波数信

号に変換することがよく行われる。スペクトログラムは複素数値の行列であり、離散周波数

と離散時間の 2 つの軸を持つ。本論文では、離散周波数に関するインデックスを周波数ビン
（frequency bin）と呼び、離散時間に関するインデックスを時間フレーム（time frame）と呼ぶこ

とにする。またスペクトログラムの振幅成分（絶対値成分）を振幅スペクトログラム（amplitude

spectrogram）、位相成分を位相スペクトログラム（phase spectrogram）という。

例えば男性音声とピアノの振幅スペクトログラムを見てみると（Fig. 2.1a, 2.1b）、似たようなス

ペクトルパターンの繰り返しが多いことがわかる。この傾向は特に楽器音であるピアノにおいて顕

著である（Fig. 2.1b）。つまり、音声や楽器音の振幅スペクトログラムを行列として見てみると、

これは低ランク構造を持ち（Fig. 2.1c）、周波数ビンや時間フレームの数よりも少ない本数のベク

トルで表せるはずである。
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▶ 位相よりも振幅が重要

人間の音の知覚においては、音の位相情報よりも振幅情報のほうが重要であることが知られてい

る [30, 47]。このことから、音源モデリングにおいては位相よりも振幅のモデリングの方を優先す

べきであると言える。（実は、近年では位相情報も利用した音声音響信号処理が活発に議論されて

いるが [31, 56]、本研究では位相情報は取り扱わないこととする。）音信号をスペクトログラムで

表した場合を考えると、位相スペクトログラムは無視して振幅スペクトログラムだけモデリングす

れば十分だということである。

2.4 NMFによる音源モデリング

以上の（1）加法的なモデルであること（2）低ランク性を表せるモデルであること（3）振幅ス

ペクトログラムだけを考慮したモデルでも良いことという 3 つの事情から、非負値行列因子分解
（Nonnegative Matrix Factorization; NMF）による音源モデリングが音源分離において広く用いら

れている。本節では NMF を定義し、実際の音信号に対して適用した例を示す。そして NMF を最

適化問題として定式化する。

▶ NMFの定義

NMF とは、非負の行列を 2 つの非負の行列の積に分解することである [24, 25, 35]。NMF

によってどのように音源モデリングを行うかを説明しよう。音源の振幅スペクトログラムを

𝑉 = (𝒗1 … 𝒗𝑇) ∈ ℝ𝐹×𝑇
+ とする。𝐹, 𝑇はそれぞれ周波数ビンと時間フレームの数であり、列ベクトル

𝒗1, …, 𝒗𝑇 ∈ ℝ𝐹
+ は各時刻における振幅スペクトルを表す。（今振幅を取っているので 𝑉 は非負であ

ることに注意。）𝒗1, …, 𝒗𝑇 は、音声や楽器音が低ランクかつ加法的であることから、𝐾 < min{𝐹, 𝑇}

本の振幅スペクトルパターン 𝒘1, …,𝒘𝐾 ∈ ℝ𝐹
+ の非負結合によって

𝒗𝑡 ≈
𝐾
∑
𝑘=1

𝒘𝑘ℎ𝑘𝑡 (∀𝑡)

と近似できるはずである。これを行列形式で書けば、

𝑉 ≈ 𝑊𝐻

となる。このように振幅スペクトログラム 𝑉を 𝑉より低ランクな 2つの非負行列𝑊,𝐻の積でモデ

リングするのが NMF による音源モデリングである。

（なお厳密には音の加法性は、音が、元々の時間信号表現や、あるいはそれに線形な演算である

（短時間）離散フーリエ変換をかけた複素スペクトログラムで表されたときにのみ成り立ち、振幅

スペクトログラムに対しては近似的にしか成り立たない。つまり、𝒱1, 𝒱2 を 2 つの音が別々に鳴っ

たときの複素スペクトログラムとし、𝒱を 2 つの音が同時になったときの複素スペクトログラムと

すると、

𝒱 = 𝒱1 + 𝒱2, |𝒱| ≈ |𝒱1| + |𝒱2|

である。音の加法性を正確に取り扱うために、振幅スペクトログラムではなく複素スペクトログラ
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Fig. 2.2: Various matrix factorization methods applied to a face image. NMF learns parts-based

and interpretable representation of faces, whereas VQ and PCA do not [24].

ムを直接分解する複素 NMF（complex NMF） [18] も提案されているが、これは本研究の対象外

とする。）

𝑊 = (𝒘1 …𝒘𝐾) ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ は基底（basis）と呼ばれ、各列ベクトル 𝒘1, …,𝒘𝐾 ∈ ℝ𝐹

+ は基底ベクトル
（basis vector）と呼ばれる。𝐻 = (𝒉1; …; 𝒉𝐾) ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ はアクティベーション（activation）と呼ばれ

（; はベクトルを縦方向に結合することを表す）、各行ベクトル 𝒉1, …, 𝒉𝐾 ∈ ℝ1×𝑇
+ は対応する基底ベ

クトルの時間変化する重みを表す。厳密ではないが、人間の音声に例えるならば、𝑊 はその話者

の発声した音素を集めたようなもので、𝐻は各音素が発せられたタイミングのようなものである。

楽器音に例えるならば、𝑊 はその楽器で弾いたドレミの各音で、𝐻 は各音が鳴ったタイミングの

ようなものである。

𝑊,𝐻 の両方に非負性が課されているおかげで、NMF は解釈性の高い行列分解を得ることがで

きる。これは、1999 年の Lee と Seung による画期的な論文 [24] によって初めて指摘された。彼

らは、ピクセルを並び替えて 1 次元化した顔画像を並べて行列 𝑉 を作り、それに対して NMF

を適用した（Fig. 2.2）。ベクトル量子化（Vector Quantization; VQ）や主成分分析（Principal

Component Analysis; PCA）などの行列分解手法が人間の顔の全体的な特徴を学習してしまってい

るのに対して、NMF はパーツ毎の特徴を捉えた、解釈性の高い基底を学習できている。この論文

の登場以降、NMF の研究は爆発的に進展することとなった [49]。
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(c) 𝑊𝐻 (≈ 𝑉).
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(f) 𝑊𝐻 (≈ 𝑉).

Fig. 2.3: (a, b, c) NMF of the amplitude spectrogram of the vocal. (d, e, f) NMF of the amplitude

spectrogram of the piano.

▶ 音信号に対する NMFの適用例

Fig. 2.1 の男性音声とピアノに対して NMF を掛けた例を Fig. 2.3 に示す。ここでは結果が見え

やすいように基底ベクトルの本数を 𝐾 = 10とした。Fig. 2.1c の示す通り、音声や楽器音に対して

は、𝐾 = 10 は NMF で精度良く近似するためには流石に少なすぎるのだが、それでも元の振幅ス

ペクトログラムをそれなりに再現できていることがわかる（Fig. 2.3c, 2.3f）。また、ピアノのアク

ティベーション（Fig. 2.3e）よりも音声のアクティベーション（Fig. 2.3b）の方が複雑であること

なども見て取れる。これはピアノの振幅スペクトログラムよりも音声の振幅スペクトログラムの方

がランクが高かった（Fig. 2.1c）ということを反映している。（なおここで用いた NMF は正確に

は 4 章で後述する最小体積 NMF というものである。）

▶ 最適化問題としての NMFの定式化

ところでこの NMF 型の分解は、

𝑉 = 𝑊𝐻

というふうに厳密（exact）に解くことはできない。もし𝑊,𝐻に非負制約がなければこれは特異値

分解により解くことができる。しかし非負制約のある NMF の場合、厳密に解くことは NP 困難で

ありとても難しいことが明らかにされている [43]。
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そのため NMF は、通常、厳密に解くことは諦めて

min
𝑊,𝐻

𝐷(𝑉 ∣ 𝑊𝐻)

s.t. 𝑊, 𝐻 ≥ 0
(2.1)

という最適化問題の形で近似的に解く。ここで 𝐷 は 𝑉 と推定 𝑊𝐻 との間の誤差を測る距離尺度で

ある。

一般には NMF の目的関数は距離尺度 𝐷 のみから成るわけではなく、𝑊 や 𝐻 にどのような性

質を求めるかに応じて様々な正則化項が付け加えられる。例えばスパース NMF（sparse NMF）

[5, 16, 23] ではアクティベーション 𝐻をスパースにするために正則化項 ‖𝐻‖1（行列に対する 𝐿1 ノ

ルム）を用いる。当然、目的関数だけでなく制約条件にもバリエーションがある。例えば 4 章で

は、各基底ベクトル 𝒘1, …,𝒘𝐾 が確率単体上にある（𝟏⊤𝒘𝑘 = 𝟏⊤ (∀𝑘)）という制約が置かれる。以

上の他にも、目的関数や制約条件を改変して無数の NMF の変種が提案されているが、本論文では

それらはほとんど取り上げない。詳しくはレビュー [10, 49] を参照されたい。

2.5 NMFによる音源分離

NMF を二段階で用いることにより、シングルチャネルで音源分離ができる [39]。

▶ plain NMFによる基底学習

まず、学習データとして、分離対象である個々の音源 𝑛 = 1,…,𝑁の、その音源の音しか含まれて

いないような振幅スペクトログラム 𝑉1, …, 𝑉𝑁 ∈ ℝ𝐹×𝑇
+ を用意する。このようなデータをクリーン信

号（clean signal）という。特に音声の場合はクリーン音声（clean speech）という。なお 𝑉1, …, 𝑉𝑁
のそれぞれの時間フレーム数は違っていても構わないのだが、ここでは簡単のため全ての音源

𝑛 = 1,…,𝑁で共通で 𝑇とした。（必要ならば信号の前後を適当に 0 で埋めることで揃えられる。）

これらの 𝑉1, …, 𝑉𝑁 に対して NMF を行うことにより、各音源の基底 𝑊1, …,𝑊𝑁 を分離の事前に学

習しておく。前節で述べたように NMF には様々なバリエーションがあるが、ここでは基底学習法

として最も単純で、かつよく用いられる次の NMF を導入しておく。

plain NMF

min
𝑊,𝐻

𝐷𝛽(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) (2.2a)

s.t. 𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ (2.2b)

𝐷𝛽 は 2.6.1 節で後述する 𝛽ダイバージェンスという距離尺度である。本論文では (2.2) による基底

学習を特に plain NMF と呼ぶことにする。なお plain NMF の具体的な更新式については 2.6.3 節

で述べる。

▶ 教師あり NMFによる音源分離

混合信号の振幅スペクトログラム 𝑋 ∈ ℝ𝐹×𝑇
+ が与えられたら（再び 𝑇 は学習データ 𝑉1, …, 𝑉𝑁 と

違っていても構わないのだが簡単のため同じとした）、plain NMF (2.2) により得られた各音源基

10
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底𝑊1, …,𝑊𝑁 を固定して 𝑋に対して教師あり NMF

教師あり NMF

min
𝐻1, …,𝐻𝑁

𝐷𝛽 (𝑋 ∣ ∑
𝑛
𝑊𝑛𝐻𝑛) (2.3a)

s.t. 𝐻1, …,𝐻𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ (2.3b)

を行って、対応するアクティベーション 𝐻1, …,𝐻𝑁 のみを推定する。教師あり NMF の具体的な更

新式については 2.6.4 節で述べる。

推定された 𝐻1, …,𝐻𝑁 と学習済みの𝑊1, …,𝑊𝑁 を掛け合わせることで、𝑋中の各音源の成分を

𝑉̂𝑛 = 𝑊𝑛𝐻𝑛 (∀𝑛)

と推定できる。𝑉̂𝑛 に音源 𝑛 の位相スペクトログラムを掛け合わせ逆 STFT を行うことで、音源 𝑛

の信号が得られる。

位相の推定は難しいので、与えられた混合信号の位相スペクトログラムをそのまま使うことが多

い。本研究でもこの方針を取る。（だが 2.3 節でも述べたように近年では位相情報も積極的に取り

扱っていこうと流れがある [31, 56]。直近でも上述の 𝛽ダイバージェンスを用いたときに位相情報

を推定する研究 [44] が出ているが、本研究ではこの位相スペクトログラム推定の問題は対象外と

する。）

2.6 NMFの最適化

本節ではまず、NMF によく用いられる距離尺度である 𝛽 ダイバージェンスを紹介し、NMF の

最適化手法として、上界最小化と呼ばれるアルゴリズムを説明する。そして plain NMF と教師あ

り NMF に対して上界最小化による更新式を示す。

2.6.1 𝛽ダイバージェンス

NMF による音源モデリング(2.1) で、分離対象の 𝑉と推定𝑊𝐻との間の距離尺度 𝐷として最も

よく用いられているのが、plain NMF (2.2) でも使われた 𝛽ダイバージェンス（𝛽 divergence）で

ある [6]。以下にその定義と性質を述べよう。

▶ 𝛽ダイバージェンスの定義
まず、2 つのスカラー 𝑥, 𝑦 ∈ ℝの間の 𝛽ダイバージェンスは

11
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Fig. 2.4: 𝑑𝛽(1 ∣ 𝑥) for 𝛽 = 0, 1, 2.

𝛽ダイバージェンス

𝑑𝛽(𝑦 ∣ 𝑥) ≔

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑦𝛽

𝛽(𝛽 − 1) +
𝑥𝛽

𝛽 − 𝑦𝑥𝛽−1

𝛽 − 1 (𝛽 ∈ ℝ ∖ {0, 1})

𝑦/𝑥 − log(𝑦/𝑥) − 1 (𝛽 = 0)

𝑥 − 𝑦 + 𝑦 log(𝑦/𝑥) (𝛽 = 1)

(2.4)

で定義される。これは音響信号処理の分野で良く用いられる種々の距離尺度を統合したものであ

り、𝛽 = 0のときは板倉齋藤ダイバージェンス（Itakura-Saito divergence）、𝛽 = 1のときは一般化
カルバック・ライブラーダイバージェンス（generalized Kullback-Leibler divergence）、𝛽 = 2の

ときはユークリッド距離（Euclidean distance）となる（Fig. 2.4）。一般に ∀𝑥, 𝑦, 𝛽に対して

𝑑𝛽(𝑦 ∣ 𝑥) ≥ 0 (= 0 if and only if 𝑎 = 𝑏)

が成り立つが、𝛽 = 2の場合を除いて 𝑑𝛽 は距離の 3 条件を満たさないため、数学的には厳密には距

離でない。2 つの同じサイズの行列 𝑋,𝑌 ∈ ℝ𝐼×𝐽 に対する 𝛽 ダイバージェンスは、行列要素毎の 𝛽

ダイバージェンスの和として、

𝐷𝛽(𝑌 ∣ 𝑋) ≔ ∑
𝑖𝑗
𝑑𝛽(𝑦𝑖𝑗 ∣ 𝑥𝑖𝑗)

で定義される。

▶ ベータダイバージェンスの性質
𝛽の値が変わると、𝑑𝛽 のスケール依存性が変わる。𝜎 > 0をスケーリングパラメータとして、

𝑑𝛽(𝜎𝑦 ∣ 𝜎𝑥) = 𝜎𝛽𝑑𝛽(𝑦 ∣ 𝑥)

が成り立つ。例えば 𝛽 = 0（板倉齋藤ダイバージェンス）のときは、𝑑𝛽(𝜎𝑦 ∣ 𝜎𝑥) = 𝑑𝛽(𝑦 ∣ 𝑥)だから、

振幅の小さい音も大きい音も同じ比重で扱うことになる。そのため、例えば楽器のアタック音など

の微小な音も重視したい場合に有効である [7]。一方で 𝛽 = 1, 2のときは振幅の大きい音の方が比

重が大きくなり、微小なノイズなどを無視してピークに注目したい場合に有効である。
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2.6 NMFの最適化

最適化の観点からもいくつか述べておこう。𝛽 ≤ 1では

lim
𝑥→0

𝑑𝛽(𝑦 ∣ 𝑥) = +∞

となるため、最適化の際に自然と 𝑥が正の方に誘導される。一方で 𝛽 > 1では 𝑑𝛽(𝑦 ∣ 0)が有限とな

るため（Fig. 2.4）、𝑥 < 0となりうるので、𝑥を非負にするためにステップサイズを調節するなどの

工夫が必要となる（付録 A.3）。また、1 ≤ 𝛽 ≤ 2では 𝑑𝛽(𝑦 ∣ 𝑥)は 𝑥に関して凸であり最適化がしや

すくなる。

2.6.2 上界最小化による NMFの最適化

以降の章では、様々な NMF 手法の最適化問題を解くために、上界最小化アルゴリズムと呼ばれ

る手法が鍵となる。そこでこの手法の基本的な考え方を説明しておこう。特に、plain NMF (2.2)

の場合を例に取る。

▶ separableでない目的関数
plain NMF (2.2) は非凸最適化問題であり、𝑊,𝐻を一気に更新していくことは非常に難しい。

そのため、

𝑊 ← arg min
𝑊

𝐷𝛽(𝑉 ∣ 𝑊𝐻)

𝐻 ← arg min
𝐻

𝐷𝛽(𝑉 ∣ 𝑊𝐻)

というように 𝑊 に関して最適化、次に 𝐻 に関して最適化、と交互に最適化していくブロック座標
降下法（Block Coordinate Descent; BCD）が基本的な戦略となる。

BCD を使って上のように分解すると問題は格段に簡単になるが、依然として、個々の最適化問

題を解析的に解くことは難しい。例えば板倉齋藤ダイバージェンスを使ったとき目的関数がどうな

るかを考えてみよう。目的関数は

𝐷IS(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) = ∑
𝑓𝑡
𝑑IS(𝑣𝑓𝑡 ∣ 𝒘𝑓𝒉𝑡)

= ∑
𝑓𝑡
𝑑IS (𝑣𝑓𝑡 ∣ ∑

𝑘
𝑤𝑓𝑘ℎ𝑘𝑡)

= ∑
𝑓𝑡
(

𝑣𝑓𝑡
∑𝑘𝑤𝑓𝑘ℎ𝑘𝑡

− log
𝑣𝑓𝑡

∑𝑘𝑤𝑓𝑘ℎ𝑘𝑡
− 1)

となる。𝑊𝑛 について極値を取る点を探すために例えば 𝑤𝑓𝑘 で偏微分してみると、最右辺の第 1 項

と第 2 項から 𝑤𝑓𝑘 とそれ以外の成分 𝑤𝑓𝑘′ (𝑘′ ≠ 𝑘)が複雑に絡み合った式が出てくる。そのため、

𝑤𝑓𝑘 による偏微分 = 0 という式を ∀𝑓, 𝑘 に対して同時に解く（つまり連立方程式を解く）のは解析

的にはできない。このように変数同士が絡み合っていて、極値を取る点が解析的に求まらないよう

な目的関数を separable でない目的関数という。

▶ 上界最小化アルゴリズム
separable でない目的関数を最小化するための常套手段が上界最小化アルゴリズム（majorization

minimization algorithm）である。今適当な目的関数を考えて、それを 𝑓(𝑥) とする。最適化のあ

るステップ 𝑖において 𝑥 = 𝑥(𝑖) だったとしよう。𝑓(𝑥)に対して
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(a) Majorization of 1/(𝑥 + 1).
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(b) Majorization of log(𝑥 + 1).
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(c) Majorization of the sum.

Fig. 2.5: Majorization of 1/(𝑥+𝑦)+log(𝑥+𝑦). Surrogate functions were constructed at (𝑥, 𝑦) = (1, 1)

(red circle). Only the xz-plane with 𝑦 = 1 is shown. (c) The surrogate function takes its minimum

at 𝑥 = 1/√2 when 𝑦 = 1 (blue triangle).

代理関数

𝑔(𝑥 ∣ 𝑥(𝑖)) ≥ 𝑓(𝑥) + 𝑐 (∀𝑥)

(𝑐 ≔ 𝑔(𝑥(𝑖) ∣ 𝑥(𝑖)) − 𝑓(𝑥(𝑖)))

と上から抑えるような関数 𝑔 を 𝑥(𝑖) における 𝑓 の代理関数（surrogate function）という。最適化

の次の解候補点として 𝑔を最小化する点

𝑥(𝑖+1) = arg min
𝑥

𝑔(𝑥 ∣ 𝑥(𝑖))

を選ぶと、代理関数の定義と 𝑥(𝑖+1) の選び方から

𝑓(𝑥(𝑖+1)) ≤ 𝑔(𝑥(𝑖+1) ∣ 𝑥(𝑖)) − 𝑐 ≤ 𝑔(𝑥(𝑖) ∣ 𝑥(𝑖)) − 𝑐 = 𝑓(𝑥(𝑖))

が成り立ち、単調非増加な解候補点列 (𝑥(𝑖))𝑖=0,1,2,… を生成できることがわかる。𝑔 として特に凸で

separable なものを設計できれば、解析的に解候補点列を求めることができて、元の目的関数を間

接的に最小化していくことができる。

▶ 具体例
上で板倉齋藤ダイバージェンスの例を考えたから、上界最小化アルゴリズムの具体例として

𝑓(𝑥, 𝑦) = 1
𝑥 + 𝑦 + log(𝑥 + 𝑦)

という関数を最小化してみよう。ブロック座標降下法を用いることを考えて、𝑥 に関して最小化し

てみる。最適化のあるステップにおける解候補点が (𝑥′, 𝑦′) = (1, 1)だったとして、この点における

代理関数を設計し、次の解候補点を探す。まず第 1 項に対しては、凸関数に対する Jensen の不等

式を用いることにより

1
𝑥 + 𝑦 ≤ ( 𝑥′

𝑥′ + 𝑦′ )
2 1
𝑥 + ( 𝑦′

𝑥′ + 𝑦′ )
2 1
𝑦

と抑えられる。(𝑥′, 𝑦′) = (1, 1)を代入し、𝑦 = 1の平面で見てみると

1
𝑥 + 1 ≤

1
4𝑥 +

1
4
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となる（Fig. 2.5a）。次に第 2 項に対しては、正の対数関数は上に凸であるから接線不等式を立て

ることで

log(𝑥 + 𝑦) ≤ log(𝑥′ + 𝑦′) + 1
𝑥′ + 𝑦′ (𝑥 + 𝑦 − 𝑥′ − 𝑦′)

と抑えられる。(𝑥′, 𝑦′) = (1, 1)を代入し、𝑦 = 1の平面で見てみると

log(𝑥 + 1) ≤ log 2 + 𝑥 − 1
2

となる（Fig. 2.5b）。第 1 項と第 2 項をまとめると、全体として

𝑓(𝑥, 𝑦) = 1
𝑥 + 𝑦 + log(𝑥 + 𝑦) ≤ ( 𝑥′

𝑥′ + 𝑦′ )
2 1
𝑥 + (

𝑦′

𝑥′ + 𝑦′ )
2 1
𝑦 + log(𝑥

′ + 𝑦′) + 1
𝑥′ + 𝑦′ (𝑥 + 𝑦 − 𝑥

′ − 𝑦′)

と抑えられる。(𝑥′, 𝑦′) = (1, 1)を代入し、𝑦 = 1の平面で見てみると

1
𝑥 + 1 + log(𝑥 + 1) ≤ 1

4𝑥 +
1
4 + log 2 +

𝑥 − 1
2 (2.5)

となる（Fig. 2.5c）。𝑦 = 1を固定して(2.5) を 𝑥に関して最小化しよう。𝑥で右辺を偏微分して = 0

とおくと

0 = 𝜕
𝜕𝑥 (

1
4𝑥 +

1
4 + log 2 +

𝑥 − 1
2 ) = − 1

4𝑥2 +
1
2 ∴ 𝑥 = 1

√2

となる。（NMF なので非負の値を取った。）これが 𝑥の次の解候補点となる。

2.6.3 plain NMFの更新式

上界最小化アルゴリズムによって plain NMF (2.2) に対する更新式が導出できる [33]。詳しい

導出は省くが、基底𝑊とアクティベーション 𝐻の更新式は

plain NMF の基底とアクティベーションの更新式

𝑊 ←𝑊⊙ ((𝑉 ⊙ 𝑉̂𝛽−2)𝐻⊤

𝑉̂𝛽−1𝐻⊤
)
𝜙(𝛽)

(2.6a)

𝐻 ← 𝐻 ⊙ (𝑊
⊤(𝑉 ⊙ 𝑉̂𝛽−2)
𝑊⊤𝑉̂𝛽−1 )

𝜙(𝛽)

(2.6b)

となる。ただし 𝑉̂ ≔ 𝑊𝐻で、

𝜙(𝛽) ≔

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1/(2 − 𝛽) (𝛽 < 1)

1 (1 ≤ 𝛽 ≤ 2)

1/(𝛽 − 1) (𝛽 > 2)

である。また、⊙や除算、冪乗は行列の要素毎に行う。

2.6.4 教師あり NMFの更新式

plain NMF (2.2) とほぼ同様なやり方で、上界最小化アルゴリズムにより教師あり NMF (2.3)

に対する更新式も求まる。各音源の基底 𝑊1, …,𝑊𝑁 は固定するからアクティベーション 𝐻1, …,𝐻𝑁

だけを更新すればよくて、更新式は
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教師あり NMF のアクティベーションの更新式

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙ (
𝑊⊤
𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)
𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1 )

𝜙(𝛽)

(∀𝑛) (2.7)

となる。ただし 𝑋̂ ≔ ∑𝑛𝑊𝑛𝐻𝑛 である。
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第 3 章

拡張ラグランジュ関数法による
識別的 NMFとその音声分離への応用

本章ではペナルティ法による識別的 NMF で用いられる新たな等式制約を提案し、さらに拡
張ラグランジュ関数法による高速化を行う。識別的 NMF は NMF の基底を音源間で識別的に
学習する手法であり、これを教師あり NMF によるモノラル音源分離のための基底学習法とし
て用いれば、より良い分離性能を達成できる。近年、識別的 NMF に現れる二段階最適化問題
を、その一部を等式制約に置き換えペナルティ法により解く手法が提案された。しかし、提案
された等式制約は不自然な仮定に基づくことや、ペナルティ法は収束が遅く最適化が難しいな
どの問題があった。そこで本章では、最適性条件に基づく理論的により自然な等式制約を提案
し、さらに拡張ラグランジュ関数法による高速化を行なった。拡張ラグランジュ関数法による
識別的 NMF ではペナルティ法よりも等式制約が高速に収束することが確認された。さらに、
モノラル音声分離での実験の結果、提案された等式制約を用いた識別的 NMF がより良い分離
性能を示すことが確認された。

3.1 序論

▶ plain NMFによる音源分離

教師あり NMF による音源分離において、最も単純な基底学習法は plain NMF を用いることで

あった。ここにその定式化を再掲する。

plain NMF（再掲）

min
𝖶,𝖧

ℛ(𝖶,𝖧) (ℛ(𝖶,𝖧) ≔ ∑
𝑛
𝐷𝛽(𝑉𝑛 ∣ 𝑊𝑛𝐻𝑛)) (3.1a)

s.t. 𝑊1, …,𝑊𝑁 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻1, …,𝐻𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ (3.1b)

ただし、学習は音源 𝑛 = 1,…,𝑁で同時に行うことができるから、それらを 1 つの最適化問題にまと

め、各音源の基底 𝑊1, …,𝑊𝑁 やアクティベーション 𝐻1, …,𝐻𝑁 をテンソルにまとめてそれぞれ 𝖶,𝖧

と書いた。これらは三階のテンソルであり、𝖶 ∈ ℝ𝑁×𝐹×𝐾
+ , 𝖧 ∈ ℝ𝑁×𝐾×𝑇

+ である。また目的関数を ℛ

と書いた。ℛを、基底とアクティベーションの組み合わせによって各音源の振幅スペクトログラム

を再構成するという意味で、各音源信号に対する再構成誤差（reconstruction error）と呼ぶことに

する。
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plain NMF による基底学習で利用されるのは各音源のクリーン信号（すなわち、その音源しか

含まないデータ）だけである。つまり、学習の力点は基底とアクティベーションによってこのク

リーン信号を上手く再構成できるかということだけに置かれる。

ここで、学習された各音源基底を用いて混合信号を分離するときのことを考えてみよう。これは

教師あり NMF であり、その最適化問題は

教師あり NMF（再掲）

min
𝖧

𝒜(𝖧) (𝒜(𝖧) ≔ 𝐷𝛽 (𝑋 ∣ ∑
𝑛
𝑊𝑛𝐻𝑛)) (3.2a)

s.t. 𝐻1, …,𝐻𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ (3.2b)

であった。ここで目的関数を 𝒜 と書いたが、これは、与えられた各音源の基底を用いて混合信号

を分析し、各音源のアクティベーションを取り出すという意味で、混合信号に対する分析誤差
（analysis error）と呼ぶことにする。この 𝒜 の最小化こそが、NMF による音源分離の最終的な目

的である。ゆえに、各音源基底は 𝒜 がきちんと最小化されやすくなるように学習されるべきであ

るが、plain NMF による基底学習では各音源信号の再構成誤差 ℛ の最小化しか考えておらず、𝒜

の最小化は考慮されていない。

▶ 識別的 NMF

さて、分離対象として似通った音響的性質を持つ音源群が与えられたときのことを考えよう。こ

れは非常に良くある設定である。例えば楽曲分析において、似た音色を持つ楽器群のそれぞれの旋

律を取り出したい場合や、あるいは会議の文字起こしやスマートスピーカーの音声認識などで、前

処理として複数人の混合音声を分離する必要がある場合などである。このとき plain NMF (3.1)

で基底学習を行うと、各音源信号の再構成誤差 ℛ を小さくすることしか考慮されないため、異な

る音源間で似通った基底が学習されてしまう可能性がある。するとテスト時の分離 (3.2) の際、与

えられた混合信号に対して、どの音源の基底に対応するアクティベーションを割り当てるかが困難

になる。結果として、混合信号の分析誤差 𝒜 (3.2a) をきちんと減少させることができず、分離性

能が落ちてしまう。

上述の問題に対処するために、識別的 NMF という手法が提案されている [12, 32, 40, 50]。これ

は混合信号に対する分析誤差 𝒜 も考慮に入れて基底を学習する手法である。これにより基底を識

別的に学習することができ、類似した音響的性質を持つ音源群に対して分離性能が向上することが

報告されている。

識別的 NMF は、数学的には分析誤差 𝒜 を小さくしつつ再構成誤差 ℛ を小さくするという二段

階最適化問題として定式化される。近年、この問題の一部を等式制約に置き換えて、ペナルティ法

により一段階化して解く手法が提案された [32]。しかし、提案された等式制約は不自然な仮定に

基づくことや、ペナルティ法は収束が遅く最適化が困難であるなどの問題があった。

そこで本章では、最適性条件に基づく理論的により自然な等式制約を提案し、さらにペナルティ

法の代わりに拡張ラグランジュ関数法を用いることにより識別的 NMF の高速化を図る。そして提

案手法の性能をモノラル音声分離のタスクにおいて検証する。
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3.2 準備

本章の構成は以下の通りである。3.2 節では準備として、識別的 NMF の定式化と、先行研究の

ペナルティ法により解く手法を説明する。3.3 節では新しい等式制約の提案と、拡張ラグランジュ

関数法による高速化、およびその更新式の導出を行う。3.4 節ではまず提案手法の収束の振る舞い

について調べ、次に先行研究と提案手法との、モノラル音声分離における性能比較を行う。3.5 節

では結論と今後の課題を述べる。

3.2 準備

3.2.1 識別的 NMF

▶ 定式化
3.1 節で述べたように、plain NMF (3.1) による基底学習では音響的性質が類似した音源群に対

しては似通った基底が学習されてしまい、分離性能が悪くなるという問題があった。

この問題に対する解決策の一つとして提案されているのが基底の識別的な学習である。識別的

学習の定式化の方法は複数あるが [12, 32, 40, 50]、特に文献 [50] では各音源信号の再構成誤差

ℛ (3.1a) に加えて、混合信号の分析誤差 𝒜 (3.2a) を考慮に入れ、識別的学習を次式のように定式

化した。

識別的 NMF

min
𝖶,𝖧

ℛ(𝖶,𝖧) (ℛ(𝖶,𝖧) = ∑
𝑛
𝐷𝛽(𝑉𝑛 ∣ 𝑊𝑛𝐻𝑛)) (3.3a)

s.t. 𝖧 = arg min
𝖧′

𝒜(𝖶,𝖧′) (𝒜(𝖶,𝖧′) = 𝐷𝛽 (𝑋 ∣ ∑
𝑛
𝑊𝑛𝐻′

𝑛)) (3.3b)

ここで (3.3b) 中の 𝑋 は、学習データである各音源信号のクリーン信号を時間領域で足し合わせて

作った仮の混合信号に対し STFT を掛け、振幅スペクトログラムを取ったものである。本論文で

は (3.3) による識別的学習の定義を特に識別的 NMF（Discriminative NMF; DNMF）と呼ぶこと

にする。（ただし、煩雑さを避けるために省略したが𝖶,𝖧, 𝖧′ は非負という制約条件も勿論付く。）

数理最適化の分野では、このように最適化問題の制約条件の中にさらに別の最適化問題が含まれ

ているものを二段階最適化問題（bilevel optimization problem）という [38]。上下の最適化問題

や目的関数を指して、上段の最適化問題（upper level optimization problem）と下段の最適化問
題（lower level optimization problem）、上段の目的関数（upper level objective function）と下段
の目的関数（lower level objective function）という。

▶ 識別的学習の仕組み
この二段階最適化問題 (3.3) の意味するところは、混合信号に対する分析誤差 𝒜 (3.3b) を最小

化するようなアクティベーション 𝖧 を用いたときに、各音源信号の再構成誤差 ℛ (3.3a) を最小化

するような基底 𝖶 を学習せよ、ということである。（𝒜 の最小化において基底 𝖶 は未知であるた

め、𝒜は(3.2a) とは違って𝖶,𝖧の関数になることに注意。）二段階最適化問題ではあくまで「下段
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の目的関数が最小化されている」という条件下で上段の目的関数を最小化しようとするため、識別

的 NMF においては混合信号を分離することを最終目標として基底学習を行うこととなり、学習時

とテスト時の目的が一致することになる。

識別的 NMF (3.3) により得られる基底がなぜ識別的になるかについては次のような説明ができ

る。音源数が 𝑁 = 2 の場合を考えよう。ある時間フレーム 𝑡 において、混合信号 𝒙𝑡 の中で音源 1

は有音（𝒗1𝑡 > 0）だが音源 2 は無音（𝒗2𝑡 = 0）だとする。今、各音源の基底𝑊1,𝑊2 が何らかの意味

で識別的でない、類似したスペクトルを持っていたとする。そしてそのために混合信号に対する分

析誤差 𝒜 (3.3b) の最小化の結果、時刻 𝑡 において音源 1 ではなく音源 2 にアクティベーションが

割り当てられてしまった（𝒉1𝑡 = 0, 𝒉2𝑡 > 0）としよう。するとこのとき、時刻 𝑡において逆に音源

1 が無音で音源 2 が有音であると推定され、各音源信号に対する再構成誤差 ℛ (3.3a) が上昇してし

まうことになる。以上をまとめると、識別的 NMF では、混合信号を分離する際に各音源へのアク

ティベーションの割り当て誤りが起こりにくいという意味で識別的な基底が学習される。

3.2.2 ペナルティ法による識別的 NMFの二段階最適化

近年、識別的 NMF の二段階最適化問題(3.3) に対してペナルティ法（PenaltyMethod; PM）を

用いた解法が提案された [32]。この手法では、下段の混合信号を分離するという最適化問題を何

らかの等式制約

𝐶1 = … = 𝐶𝑁 = 0

に置き換え、これを次式のように上段の目的関数に組み込むことで、二段階最適化問題を一段階最

適化問題に帰着させる。

ペナルティ法による識別的 NMF

min
𝖶,𝖧

ℒ(𝖶,𝖧) (ℒ(𝖶,𝖧) ≔ ℛ(𝖶,𝖧) + 𝜆
2 ∑𝑛

‖𝐶𝑛‖2𝐹) (3.4a)

s.t. 𝑊1, …,𝑊𝑁 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻1, …,𝐻𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ (3.4b)

𝜆 > 0は等式制約項 𝐶1, …, 𝐶𝑁 の考慮の度合いを変えるペナルティパラメータである。ペナルティ

法では目的関数 ℒ を最小化する際に、各ステップにおいて 𝜆 を段々と大きくしていく。（𝜆 の具体

的な更新式は 3.4.2 節で後述する。）これにより、等式制約を満たしつつ、つまり混合信号に対する

分析誤差を最小化しつつ、各音源信号に対する再構成誤差 ℛを最小化していくことができる。

先行研究 [32] では、識別的 NMF の下段の最適化問題 (3.3b) に対して、教師あり NMF の上界

最小化アルゴリズムによる更新式 (2.7) で最適化するときの更新の停止条件から、ペナルティ法に

用いる等式制約を

更新式の停止条件に基づく等式制約

0 = 𝐶′
𝑛 ≔ 𝐻𝑛 ⊙ (𝐽 − (

𝑊⊤
𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)
𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1 )

𝜙(𝛽)

) (∀𝑛) (3.5)

で定義している。
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3.3 提案

3.3.1 最適性条件に基づく新しい等式制約

等式制約 (3.5) はあくまでアクティベーションを教師あり NMF の上界最小化アルゴリズムによ

る更新式に従って更新するときの停止条件であり、識別的 NMF の下段の最適化問題 (3.3b) の最

適性条件ではない。特に等式制約 (3.5) は 𝐻𝑛 の行列要素が = 0となるときも満たされてしまう。

これをペナルティ項 ‖𝐶′
𝑛‖2𝐹 にすると、𝐻𝑛 に対する 𝐿2 正則化のような効果が現れてしまう。

ところで、そもそも下段の目的関数 𝒜 (3.3b) は、𝛽ダイバージェンスが一方の変数を固定した場

合には他方の変数について 1 ≤ 𝛽 ≤ 2において凸であることから（2.6.1 節）、𝐻𝑛 に関して凸であ

る。よって、下段の最適化問題 (3.3b) について、簡単のため非負値制約 𝐻′
1, …,𝐻′

𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ を無視

して考えれば、1 ≤ 𝛽 ≤ 2においてその大域最適性条件は

最適性条件に基づく等式制約

0 = 𝐶″
𝑛 ≔

𝜕𝒜
𝜕𝐻𝑛

= 𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1 −𝑊⊤

𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2) (∀𝑛) (3.6)

で与えられる。これをペナルティ法に用いる新たな等式制約とすることができる。ただし、本来

は非負値制約 𝐻′
1, …,𝐻′

𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ も加味しなければならないため、この等式制約にも一種の近似が

入っている。また 𝛽 < 1, 𝛽 > 2においては、𝒜は非凸なのでこの等式制約は 𝐻𝑛 が停留点にある条

件でしかないことに注意する。

3.3.2 拡張ラグランジュ関数法による高速化

▶ 定式化
ペナルティ法の問題点は、ペナルティパラメータ 𝜆 の値が有限のときは一般に元の等式制約

下最適化問題の正確な最適解が得られないことである。一方で 𝜆 を大きくするにつれて目的関

数 (3.4a) のヘッセ行列の条件数も大きくなり、収束が遅くなって最適化が困難になることが知ら

れている [54]。

そこで本論文では、拡張ラグランジュ関数法（Augmented Lagrangian Method; ALM）による

識別的 NMF の二段階最適化を提案する。拡張ラグランジュ関数法では、最適化問題を

拡張ラグランジュ関数法による識別的 NMF

min
𝖶,𝖧

ℒ𝖬(𝖶, 𝖧) (ℒ𝖬(𝖶, 𝖧) ≔ ℛ(𝖶,𝖧) + 𝒞𝖬(𝖶, 𝖧)) (3.7a)

s.t. 𝑊1, …,𝑊𝑁 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻1, …,𝐻𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ (3.7b)

で定義する。ここで 𝒞𝖬 は、

Γ𝑛 ≔ 𝐶𝑛 + 𝜆−1𝑀𝑛 (∀𝑛)
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とおいて、

𝒞𝖬(𝖶, 𝖧) ≔
𝜆
2 ∑𝑛

‖Γ𝑛‖2𝐹 (3.8)

で定義される拡張されたペナルティ項である。ペナルティ法でのペナルティ項 (3.4a) にラグラン
ジュ乗数（Lagrange multiplier）𝑀1, …,𝑀𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇 を導入した点が違いである。𝖬はこれらをま

とめたテンソルで、𝖬 ∈ ℝ𝑁×𝐾×𝑇 である。なお等式制約項 𝐶𝑛 としては先行研究の 𝐶′
𝑛 (3.5) か、提

案した 𝐶″
𝑛 (3.6) を使う。

▶ 拡張ラグランジュ関数法の仕組み
ペナルティ法では基底 𝖶 およびアクティベーション 𝖧 の更新とペナルティパラメータ 𝜆 の更新

とを交互に繰り返すが、拡張ラグランジュ関数法ではこれらの間に

拡張ラグランジュ関数法におけるラグランジュ乗数の更新式

𝑀𝑛 ←𝑀𝑛 + 𝜆𝐶𝑛 (∀𝑛) (3.9)

というラグランジュ乗数の更新を挟む。このようにする理由は次のような力学モデルを考えるとわ

かりやすい。拡張されたペナルティ項（の音源 𝑛成分）(𝜆/2)‖𝐶𝑛+𝜆−1𝑀𝑛‖2𝐹 がバネ定数 𝜆のバネに

繋がれた質点 𝐶𝑛 のポテンシャルエネルギーのようなものだと考えると、ペナルティパラメータ 𝜆

を大きくしていくことはバネを強くしていくことに相当し、拡張ラグランジュ乗数を (3.9) で更新

することは質点が振れている方向とは逆の方向にバネの支点を動かすことに相当する。この支点シ

フトの操作により、ペナルティ法よりも高速に等式制約項 𝐶𝑛 を 0 に近づけられる。さらにペナル

ティ法と違って、有限の 𝜆の値でもある適当な条件下で元の等式制約下最適化問題の最適解が得ら

れることが知られている [54]。

3.3.3 更新式の導出

2 種類の等式制約項 (3.5)、 (3.6) と 2 種類の最適化手法 (3.4)、 (3.7) で、計 4 種類の場合の基

底とアクティベーションの更新式を導出する。ところで、拡張ラグランジュ関数法における更新式

さえ得られれば、その更新式において恒等的にラグランジュ乗数𝑀1 = … = 𝑀𝑁 = 0とすれば自動

的にペナルティ法における更新式が求まる。そこで以下では2種類の等式制約を用いた場合の拡張

ラグランジュ関数法による更新式を導出しよう。なおペナルティパラメータ 𝜆の更新式については

3.4.2 節で述べる。

さて、NMF の更新式の求め方としては上界最小化アルゴリズム（2.6.2 節）が定番だが、拡張ラ

グランジュ関数法における目的関数 (3.7a) に対して separable な代理関数を設計することは大変

難しい。そこで我々は更新式の導出に Févotte rule を採用する [7]。この方法では、例えば音源 𝑛

の基底𝑊𝑛 の更新式は、目的関数を𝑊𝑛 で偏微分したものを正負に分けて = Δ+ − Δ−, (Δ+, Δ− ≥ 0)

とおき、ステップ幅を𝑊𝑛/Δ+ とする勾配降下法を考えることで

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙Δ−/Δ+

という乗算型更新式が得られる。他の音源の基底やアクティベーションの場合も全く同様である。
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ただし、Févotte rule はあくまで場当たり的な方法に過ぎず、上界最小化アルゴリズムとは違って

目的関数の単調非増加性は保証できないことに注意する。

▶ 提案された等式制約項を用いた場合
等式制約項 𝐶𝑛 として提案された 𝐶″

𝑛 (3.6) を用いた場合の、拡張ラグランジュ関数法による識別

的 NMF の更新式を求める。目的関数 (3.7a) を再掲しておく：

ℒ𝖬(𝖶, 𝖧) = ℛ(𝖶,𝖧) + 𝒞𝖬(𝖶, 𝖧)

まず第一項の各音源に対する再構成誤差 ℛは

ℛ = ∑
𝑛𝑓𝑡

(
̂𝑣𝛽𝑛𝑓𝑡
𝛽 −

𝑣𝑛𝑓𝑡 ̂𝑣𝛽−1𝑛𝑓𝑡

𝛽 − 1 ) + const. ( ̂𝑣𝑛𝑓𝑡 ≔ 𝒘𝑛𝑓𝒉𝑛𝑡)

と書けた。（ただし𝑾,𝑯に依存しない項を省いた。また、𝒘𝑛𝑓 ∈ ℝ1×𝐾
+ は𝑊𝑛 の第 𝑓行ベクトル、

𝒉𝑛𝑡 ∈ ℝ𝐾
+ は 𝐻𝑛 の第 𝑡  列ベクトルである。）これを 𝑤𝑛𝑓𝑘 で偏微分すると

𝜕ℛ
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘

= ∑
𝑡
( ̂𝑣𝛽−1𝑛𝑓𝑡 − 𝑣𝑛𝑓𝑡 ̂𝑣𝛽−2𝑛𝑓𝑡 )ℎ𝑛𝑘𝑡

となり、行列形式で書くと

𝜕ℛ
𝜕𝑊𝑛

= (𝑉̂𝛽−1
𝑛 − 𝑉𝑛 ⊙ 𝑉̂𝛽−2

𝑛 )𝐻⊤
𝑛 (3.10)

となる。一方 ℛを ℎ𝑛𝑘𝑡 で偏微分すると、

𝜕ℛ
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

= ∑
𝑓
𝑤𝑛𝑓𝑘( ̂𝑣𝛽−1𝑛𝑓𝑡 − 𝑣𝑛𝑓𝑡 ̂𝑣𝛽−2𝑛𝑓𝑡 )

となり、行列形式で書くと

𝜕ℛ
𝜕𝐻𝑛

= 𝑊⊤
𝑛 (𝑉̂

𝛽−1
𝑛 − 𝑉𝑛 ⊙ 𝑉̂𝛽−2

𝑛 ) (3.11)

となる。

次に第二項の拡張されたペナルティ項 𝒞𝖬 は

𝒞𝖬(𝖶, 𝖧) =
𝜆
2 ∑𝑛

‖Γ𝑛‖2𝐹 =
𝜆
2 ∑𝑛𝑘𝑡

𝛾2𝑛𝑘𝑡

と書けた。これを 𝑤𝑛𝑓𝑘 で偏微分すると

𝜕𝒞𝖬
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘

= 𝜆 ∑
𝑛′𝑘′𝑡

𝛾𝑛′𝑘′𝑡
𝜕𝑐𝑛′𝑘′𝑡
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘

となる。ここで今提案された等式制約項 (3.6) を使っているから

𝑐𝑛𝑘𝑡 = 𝑐″𝑛𝑘𝑡 = ∑
𝑓
𝑤𝑛𝑓𝑘(𝑋̂𝛽−1 − 𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)𝑓𝑡

であり、

𝜕𝑐𝑛′𝑘′𝑡
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘

= 𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑘𝑘′(𝑋̂𝛽−1 − 𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)𝑓𝑡 +∑
𝑓′
𝑤𝑛′𝑓′𝑘′[(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]𝑓′𝑡

𝜕 ̂𝑥𝑓′𝑡
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘
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となる。

𝜕 ̂𝑥𝑓′𝑡
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘

= 𝛿𝑓𝑓′ℎ𝑛𝑘𝑡

であるから、結局

𝜕𝒞𝖬
𝜕𝑤𝑛𝑓𝑘

= 𝜆∑
𝑡
𝛾𝑛𝑘𝑡(𝑋̂𝛽−1 −𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)𝑓𝑡 + 𝜆 ∑

𝑛′𝑘′𝑡
𝛾𝑛′𝑘′𝑡𝑤𝑛′𝑓𝑘′[(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]𝑓𝑡ℎ𝑛𝑘𝑡

となる。行列形式で書くと

𝜕𝒞𝖬
𝜕𝑊𝑛

= 𝜆(𝑋̂𝛽−1 − 𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)Γ⊤𝑛 + 𝜆{𝑌 ⊙ [(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]}𝐻⊤
𝑛 (3.12)

となる。ここで

𝑌 ≔∑
𝑛
𝑊𝑛Γ𝑛

とおいた。一方 𝒞𝖬 を ℎ𝑛𝑘𝑡 で偏微分すると

𝜕𝒞𝖬
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

= 𝜆 ∑
𝑛′𝑘′𝑡′

𝛾𝑛′𝑘′𝑡′
𝜕𝑐𝑛′𝑘′𝑡′
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

となり、

𝜕𝑐𝑛′𝑘′𝑡′
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

= ∑
𝑓
𝑤𝑛′𝑓𝑘′[(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]𝑓𝑡′

𝜕 ̂𝑥𝑓𝑡′
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

で、

𝜕 ̂𝑥𝑓𝑡′
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

= 𝛿𝑡𝑡′𝑤𝑛𝑓𝑘

であるから、結局

𝜕𝒞𝖬
𝜕ℎ𝑛𝑘𝑡

= 𝜆 ∑
𝑛′𝑓𝑘′

𝛾𝑛′𝑘′𝑡𝑤𝑛′𝑓𝑘′[(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]𝑓𝑡𝑤𝑛𝑓𝑘

となる。行列形式で書くと

𝜕𝒞𝖬
𝜕𝐻𝑛

= 𝜆𝑊⊤
𝑛 {𝑌 ⊙ [(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]} (3.13)

となる。

以上をまとめると、等式制約項 𝐶𝑛 として提案した 𝐶″
𝑛 (3.6) を用いた場合、拡張ラグランジュ関

数法における目的関数 (3.7a) の、音源 𝑛の基底𝑊𝑛 による偏微分は、 (3.10)、 (3.12) から

𝜕ℒ𝖬
𝜕𝑊𝑛

=(𝑉̂𝛽−1
𝑛 − 𝑉𝑛 ⊙ 𝑉̂𝛽−2

𝑛 )𝐻⊤
𝑛

+ 𝜆(𝑋̂𝛽−1 − 𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)(Γ+𝑛 − Γ−𝑛 )⊤

+ 𝜆{(𝑌+ − 𝑌−) ⊙ [(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]}𝐻⊤
𝑛 (∀𝑛)

(3.14)

となる。一方、対応するアクティベーション 𝐻𝑛 による偏微分は、 (3.11)、 (3.13) から
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3.3 提案

𝜕ℒ𝖬
𝜕𝐻𝑛

=𝑊⊤
𝑛 (𝑉̂

𝛽−1
𝑛 − 𝑉𝑛 ⊙ 𝑉̂𝛽−2

𝑛 )

+ 𝜆𝑊⊤
𝑛 {(𝑌+ − 𝑌−) ⊙ [(𝛽 − 1)𝑋̂𝛽−2 − (𝛽 − 2)𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3] (∀𝑛)

(3.15)

となる。ただし、更新式を求める際に正負の項に分類する必要があるため、

𝐶+
𝑛 = (𝐶″

𝑛)+ ≔ 𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1, 𝐶−

𝑛 = (𝐶″
𝑛)− ≔ 𝑊⊤

𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2) (∀𝑛)

𝑀+
𝑛 ≔max {𝑀𝑛, 0}, 𝑀−

𝑛 ≔max {−𝑀𝑛, 0} (∀𝑛)

Γ+𝑛 ≔ 𝐶+
𝑛 + 𝜆−1𝑀+

𝑛 , Γ−𝑛 ≔ 𝐶−
𝑛 + 𝜆−1𝑀−

𝑛 (∀𝑛)

𝑌+ ≔∑
𝑛
𝑊𝑛Γ+𝑛 , 𝑌− ≔∑

𝑛
𝑊𝑛Γ−𝑛

とおいた。これらは全て非負である。またmaxは行列要素毎に取る。

得られた勾配 (3.14)、 (3.15) を正負に分けることで更新式が導出できる。ただし 𝛽 の値に応じ

て係数の正負が変わることに注意する。𝛽 = 0（板倉齋藤ダイバージェンス）のときは

識別的 NMF の基底とアクティベーションの更新式（𝛽 = 0, 𝐶𝑛 = 𝐶″
𝑛）

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙

𝑉𝑛
𝑉̂2
𝑛
𝐻⊤
𝑛 + 𝜆 ( 𝐽

𝑋̂
(Γ−𝑛 )⊤ +

𝑋
𝑋̂2

(Γ+𝑛 )⊤) + 𝜆 (2𝑌
− ⊙𝑋
𝑋̂3

+ 𝑌+

𝑋̂2
)𝐻⊤

𝑛

𝐽
𝑉̂𝑛
𝐻⊤
𝑛 + 𝜆 ( 𝐽

𝑋̂
(Γ+𝑛 )⊤ +

𝑋
𝑋̂2

(Γ−𝑛 )⊤) + 𝜆 (2𝑌
+ ⊙𝑋
𝑋̂3

+ 𝑌−

𝑋̂2
)𝐻⊤

𝑛

(∀𝑛) (3.16a)

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙
𝑊⊤
𝑛
𝑉𝑛
𝑉̂2
𝑛
+ 𝜆𝑊⊤

𝑛 (2𝑌
− ⊙𝑋
𝑋̂3

+ 𝑌+

𝑋̂2
)

𝑊⊤
𝑛

𝐽
𝑉̂𝑛

+ 𝜆𝑊⊤
𝑛 (2𝑌

+ ⊙𝑋
𝑋̂3

+ 𝑌−

𝑋̂2
)

(∀𝑛) (3.16b)

となる。𝛽 = 1（一般化 KL ダイバージェンス）のときは

識別的 NMF の基底とアクティベーションの更新式（𝛽 = 1, 𝐶𝑛 = 𝐶″
𝑛）

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙

𝑉𝑛
𝑉̂𝑛
𝐻⊤
𝑛 + 𝜆 (𝐽(Γ−𝑛 )⊤ +

𝑋
𝑋̂
(Γ+𝑛 )⊤) + 𝜆𝑌

− ⊙𝑋
𝑋̂2

𝐻⊤
𝑛

𝐽𝐻⊤
𝑛 + 𝜆 (𝐽(Γ+𝑛 )⊤ +

𝑋
𝑋̂
(Γ−𝑛 )⊤) + 𝜆𝑌

+ ⊙𝑋
𝑋̂2

𝐻⊤
𝑛

(∀𝑛) (3.17a)

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙
𝑊⊤
𝑛
𝑉𝑛
𝑉̂𝑛

+ 𝜆𝑊⊤
𝑛
𝑌− ⊙𝑋
𝑋̂2

𝑊⊤
𝑛 𝐽 + 𝜆𝑊⊤

𝑛
𝑌+ ⊙𝑋
𝑋̂2

(∀𝑛) (3.17b)

となる。𝛽 = 2（ユークリッド距離）のときは

識別的 NMF の基底とアクティベーションの更新式（𝛽 = 2, 𝐶𝑛 = 𝐶″
𝑛）

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙
𝑉𝑛𝐻⊤

𝑛 + 𝜆 (𝑋̂(Γ−𝑛 )⊤ + 𝑋(Γ+𝑛 )⊤) + 𝜆𝑌−𝐻⊤
𝑛

𝑉̂𝑛𝐻⊤
𝑛 + 𝜆 (𝑋̂(Γ+𝑛 )⊤ + 𝑋(Γ−𝑛 )⊤) + 𝜆𝑌+𝐻⊤

𝑛
(∀𝑛) (3.18a)

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙
𝑊⊤
𝑛 𝑉𝑛 + 𝜆𝑊⊤

𝑛 𝑌−

𝑊⊤
𝑛 ̂𝑉𝑛 + 𝜆𝑊⊤

𝑛 𝑌+ (∀𝑛) (3.18b)
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となる。

▶ 先行研究の等式制約を用いた場合
等式制約項 𝐶𝑛 として先行研究の 𝐶′

𝑛 (3.5) を用いた場合の、拡張ラグランジュ関数法による識別

的 NMF の更新式を求める。前節と全く同様にして更新式を導出できる。目的関数 (3.7a) の、音

源 𝑛の基底𝑊𝑛 による偏微分は、

𝜕ℒ𝖬
𝜕𝑊𝑛

=(𝑉̂𝛽−1
𝑛 − 𝑉𝑛 ⊙ 𝑉̂𝛽−2

𝑛 )𝐻⊤
𝑛

+ 𝜆𝜙(𝛽)𝑋̂𝛽−1(𝐷+
𝑛 − 𝐷−

𝑛 )
⊤

− 𝜆𝜙(𝛽)(𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)(𝐷
+
𝑛 − 𝐷

−
𝑛 )⊤

+ 𝜆𝜙(𝛽)(𝛽 − 1) [(𝑍+ − 𝑍−) ⊙ 𝑋̂𝛽−2]𝐻⊤
𝑛

− 𝜆𝜙(𝛽)(𝛽 − 2) [(𝑍
+
− 𝑍

−
) ⊙ 𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3]𝐻⊤

𝑛 (∀𝑛)

(3.19)

となる。一方対応するアクティベーション 𝐻𝑛 による偏微分は、

𝜕ℒ𝖬
𝜕𝐻𝑛

=𝑊⊤
𝑛 (𝑉̂

𝛽−1
𝑛 − 𝑉𝑛 ⊙ 𝑉̂𝛽−2

𝑛 )

+ (𝐽 − (
𝑊⊤
𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)
𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1 )

𝜙(𝛽)

) ⊙ (Γ+𝑛 − Γ−𝑛 )

+ 𝜆𝜙(𝛽)(𝛽 − 1)𝑊⊤
𝑛 [(𝑍+ − 𝑍−) ⊙ 𝑋̂𝛽−2]

− 𝜆𝜙(𝛽)(𝛽 − 2)𝑊⊤
𝑛 [(𝑍

+
− 𝑍

−
) ⊙ 𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−3] (∀𝑛)

(3.20)

となる。ただし、

𝐶+
𝑛 = (𝐶′

𝑛)+ ≔ 𝐻𝑛, 𝐶−
𝑛 = (𝐶′

𝑛)− ≔ 𝐻𝑛 ⊙ (
𝑊⊤
𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)
𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1 )

𝜙(𝛽)

(∀𝑛)

𝑀+
𝑛 ≔max {𝑀𝑛, 0}, 𝑀−

𝑛 ≔max {−𝑀𝑛, 0} (∀𝑛)

Γ+𝑛 ≔ 𝐶+
𝑛 + 𝜆−1𝑀+

𝑛 , Γ−𝑛 ≔ 𝐶−
𝑛 + 𝜆−1𝑀−

𝑛 (∀𝑛)

𝐷+
𝑛 =

𝐶−
𝑛 ⊙ Γ+𝑛

𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1

, 𝐷−
𝑛 =

𝐶−
𝑛 ⊙ Γ−𝑛

𝑊⊤
𝑛 𝑋̂𝛽−1

(∀𝑛)

𝐷
+
𝑛 =

𝐶−
𝑛 ⊙ Γ+𝑛

𝑊⊤
𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)

, 𝐷
−
𝑛 =

𝐶−
𝑛 ⊙ Γ−𝑛

𝑊⊤
𝑛 (𝑋 ⊙ 𝑋̂𝛽−2)

(∀𝑛)

𝑍+ ≔∑
𝑛
𝑊𝑛𝐷+

𝑛 , 𝑍− ≔∑
𝑛
𝑊𝑛𝐷−

𝑛

𝑍
+
≔∑

𝑛
𝑊𝑛𝐷

+
𝑛 , 𝑍

−
≔∑

𝑛
𝑊𝑛𝐷

−
𝑛

とおいた。これらは全て非負である。

得られた勾配 (3.19)、 (3.20) から更新式が導出できる。𝛽 = 0（板倉齋藤ダイバージェンス）の

ときは
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3.4 実験

識別的 NMF の基底とアクティベーションの更新式（𝛽 = 0, 𝐶𝑛 = 𝐶′
𝑛）

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙

𝑉𝑛
𝑉̂2
𝑛
𝐻⊤
𝑛 +

𝜆
2 (

𝐽
𝑋̂
(𝐷−

𝑛 )
⊤ + 𝑋

𝑋̂2
(𝐷

+
𝑛 )⊤ + (

𝑍+

𝑋̂2
+ 2𝑍

−
⊙𝑋

𝑋̂3
)𝐻⊤

𝑛)

𝐽
𝑉̂𝑛
𝐻⊤
𝑛 +

𝜆
2 (

𝐽
𝑋̂
(𝐷+

𝑛 )
⊤ + 𝑋

𝑋̂2
(𝐷

−
𝑛 )⊤ + (

𝑍−

𝑋̂2
+ 2𝑍

+
⊙𝑋

𝑋̂3
)𝐻⊤

𝑛)

(∀𝑛) (3.21a)

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙

𝑊⊤
𝑛
𝑉𝑛
𝑉̂2
𝑛
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(3.21b)

となる。𝛽 = 1（一般化 KL ダイバージェンス）のときは

識別的 NMF の基底とアクティベーションの更新式（𝛽 = 1, 𝐶𝑛 = 𝐶′
𝑛）

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙

𝑉𝑛
𝑉̂𝑛
𝐻⊤
𝑛 + 𝜆(𝐽(𝐷−

𝑛 )
⊤ + 𝑋

𝑋̂
(𝐷

+
𝑛 )⊤ +

𝑍
−
⊙𝑋
𝑋̂2

𝐻⊤
𝑛)

𝐽𝐻⊤
𝑛 + 𝜆(𝐽(𝐷+

𝑛 )
⊤ + 𝑋

𝑋̂
(𝐷

−
𝑛 )⊤ +

𝑍
+
⊙𝑋
𝑋̂2

𝐻⊤
𝑛)

(∀𝑛) (3.22a)

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙

𝑊⊤
𝑛
𝑉𝑛
𝑉̂𝑛

+ 𝜆(Γ−𝑛 +
𝑊⊤
𝑛

𝑋
𝑋̂

𝑊⊤
𝑛 𝑋̂
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−
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)

(∀𝑛) (3.22b)

となる。𝛽 = 2（ユークリッド距離）のときは

識別的 NMF の基底とアクティベーションの更新式（𝛽 = 2, 𝐶𝑛 = 𝐶′
𝑛）

𝑊𝑛 ←𝑊𝑛 ⊙
𝑉𝑛𝐻⊤

𝑛 + 𝜆 (𝑋̂(𝐷−
𝑛 )
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𝑛 + 𝜆 (𝑋̂(𝐷+

𝑛 )
⊤ + 𝑋(𝐷

−
𝑛 )⊤ + 𝑍+𝐻⊤

𝑛)
(∀𝑛) (3.23a)

𝐻𝑛 ← 𝐻𝑛 ⊙
𝑊⊤
𝑛 𝑉𝑛 + 𝜆(Γ−𝑛 +

𝑊⊤
𝑛 𝑋
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𝑛 𝑋̂

⊙ Γ+𝑛 +𝑊⊤
𝑛 𝑍−)

𝑊⊤
𝑛 ̂𝑉𝑛 + 𝜆(Γ+𝑛 +

𝑊⊤
𝑛 𝑋

𝑊⊤
𝑛 𝑋̂

⊙ Γ−𝑛 +𝑊⊤
𝑛 𝑍+)

(∀𝑛) (3.23b)

となる。

3.4 実験

以降では、ペナルティ法および拡張ラグランジュ関数法による識別的 NMF において先行研

究 [32] の等式制約項 (3.5) を用いたものを DNMF（previous）、提案した等式制約項 (3.6) を用い
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たものを DNMF (proposed) と呼ぶことにする。本研究では plain NMF を基準として、𝛽 = 0, 1, 2

の場合にペナルティ法および拡張ラグランジュ関数法による 2 種の DNMF の収束の振る舞いを調

べ（3.4.2 節）、さらにモノラル音声分離における性能の比較を行った（3.4.3 節）。

3.4.1 実験条件

データセットは ATR 音素バランス 503 文[22] から作成した。音源数を 𝑁 = 2とし、話者のペア

を FKN/FTK、FKN/MHT、MHT/MSH（FKN と FTK は女性、MHT と MSH は男性）の 3 種類

とした。3.4.2 節で述べるハイパーパラメータの決定と収束の確認のための開発データセットとし

て、FKN/MHT の A、B セットの一人当たり全 100 発話を用いた。また 3.4.3 節の音声分離におい

ては、各ペアに対して、学習データセットとして C、D セットの一人当たり全 100 発話、テスト

データセットとして E、F セットの一人当たり全 100 発話を用いた。混合音声は、分離対象のペア

中の各話者の、同一の発話内容（つまり、同じ文章）の音声を、SNR を 0 dB として瞬時混合し作

成した。標本化周波数は 20 kHz であり、短時間フーリエ変換のフレーム幅は 25.6 ms、フレーム

シフトは 12.8 ms とした。窓はハニング窓を用いた。各音源の基底ベクトルの本数は 𝐾 = 200 と

し、基底𝖶とアクティベーション 𝖧は [0, 1]の区間の乱数により初期化した。またラグランジュ乗

数 𝖬の初期値は 0とした。なお、ゼロ除算を防ぐために、最適化中に eps = 10−9 以下の行列要素

が現れた場合それらは全て eps に置き換えた。最適化の反復回数は 1200 回とした。推定音声の位

相には、混合音声の位相をそのまま用いた。音声分離の評価指標としては音源対歪み比（source to

distortion ratio; SDR） [46] の改善量（混合音声をそのまま分離音声とした場合からの SDR の改

善量）である SDRi を用いた。この値が高いほど分離性能が良い。

3.4.2 提案手法の収束について

収束について述べる前に、まずペナルティパラメータ 𝜆の更新法について説明する。拡張ラグラ

ンジュ関数法の目的関数 (3.7a) 中の再構成誤差 ℛ を十分小さくするためには、最適化の反復の初

期段階では 𝜆を小さくする必要がある一方で、等式制約 𝐶1 = … = 𝐶𝑁 = 0を満たすためには段々と

大きくしていかなければならない。そこで本研究では、先行研究 [32] のやり方にならって、𝜆を

𝜆 =
⎧

⎨
⎩

𝜆I (1 ≤ 𝑖 ≤ 200)

𝜆I (𝜆L/𝜆I)
(𝑖−201)/999 (201 ≤ 𝑖 ≤ 1200)

(3.24)

のように更新する。𝑖 は反復のインデックスであり、𝜆I, 𝜆L > 0 はそれぞれ 𝜆 の初期値と

最終値である。開発データセットを用いたチューニングにより、𝛽 = 0, 1, 2 でそれぞれ

(𝜆I, 𝜆L) = (10−4, 10−1), (10−5, 10−2), (10−7, 10−4)と決定した。

これらのハイパーパラメータを用いて、開発データセットにおける提案手法の収束について

調べた。Fig. 3.1 に、𝛽 = 1 としてペナルティ法または拡張ラグランジュ関数法により DNMF

（previous）と DNMF (proposed) を行った際の、各話者音声に対する再構成誤差 ℛ (3.1a)、混合

音声に対する分析誤差 𝒜 (3.2a) および∑𝑁
𝑛=1 ‖𝐶𝑛‖1 で計算された等式誤差（equality error）の収束

の振る舞いを示す（ただし、以上の諸量は時間フレーム数 𝑇で正規化してある）。ℛと 𝒜について

は基準として plain NMF の値を載せてある。

Fig. 3.1b, 3.1d を見ると、2 種の DNMF は plain NMF より ℛが大きいものの、𝒜は小さくなっ
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3.4 実験

plain NMF    
(previous)

(a) Reconstruction errors (PM).

plain NMF    
(previous)

(b) Reconstruction errors (ALM).

(previous)
plain NMF    

(previous)

(c) Analysis errors and equality errors (PM).

(previous)

(previous)
plain NMF    

(d) Analysis errors and equality errors (ALM).

Fig. 3.1: Convergence behavior of the reconstruction errors ℛ, the analysis errors 𝒜 and the

equality errors∑𝑁
𝑛=1 ‖𝐶𝑛‖1 when 𝛽 = 1. In (a) and (c), we used PM to execute DNMF. In (b) and

(d), we used ALM. In (c) and (d), the solid lines represent the analysis errors and the dotted lines

represent the equality errors.

ていることが分かる。これは DNMF が、各話者音声に対する再構成誤差よりも混合音声に対す

る分析誤差を下げることを重視して、基底の識別的学習を行ったためだと考えられる。加えて

Fig. 3.1a, 3.1b を比較すると、ペナルティ法よりも拡張ラグランジュ関数法の方が反復の早い段階

で ℛに正則化を掛けられている。同様に Fig. 3.1c, 3.1d を比較すると、拡張ラグランジュ関数法の

方が 𝒜 および等式誤差 ∑𝑁
𝑛=1 ‖𝐶𝑛‖1 が急速に減少している。この 2 つの差異は、拡張ラグランジュ

関数法ではペナルティ法より急速に等式制約が満たされるということの証左だと考えられる。

3.4.3 モノラル音声分離における性能比較

Table 3.1 に 𝛽 = 0, 1, 2での plain NMF、DNMF（previous）および DNMF (proposed) を用い

た教師あり NMF による、各話者ペアに対する SDRi を示す。太字の数値が各音源についての最高

値である。2 種の DNMF については拡張ラグランジュ関数法を用いた場合に加えてペナルティ法

を用いた場合の結果が括弧中に付記されている。

これを見ると 𝛽 = 1, 2のとき DNMF (proposed) が平均的に SDRi が高く、特に 𝛽 = 2で最大

である。これは DNMF（proposed）では基底の識別的学習が上手くはたらいたためと考えられ

る。DNMF（previous）と DNMF (proposed) を比較すると全ての 𝛽 で後者の方が平均的により
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Table 3.1: Separation performance calculated as SDRi [dB]

𝛽 Pair plain NMF DNMF (previous) ALM (PM) DNMF (proposed) ALM (PM)

FKN/FTK 0.164/-0.066 -0.479/-0.570 (-0.353/-0.645) -0.476/-0.355 (-0.535/-0.490)

0 FKN/MHT 1.495/1.516 1.253/1.323 (1.617/1.800) 1.833/2.327 (1.873/2.062)

MHT/MSH -0.060/0.414 -0.629/0.059 (-0.746/-0.324) -0.042/0.283 (-0.708/0.067)

FKN/FTK 1.061/1.331 0.971/1.219 (1.083/1.277) 1.086/1.284 (0.954/1.100)

1 FKN/MHT 2.002/2.495 2.458/2.941 (2.060/2.455) 2.560/3.048 (2.138/2.575)

MHT/MSH 0.733/0.786 0.670/0.702 (0.510/0.547) 0.798/0.838 (0.790/0.820)

FKN/FTK 1.451/1.969 2.223/3.089 (2.239/3.161) 2.216/3.195 (2.180/3.089)

2 FKN/MHT 2.353/2.974 2.909/3.721 (2.864/3.499) 3.004/3.784 (2.857/3.528)

MHT/MSH 0.976/1.040 1.571/1.649 (1.395/1.477) 1.590/1.640 (1.349/1.441)

SDRi が大きい。この理由としては、提案した等式制約項 𝐶″
𝑛 (3.6) が先行研究 [32] の等式制約項

𝐶′
𝑛 (3.5) より正確であることや、3.3.1 節で指摘したように 𝐶′

𝑛 を用いた場合は、ペナルティパラ

メータ 𝜆 を大きくしたときに過剰な 𝐿2 正則化が起こってしまっている可能性などが考えられる。

また 2 種の DNMF に共通して、ペナルティ法の方が拡張ラグランジュ関数法より高い SDRi を示

す場合が見られる。これは、𝜆 が大きすぎたために、拡張ラグランジュ関数法により高速にペナル

ティ項を減少させていった結果、等式制約が重視されすぎて逆に性能が落ちてしまった可能性を示

唆している。

話者ペア毎の違いを見てみると、まず異性ペア（FKN/MHT）では全ての 𝛽で DNMF (proposed)

が最高の SDRi を達成している。特に、3.3.1 節で述べたように下段の目的関数 (3.3b) が非凸で

ある 𝛽 = 0 でも DNMF (proposed) が上手く動作していることは注目に値する。一方で同性ペア

（FKN/FTK、MHT/MSH）では、𝛽 = 0, 1で plainNMF よりも 2 種の DNMF の SDRi が逆に減少

してしまっている場合が見られる。これは、あまりに各音源のスペクトルが似通っている場合には

𝛽 = 0, 1での DNMF による識別的学習が逆効果となってしまう可能性を示している。

3.5 結論

3.5.1 まとめ

本章ではペナルティ法による識別的 NMF で利用される等式制約として、識別的 NMF の下段の

目的関数の最適性条件から得られる新たな等式制約を提案し、更に拡張ラグランジュ関数法による

識別的 NMF の更新式を導出した。モノラル音声分離における性能比較の結果、従来手法に対する

提案手法の優位性が示されたが、あまりに似通った音源に対しては識別的 NMF が逆効果となって

しまう可能性も確認された。
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3.5 結論

3.5.2 今後の課題

今後の研究課題として、まず、識別的 NMF がどのように識別的学習を行なっているか、あるい

は識別的 NMF が定義する「識別性」とは何かということについて理論的に検討する必要がある。

拡張ラグランジュ関数法による識別的 NMF の定式化 (3.7) を見ると、識別的 NMF はある意味で

混合音声 𝑋 の情報を用いて基底 𝖶 に対して正則化を掛けていると考えられる。一方で、教師あり

NMF による音声分離のための基底学習法としては他にも、アクティベーションに対してスパース

正則化を掛けるスパース NMF [16, 23] などがある。スパース性の度合いが、例えば行列の非ゼロ

要素の個数や Hoyer sparsity [16] で定量化できるのと同じように、識別的 NMF の定義する「識

別性」も何らかの形で定量化できれば、識別的 NMF の学習する基底の性質を調べ、他の手法と定

量的な比較ができる。

また、モノラル音声分離以外の音声音響信号処理タスクへの識別的 NMF の応用も考えられる。

例えば NMF による声質変換 [42] では、NMF により学習された話者毎の基底を用いて声質変換

を行うが、そのためには各話者に対して識別的な基底を用いることがより望ましいと考えられる。

識別的 NMF はそのような基底の学習に役立つだろう。
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第 4 章

NMF基底間の識別性評価のための
オーバーラップ尺度

前章では識別的 NMF を取り扱ったが、これは他の基底学習法に比べてどのような性質を
持っているか、またその「識別性」とは何かということが課題として残されていた。もし、あ
る基底学習法により得られる各音源基底に対して、それらの間の「識別性」を定量的に評価で
きる指標が得られれば、識別的 NMF の仕組みや性質を他の手法と比較して議論できる。そこ
で本章では、NMF 基底間の識別性を幾何学的に測るオーバーラップ尺度を提案する。そして、
それを各手法間で比較するための基準として、各音源の真の基底を用いることを提案する。真
の基底を得ることは一般には難しいが、近年、最小体積 NMF を用いることによりこれを近似
的に得られることが明らかになった。本章では plain NMF、識別的 NMF、最小体積 NMF の 3

種類の基底学習法によるモノラル音声分離実験において、最小体積 NMF の場合に計算された
オーバーラップ尺度を基準として、各手法のこの尺度や分離性能を比較した。その結果、識別
的 NMF は plain NMF よりも、各音源の基底間のオーバーラップを小さくするという意味で
「識別的」な基底を学習し、これにより音声分離の性能を向上させていると考えられることが
分かった。しかし、基準である最小体積 NMF の方が識別的 NMF よりも更にオーバーラップ
が小さく、かつ分離性能も高いことがわかり、最小体積 NMF の方が実はより「識別的」であ
り、音源分離のための基底学習法として優れている可能性が示唆された。

4.1 序論

3 章のあらすじを振り返ろう。NMF による音源分離のための基底学習法として、最も単純な

のが plain NMF (2.2) であった。plain NMF は各音源のクリーン信号だけを用いて学習する手法

だったが、それに対して、混合信号を分離する際のことも加味して「識別的に」基底を学習する手

法が識別的 NMF (3.3) であった。この識別的 NMF を解くために、3 章では拡張ラグランジュ関

数法を用いることを提案し 3.7、モノラル音声分離の実験において提案手法が plain NMF や先行

研究よりも分離性能が高いことを確認した。
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4.1 序論

▶ 「識別性」とは何か？：オーバーラップ尺度による定量的評価

拡張ラグランジュ関数法による識別的 NMF の定式化 (3.7) をもう一度見てみよう：

min
𝖶,𝖧

ℒ𝖬(𝖶, 𝖧) (ℒ𝖬(𝖶, 𝖧) = ℛ(𝖶,𝖧) + 𝒞𝖬(𝖶, 𝖧))

s.t. 𝑊1, …,𝑊𝑁 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻1, …,𝐻𝑁 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+

目的関数 ℒ𝖬 のうち、ℛ は plain NMF の目的関数であり、各音源のクリーン信号に対する再構成

誤差を表す (3.1a)。一方で 𝒞𝖬 は、混合信号に対する分析誤差 (3.2a) を減少させることを促すペナ

ルティ項であった (3.8)。3.5.2 節で述べたように、このペナルティ項は各音源の基底 𝑊1, …,𝑊𝑁 が

互いに「識別的」になるように何らかの正則化を掛けていると考えられる。

しかし、識別的 NMF が具体的にどのような仕組みで基底を「識別的」に学習するかについて

は、先行研究 [32, 40, 50] では十分な議論がなされていない。（本論文でも 3.2.1 節でその仕組みを

直感的に説明したが、定量的に比較可能な議論ではない。）さらに言えば、識別的 NMF が定義す

る基底間の「識別性」とは何か、ということも考えられてこなかった。

もし、ある基底学習法により得られる各音源基底に対して、それらの間の「識別性」を定量的に

評価する尺度を設計できれば、識別的 NMF の仕組みや性質を他の学習法と比較して議論できる

し、あるいは新しく考案した別の学習法に対する評価尺度として利用することもできる。4.2.1 節

で述べるように NMF の基底は幾何学的には錐包を生成するから、各音源基底が生成する錐包同士

の重なりを測るオーバーラップ尺度を設計できれば、これを「識別性」の評価に使えるはずである。

▶ 識別性評価尺度の基準：最小体積 NMF

さて、そのような「識別性」の評価尺度 𝒳を設計したとして、それを比較するための基準はどう

取るべきだろうか？つまり、どのような基底を使って計算した 𝒳 を基準とすれば良いだろうか？

それには、各音源の振幅スペクトログラム 𝑉1, …, 𝑉𝑁 を生成している、真の基底 𝑊#
1 , …,𝑊#

𝑁 を使う

必要がある。真の基底を使うことにより、分離対象である音源間の本来的な「識別性」、あるいは

幾何学的な重なり具合が測れる。（本研究では各音源信号が実際に NMF 型の生成モデルに従って

おり、真の基底が実在すると仮定する。）この未知の真の基底は、plain NMF では得ることが難し

いが、実は 4.2.2 節で述べるように、最小体積 NMF を使えば近似的に得られる。

そこで本研究ではまず、ある基底学習法によって得られた 2 音源の基底𝑊1,𝑊2 間の「識別性」を

測るオーバーラップ尺度 𝒪(𝑊1,𝑊2) を、錐包の代わりに、𝑊1,𝑊2 のそれぞれの列ベクトル達が張る

平行体の間の重なりを考えて定義する。そして、識別的 NMF を含む様々な基底学習法を使ってモ

ノラル音声分離を行い、最小体積 NMF の場合の 𝒪やその分離性能を基準として、各手法のそれら

指標を比較し、各手法の「識別性」とその実効性を定量的に評価することを提案する。

本章の構成は以下の通りである。4.2 節では準備として、NMF の幾何学的解釈と同定可能性の

問題に触れ、同定可能性を持つ NMF 手法である最小体積 NMF の説明を行う。4.3 節では基底

𝑊1,𝑊2 間のオーバーラップ尺度 𝒪(𝑊1,𝑊2) を定義し、𝑊1,𝑊2 が簡単な場合に 𝒪 を計算した例を示

す。4.4 節では、まずオラクルの学習音声を使って 3 種類の基底学習法（plain NMF、拡張ラグラ

ンジュ関数法による識別的 NMF、最小体積 NMF）でモノラル音声分離を行い、これらの手法の

オーバーラップ尺度 𝒪 と分離性能を比較する。さらに、学習音声がオラクルでない一般の場合で

33



第 4章 NMF基底間の識別性評価のためのオーバーラップ尺度

Fig. 4.1: Geometric interpretation of NMF (𝐾 = 3) [9]. NMF seeks to find basis 𝑊 such that the

cone (𝑊) contains 𝒗𝑡s.

もモノラル音声分離を行って、同様の比較を行う。4.5 節では結論と今後の課題を述べる。

4.2 準備

4.2.1 NMFの幾何と同定可能性

▶ NMFの幾何学的解釈
NMF の基底𝑊は、幾何学的には錐包を生成している。一般に、ベクトル 𝒂1, …, 𝒂𝐼 の非負結合

∑
𝑖
𝜃𝑖𝒂𝑖 (𝜃1, …, 𝜃𝐼 ≥ 0)

を錐結合（conical combination）と呼ぶ。錐結合全体の集合を錐包（conical hull）と呼び、

cone (𝐴) = {𝐴𝜽 ∣ 𝜽 ≥ 0} (𝐴 ≔ (𝒂1 … 𝒂𝐼), 𝜽 ≔ (𝜃1 … 𝜃𝐼))

と書く。NMF の式 𝒗𝑡 = 𝑊𝒉𝑡 = ∑𝑘𝒘𝑘ℎ𝑘𝑡 (∀𝑡)を見ると、𝐻 ≥ 0だから、𝑉の各列ベクトル 𝒗1, …, 𝒗𝑇
は 𝐾本の基底ベクトル 𝒘1, …,𝒘𝐾 の錐結合となっている。すなわち、

𝒗𝑡 ∈ cone (𝑊) = {𝑊𝜽 ∣ 𝜽 ≥ 0} (∀𝑡)

であり、𝒗1, …, 𝒗𝑇 は基底𝑊の生成する錐包に含まれている（Fig. 4.1）。

▶ NMFの同定可能性
多くの場合において NMF の分解対象 𝑉 = (𝒗1 … 𝒗𝑇)を包含する錐包は無数にあり、𝑉を生成し

た真の基底𝑊# を得ることは難しい。このことを具体的に数式で述べよう。いま仮に真の基底𝑊#

のランク 𝐾が事前に分かっていたとして、基底の本数を 𝐾とおいた NMF により 𝑉 = 𝑊̂𝐻̂という

分解が得られたとする。このとき、𝐴を

𝑊̂𝐴−1 ≥ 0, 𝐴̂𝐻 ≥ 0

を満たす任意の 𝐾次正則行列とすると、(𝑊̂, 𝐻̂)の変換

(𝑊̂, 𝐻̂) ← (𝑊̂𝐴−1, 𝐴𝐻̂) (4.1)
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に対して積 𝑊̂𝐻̂は不変で = 𝑉となり、異なる分解が得られてしまう。

変換 (4.1) に対する不定性の中でも、特に次の 2 つは本質的なものである。1 つは基底ベク

トルの並び替え（permutation）に対する不定性であり、基底のインデックス 𝑘 = 1,…, 𝐾 の順

番を決めることはできない。もう 1 つはスケーリングの不定性であり、任意の 𝑐 > 0 に対して

(𝑐𝒘𝑘)(𝑐−1𝒉𝑘) = 𝒘𝑘𝒉𝑘 となってしまうから、基底のスケールを定めることはできない。（以上の 2 つ

の不定性はアクティベーションに関するものと読み替えても良い。）まとめれば、NMF により基

底 𝑊̂とアクティベーション 𝐻̂が得られたとしても、置換とスケーリングからなる変換

(𝑊̂, 𝐻̂) ← (𝑊̂𝐵−1, 𝐵𝐻̂)

(𝐵 ≔ ΠΣ, Π: a permutation matrix, Σ: a positive definite diagonal matrix)
(4.2)

に対する不定性を取り除くことは本質的に不可能である。

ある NMF 手法が、置換とスケーリングの不定性を除いて、真の基底と同じ基底を得ることがで

きるとき、言い換えれば得られる基底とアクティベーションが、真の基底およびアクティベーショ

ン 𝑊#, 𝐻# と (4.2) で結ばれているとき、その手法は同定可能性（identifiability）を持つという。

（ただし、分解対象のデータが実際に NMF 型で生成されているとしての話である。）同定可能性に

ついてより詳しくはレビュー [9] を参照されたい。

plain NMF (2.2) を含む多くの NMF 手法は同定可能性を持たないが、実は次節で述べるように

最小体積 NMF という手法は、緩やかな条件の下で同定可能性を持つ。

4.2.2 最小体積 NMF

▶ 最小体積 NMFの定義
NMF に同定可能性を持たせるためには、真の基底とアクティベーション 𝑊#, 𝐻# が何か良い性

質を満たしていると仮定したり、NMF の目的関数を変えたり、𝑊,𝐻に非負条件以外の制約条件を

付けたりすることによって、可能な変換 𝐴 (4.1) の空間を置換とスケーリング (4.2) だけまで狭め

るのが常套手段である。

そのために色々な条件が考え出され、さまざまな設定の下で同定可能性が示されてきたが [9]、

その中でも特に、文献 [27] は最小体積 NMF という手法が同定可能性を持つことを示した：

最小体積 NMF の同定可能性

𝑉 ∈ ℝ𝐹×𝑇
+ , 𝑊# ∈ ℝ𝐹×𝐾

+ , 𝐻# ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ とする。𝑉 = 𝑊#𝐻# であり、rank (𝑉) = 𝐾 とす

る。また、𝐻# は sufficiently scattered condition（SSC）を満たすとする。このとき、

𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾, 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇 として、最適化問題

min
𝑊,𝐻

det(𝑊⊤𝑊) (4.3a)

s.t. 𝑉 = 𝑊𝐻, 𝐻 ≥ 0, 𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤ (4.3b)

の最適解は置換とスケーリングに関する不定性を除いて𝑊#, 𝐻# と等しい。

この定理の証明は付録 A に書いておくが、ここで直感的な説明をしておこう。SSC（付録

A 参照）とは、直感的には真のアクティベーション 𝐻# の各列ベクトル 𝒉#1 , …, 𝒉#𝑇 が非負象限
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(a) (b)

Fig. 4.2: Mechanism of minimum volume NMF (𝐾 = 3) [9]. (a) Minimum volume NMF seeks to

find basis 𝑊 with the smallest volume such that the cone (𝑊) contains 𝒗𝑡s. (b) The parallelpiped

(blue) generated by the column vectors of 𝑊 has a volume of √det(𝑊⊤𝑊). The simplex (over-

painted with red) has a volume of √det(𝑊⊤𝑊)/𝐾!.

（nonnegative orthant）で十分に散らばっているという条件である。𝐻# は 𝑉と 𝑉 = 𝑊#𝐻# の関係

で結ばれているから、SSC を 𝑉に関する言葉で言い換えると、𝑉の各列ベクトル 𝒗1, …, 𝒗𝑇 が真の基

底 𝑊# の生成する錐包 cone (𝑊#) のなかに十分に散らばっているということである。（SSC が成立

していることを厳密に確かめるのは NP 困難であることが示されているが [17]、現実にはデータ

点の数 𝑇 が十分に大きければ満たされていると考えてよい。）このとき、𝑊# を知らなくても 𝑉 の

情報から cone (𝑊#) の形を推測することができるだろう。データ点群 𝒗1, …, 𝒗𝑇 を包含するような

錐包のなかで、体積が最小となるような基底 𝑊 を探せば、これは真の基底 𝑊# と（本質的な不

定性を除いて）一致するはずである（Fig. 4.2a）。ここで体積というのは、錐包の体積（これは無

限大）ではなく、𝑊 の各列ベクトル 𝒘1, …,𝒘𝐾 が張る平行体（parallelotope）の体積 √det(𝑊⊤𝑊)

（Fig. 4.2b）を使う [11]。目的関数 (4.3a) はまさにこの体積を減少させよということを示してい

る。ただし、同定可能性を持たせるためにはさらに、基底 𝑊 の各列ベクトルが確率単体上にある

（column-stochastic）という条件 𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤ (4.3b) も必要であるが、これも SSC と同様、厳しい条

件ではない。以上が、最小体積 NMF の同定可能性の直感的説明である。

最小体積 NMF (4.3) を近似的に解く形に置き換えよう：

最小体積 NMF

min
𝑊,𝐻

𝐷𝛽(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) + 𝜆
2 log det(𝑊

⊤𝑊 + 𝜖𝐼) (4.4a)

s.t. 𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ , 𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤ (4.4b)

第 1 項はデータへのフィットを表し、第 2 項は体積項である。𝜆 > 0は体積項の考慮の度合いを変

えるペナルティパラメータである。また、𝑊 が列フルランクでない場合にも数値計算が安定する

ように、𝑊⊤𝑊に 𝜖𝐼 (𝜖 > 0)を足し、さらに logを取っている。こうすることにより、基底の本数 𝐾

を真の基底𝑊# のランクより大きくとってしまっても、最小体積 NMF は上手く学習が進むことが

明らかにされている [26, 27]。

本章では (4.4) による基底学習法を最小体積 NMF（minimum volume NMF; min-vol NMF）
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(f) 𝑊𝐻.

Fig. 4.3: NMF of an amplitude spectrogram of clarinet. The audio data were obtained from

songKitamura [21]. For visualization, the basis vectors were permuted using the spectral peak.

The activations were also permuted accordingly. (a, b, c) Plain NMF. (d, e, f) Minimum volume

NMF.

と呼ぶことにし、次節で提案するオーバーラップ尺度の基準として、この最小体積 NMF により得

られる基底で計算されたものを使う。

最小体積 NMF の最適化問題 (4.4) は上界最小化（2.6.2 節）とラグランジュの未定乗数法

（method of Lagrange multiplier）を組み合わせることで解くことができる [28]。具体的な更新と

その導出については付録 A を参照されたい。

▶ クラリネットの上昇音階に対する適用例
最小体積 NMF (4.4) によって学習された基底は、他の基底学習法、例えば plain NMF (2.2) な

どよりも「コンパクト」なものとなる。この 2 つの NMF をクラリネットの振幅スペクトログラム

に対して適用した例を Fig. 4.3 に示す。再構成された振幅スペクトログラムはどちらもあまり変わ

らないが（Fig. 4.3c, 4.3f）、得られる基底とアクティベーションの性質は以下に述べるように全く

異なる。

この音データには 2 オクターブ分（24 個）の上昇音階が含まれている。振幅スペクトログラム

の特異値の上位 24 個は、全特異値の合計の 84.5 %を占め、ランクも 24 に近いと予想されるが、

ここでは 4.4 節での実験の条件と合わせて基底の本数を 𝐾 = 200 ≫ 24として NMF を行なった。

（最小体積 NMF は、再構成された振幅スペクトログラム（Fig. 4.3f）を見ればわかるように、ラン

ク落ちの場合でも確かにうまく動作していることがわかる。）plain NMF は、基底の本数が過剰で

あるためにほぼパルス状の単峰的な基底を学習してしまっており（Fig. 4.3a）、クラリネットのテ
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ンプレートを全く得られていない。対応するアクティベーション（Fig. 4.3b）を見ると同時刻に複

数の基底が立っており、ハーモニクスを別々の音として学習してしまっていることがわかる。一方

で最小体積 NMF は、余剰の基底は体積を増加させてしまうから、これらをフラットで意味のない

基底になるよう「押し潰す」ことで、分解対象を精度よく表せる最小限の本数の基底を学習する

（Fig. 4.3d）。対応するアクティベーション（Fig. 4.3e）を見ると、各時刻においてはごく少数の基

底しか立っておらず、実効的な基底の本数は plainNMF の場合よりも大幅に少ないことがわかる。

なお、各手法のアクティベーションのスパース性を Hoyer sparsity [16] の時間平均

1
𝑇 ∑𝑡

√𝐾 − ‖𝒉𝑡‖1/‖𝒉𝑡‖2
√𝐾 − 1

（[0, 1] の値をとり、大きいほどスパース性が高い）で測ってみると、plain NMF が 0.91 であるの

に対して最小体積 NMF は 0.99 であった。

4.3 提案

4.3.1 NMF基底間のオーバーラップ尺度

音源数を 𝑁 = 2とする。簡単のために音源 𝑛 = 1, 2の基底𝑊1,𝑊2 はどちらも列フルランクだと

する。（ランクは同じでなくても良い。）さらにこれらを横方向に連結した𝒲 ≔ (𝑊1 𝑊2)も列フル

ランクだとする。このとき、𝒲のグラミアンを考えてみよう。まずグラム行列は

𝒲⊤𝒲 = [
𝑊⊤
1 𝑊1 𝑊⊤

1 𝑊2

𝑊⊤
2 𝑊1 𝑊⊤

2 𝑊2
]

となる。𝒲 が列フルランクであるからグラム行列は正則で、特に (1, 1) 成分 𝑊⊤
1 𝑊1 も正則である

ため、ブロック分けされた行列式に対する公式

det [
𝐴 𝐵

𝐶 𝐷
] = det(𝐴)det(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵) when 𝐴 is regular

を使って、グラミアンは

det(𝒲⊤𝒲) = det(𝑊⊤
1 𝑊1)det(𝑊⊤

2 𝑊2 −𝑊⊤
2 𝑊1(𝑊⊤

1 𝑊1)−1𝑊⊤
1 𝑊2)

= det(𝑊⊤
1 𝑊1)det(𝑊⊤

2 (𝐼 −𝑊1(𝑊⊤
1 𝑊1)−1𝑊⊤

1 )𝑊2)

= det(𝑊⊤
1 𝑊1)det((𝑄1𝑊2)⊤(𝑄1𝑊2))

(4.5)

となる。ただし 𝐼は単位行列で、

𝑄1 ≔ 𝐼 −𝑊1(𝑊⊤
1 𝑊1)−1𝑊⊤

1

は𝑊1 の各列ベクトルが張る空間

span(𝑊1) ≔ span{(column vectors of 𝑊1)}

の直交補空間 span(𝑊1)⊥ への直交射影子である。

38



4.3 提案

(a) Problem settings.
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Fig. 4.4: Calculation of the overlap measure 𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2) for 𝑊1 = [1 0]⊤ and 𝑊2 = [cos 𝜃 sin 𝜃]⊤.

今𝑊1,𝑊2 は列フルランクと考えていたから det(𝑊⊤
1 𝑊1)det(𝑊⊤

2 𝑊2) ≠ 0なので、これでグラミア

ン (4.5) を割ってみると

det(𝒲⊤𝒲)
det(𝑊⊤

1 𝑊1)det(𝑊⊤
2 𝑊2)

= det((𝑄1𝑊2)⊤(𝑄1𝑊2))
det(𝑊⊤

2 𝑊2)
(4.6)

となる。 (4.6) の右辺の分母は、音源 2 の基底 𝑊2 の各列ベクトルが作る平行体の体積の 2 乗

である。一方で分子は、直交補空間 span(𝑊1)⊥ に射影されたそれらのベクトルが作る平行体

の体積の 2 乗である。ゆえに (4.6) は span(𝑊1) と span(𝑊2) が同じだと最小値 0 を取り、直交

していると最大値 1 を取る。（以上と全く同様な議論で、𝑄2 ≔ 𝐼 − 𝑊2(𝑊⊤
2 𝑊2)−1𝑊⊤

2 とおいて

( (4.6) の左辺) = det((𝑄2𝑊1)⊤(𝑄2𝑊1))/det(𝑊⊤
1 𝑊1)と書くこともできる。）

以上の考察から、(4.6) の平方根は、各音源の基底𝑊1,𝑊2 が作る平行体の間の離れ具合を定量的

に表していると考えられる。ただし、今までは 𝑊1,𝑊2,𝒲 が列フルランクだと仮定してきたが一般

にはそうではない。ランク落ちすると行列式は 0 となってしまって (4.6) は計算できない。またラ

ンク落ちしなかったとしても、行列式は固有値の掛け算であるから小さな固有値があると正確に計

算することが難しい。そこで行列式の計算を安定化させるために𝒲⊤𝒲,𝑊⊤
1 𝑊1,𝑊⊤

2 𝑊2 に 𝜈𝐼 (𝜈 > 0)

を足して、さらに logを取って、𝑊1,𝑊2 間のオーバーラップ尺度を

オーバーラップ尺度

𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2) ≔ −12 log
det(𝒲⊤𝒲+ 𝜈𝐼)

det(𝑊⊤
1 𝑊1 + 𝜈𝐼)det(𝑊⊤

2 𝑊2 + 𝜈𝐼)
(4.7)

と定義する。ただし、重なり具合が小さいときに小さくなるようにしたいのでマイナスを付けた。
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4.3.2 簡単な例

ここでは 𝒪𝜈 の計算の簡単な例として

𝑊1 = [
1

0
] , 𝑊2 = [

cos 𝜃

sin 𝜃
] (0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2 )

の場合を考えよう（Fig. 4.4a）。𝜃 → 0のとき𝑊2 は𝑊1 に近づいていくから、このとき 𝒪𝜈 は大きく

なっていくことが予想される。

実際に計算してみると

𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2) = −12 log (1 − (cos 𝜃1 + 𝜈)
2
)

となる。これは span(𝑊1) = span(𝑊2)のとき、特に𝑊1 = 𝑊2 のとき最大値を取るから、𝒪𝜈(𝑊1,𝑊1)

で割って

𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2)
𝒪𝜈(𝑊1,𝑊1)

= log (1 − (cos 𝜃1 + 𝜈)
2
) / log (1 − ( 1

1 + 𝜈)
2
) (∈ [0, 1]) (4.8)

と規格化しておく。

Fig. 4.4b に、様々な 𝜈の値に対する (4.8) のグラフを示す。これを見ると、確かに 𝜃 → 0のとき

𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2)は最大値を取っている。また 𝜃 → 𝜋/2のとき、すなわち𝑊1 と𝑊2 が直交しているとき

𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2) は最小値を取っている。以上のことから、提案したオーバーラップ尺度 (4.7) は確かに

基底同士の重なり具合を定量的に評価していると考えられる。

4.4 実験

本研究では 3 種類の基底学習法（plain NMF (2.2)、拡張ラグランジュ関数法による識別的

NMF (3.7)、最小体積 NMF (4.4)）を使って 2 話者（𝑁 = 2）のモノラル音声分離を行い、提案し

たオーバーラップ尺度 𝒪 (4.7) と、SDRi（3.4.1 節参照）で測った分離性能とを各手法で比較した。

4.4.2 節では、オラクルの学習データを用いた場合、すなわち学習データからテストデータの混合

音声を作って、それを分離した場合の結果を示す。4.4.3 節では、学習データとテストデータを分

けた一般的な場合の結果を示す。

4.4.1 実験条件

実験データは ATR 音素バランス 503 文 [22] から作成した。このデータセットの話者は男性 6

名、女性 4 名の計 10 名からなり、A セットから J セットまでの計 503 文を各話者が発話したデー

タが含まれている。1 発話あたりの時間長はおおむね 4–7 s である。標本化周波数は 16 kHz であ

り、STFT のフレーム幅は 64 ms、フレームシフトは 16 ms とした。窓にはハニング窓を用いた。

2 つの実験で共通して、混合音声を作るときは、瞬時混合を仮定してインパルス応答を畳み込ま

ず、開始位置を揃えて SNR を 0 dB として足し合わせて作成した。

4.4.2 節では、10 名の各話者ごとに、A セットから 1 発話ずつ発話内容が互いに異なるものを選

び、これら 10 発話から (102 ) = 45対の発話ペアを作った。これを学習データとテストデータの両方

に用いた。
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4.4 実験

一方 4.4.3 節では、4 名の話者 FKN、FTK、MHT、MSH（FKN と FTK は女性、MHT と MSH

は男性）を選び出し、分離対象の話者ペアを FKN/FTK、FKN/MHT、MHT/MSH の 3 ペアとし

た。各ペアに対し、学習データとして B セットの一人当たり 10 発話、テストデータとして A セッ

トの一人当たり 50 発話を用いた。4.4.2 節の実験と同様に、混合音声を作るときはペア内の 2 話者

で発話内容が異なるようにした。

3 種類の基底学習法で共通して、各音源の基底ベクトルの本数は 𝐾 = 200 とし、基底 𝑊

とアクティベーション 𝐻 は 1 + 𝑧（𝑧 は [0, 1] の区間の乱数）によって生成した後、𝑊 だけ

column-stochastic になるよう正規化して初期化した。拡張ラグランジュ関数法による識別的

NMF (3.7) のラグランジュ乗数 𝖬 の初期値は 0 とした。またこの識別的 NMF (3.7) と最小体積

NMF (4.4) におけるペナルティパラメータ 𝜆については、𝑊,𝐻の初期値において 𝛽ダイバージェ

ンス項とペナルティ項の比が、識別的 NMF では 1 ∶ 1に、最小体積 NMF では 1 ∶ 10−3 になるよう

に定めた。識別的 NMF の場合、3 章では最適化の途中で 𝜆を段々と大きくしていったが（3.4.2）、

そのために過剰な正則化が起こる可能性があった（3.4.3 節）。そこで本章では 𝜆は初期値のまま固

定する。最小体積 NMF (4.4) のパラメータ 𝜖 は 1 とした。これらのパラメータは以降の実験で使

われていないデータから決定した。最適化の反復回数は 1000 回とした。なお、ゼロ除算を防ぐた

めに、最適化中に eps = 10−12 以下の行列要素が現れた場合それらはすべて eps に置き換えた。

距離尺度としては 𝛽 = 1の一般化 KL ダイバージェンスを用いた。これは、𝛽 = 0では 3.3.1 節で

述べたように識別的 NMF の一段階化が厳密には正当化できないこと、また 𝛽 = 2 では最小体積

NMF の性能が低いこと（付録 A.3）を考慮して選んだ。

各基底学習法の間でオーバーラップ尺度を正確に比較するためには、基底のスケールを揃える必

要がある。最小体積 NMF (4.4) と同様に、plainNMF でも基底𝑊に対して column-stochastic と

なるような制約を付けた。この場合の plain NMF の更新式は [28] と同様のやり方で求められる

（付録 B 参照）。一方識別的 NMF (3.7) では 𝑊 が column-stochastic という制約を満たしながら

最適化していくことは難しい。そこで、更新式 (3.17) による最適化の反復が全て終わった後に、

column-stochastic となるよう正規化した。

オーバーラップ尺度 𝒪𝜈 (4.7) のパラメータ 𝜈 については、Fig. 4.4b を見ると 𝜈 → 0 となるに

従ってグラフは急峻になり、𝒪𝜈 は小さい値に偏ってしまうことが分かる。そこで本研究では 𝜈 = 1

とする。

教師あり NMF (2.3) の反復回数は 200 回とした。また、話者 𝑛 の振幅スペクトログラムの推定

𝑉̂𝑛 は、混合音声 𝑋に対してウィーナーフィルタを掛けることにより

𝑉̂𝑛 = 𝑋 ⊙
𝑊𝑛𝐻𝑛

∑𝑛𝑊𝑛𝐻𝑛

と求めた。

4.4.2 モノラル音声分離における基底学習の傾向の比較（オラクルの場合）

まず、各基底学習法について、汎化能力ではなく純粋に基底学習の傾向だけを見るために、オラ

クルの学習データを用いてモノラル音声分離を行った。Fig. 4.5 にその結果を示す。横軸が最小体

積 NMF の場合に 4.4.1 節で述べた全 45 発話ペアについて計算されたオーバーラップ尺度 𝒪1（ま

たは SDRi）であり、縦軸が対応するペアに対して各手法の場合に計算された 𝒪1（または SDRi）
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Fig. 4.5: Results of the monaural speech separation experiment using the oracle speech data. plain

denotes plain NMF, disc. discriminative NMF and min-vol minimum volume NMF.

Table 4.1: Results of the monaural speech separation experiment. As opposed to Fig. 4.5, oracle

speech data were not used for training. The abbreviations are the same as Fig. 4.5.

FKN/FTK FKN/MHT MHT/MSH

𝒪1(𝑊1,𝑊2) SDRi [dB] 𝒪1(𝑊1,𝑊2) SDRi [dB] 𝒪1(𝑊1,𝑊2) SDRi [dB]

plain 4.78 1.28 5.28 2.32 5.47 1.09

disc. 0.25 2.87 0.27 4.77 0.21 3.16

min-vol 0.32 4.21 0.26 7.76 0.26 4.60

である。同じ発話ペアに対するプロットは同一の垂直線上に並ぶ。

Fig. 4.5a を見ると、識別的 NMF の 𝒪1 は plain NMF よりも有意に小さい。また Fig. 4.5b を見

ると、識別的 NMF の方が plain NMF よりも SDRi が平均的に高い。これらのことから、識別

的 NMF は各音源基底間のオーバーラップを小さくするという意味で「識別的」な基底を学習

し、これにより分離性能を向上させている可能性が考えられる。一方で、基準である最小体積

NMF の 𝒪1 は識別的 NMF よりもさらに小さく（Fig. 4.5a）、SDRi はほとんどのペアで最大である

（Fig. 4.5b）。これは、最小体積 NMF によって近似的に得られる真の基底は、実のところ識別的

NMF よりも十分に「識別的」であり、最小体積 NMF の方が分離のための基底学習法として優れ

ているという可能性を示唆する。全体的な傾向として、オラクルの学習データを使った場合、𝒪1

は plainNMF>識別的 NMF>最小体積 NMF となり、SDRi は plainNMF<識別的 NMF<最小

体積 NMF となった。

4.4.3 モノラル音声分離における性能比較

続いて、オラクルの学習データではなく、テストデータ中に含まれない音声を学習データとし

て使った一般的な設定で、各基底学習法でモノラル音声分離を行った。その結果を Table 4.1 に

示す。FKN/FTK、FKN/MHT、MHT/MSH の 3 ペアに対して 3 手法で音声分離したときの、学
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4.5 結論

習された各音源基底間のオーバーラップ尺度 𝒪1(𝑊1,𝑊2) と SDRi を載せている。3 手法の中で、

𝒪1(𝑊1,𝑊2)については最小値を、SDRi については最大値を太字で示してある。

Table 4.1 を見ると、4.4.3 節と同様に plainNMF よりも識別的 NMF の方が 𝒪1 が小さく、SDRi

が高いことが確認できる。一方で、基準である最小体積 NMF の 𝒪1 は識別的 NMF と同程度であ

り、さらに SDRi は識別的 NMF よりも、同性ペア（FKN/FTK、MHT/MSH）の場合は 1.3 dB 以

上高く、異性ペア（FKN/MHT）の場合は約 3dB も高い。4.4.3 節で述べたように、音源分離のた

めの基底学習法として識別的 NMF よりも最小体積 NMF の方が優れていると考えられる。

4.5 結論

4.5.1 まとめ

本章では、ある基底学習法により得られる 2 音源の基底𝑊1,𝑊2 間の「識別性」を幾何学的に測る

オーバーラップ尺度 𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2) を提案し、それを用いて各手法を比較する際の基準として最小体

積 NMF を用いることを提案した。モノラル音声分離における比較の結果、識別的 NMF は plain

NMF よりも 𝒪𝜈 を小さくするという意味で「識別的」な基底を学習し、これにより分離性能を向上

させていると考えられることが分かった。一方で基準である最小体積 NMF は識別的 NMF よりも

さらに 𝒪𝜈 が小さく、分離性能は最も高いことが分かり、最小体積 NMF の方が実はより「識別的」

な基底を学習でき、音源分離のための基底学習法として優れているという可能性が示唆された。

4.5.2 今後の課題

今後の課題として、提案されたオーバーラップ尺度 𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2)、特に最小体積 NMF の場合に計

算された 𝒪𝜈 と、音源ペアの分離のしやすさとの間の関係性を調べることが挙げられる。もしこの

2 つの間に明白な相関関係があれば、識別的 NMF が plain NMF よりも 𝒪𝜈 を小さくすることと、

分離性能を向上させているということとの間に実際に因果関係があることが明確に言える。

これを調べるためには、ある音源ペアの分離のしやすさに影響を与える要因を切り分ける必要が

ある。𝒪𝜈(𝑊1,𝑊2) は基底を使って計算された量であるから、各音源間の周波数領域での重なりを評

価していると考えることができるので、分離のしやすさに対して何らかの関係性を持つはずであ

る。一方で、時間領域での重なり、つまりどのタイミングで各音源が有音であるかということも分

離のしやすさに影響を与える要因である。本章の実験では、4.4.1 節で述べたように各音源音声の

開始位置を揃えて混合音声を作ったため、この時間領域での重なりは排除しなかった。考えられる

要因をきちんと切り分けて、𝒪𝜈 と分離のしやすさとの間の関係性が見つけられれば、識別的 NMF

に限らない様々な基底学習法を、𝒪𝜈 を使ってより系統的かつ明瞭に評価することができるだろう。
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第 5章 結論

第 5 章

結論

5.1 まとめ

本論文の成果は次の 2 つにまとめられる（3.5.1 節、4.5.1 節）。

1. 識別的 NMF の最適化手法の改善を行なった（3 章）。先行研究のペナルティ法による識別的

NMF (3.4) に用いる等式制約として、最適性条件に基づく理論的により自然なもの (3.6) を

提案し、さらにペナルティ法の代わりに拡張ラグランジュ関数法 (3.7) を用いることで最適

化の高速化を行った。提案手法は先行研究よりも等式制約が高速に収束することが確認され

（3.4.2 節）、さらにモノラル音声分離実験の結果、提案手法の方がより良い分離性能を示すこ

とが確認された（3.4.3 節）。

2. 識別的 NMF の基底学習の傾向や性能の評価を行なった（4 章）。一般の基底学習法に対して、

それにより学習される各音源基底間の幾何学的な重なり具合を評価するオーバーラップ尺

度 (4.7) を提案し、それを「識別性」の評価尺度として用いることを提案した。また、オー

バーラップ尺度を手法間で比較する際の基準として、各音源の真の基底を用いることを提案

し、更にその未知の真の基底を近似的に得る方法として最小体積 NMF を用いることを提案し

た。モノラル音声分離実験の結果、識別的 NMF は plain NMF よりもオーバーラップを小さ

くするという意味で「識別的」な基底を学習し、これにより分離性能を向上させていると考え

られることがわかった。一方で基準である最小体積 NMF は識別的 NMF よりもさらにオー

バーラップが小さく、分離性能もより高いことがわかり、最小体積 NMF の方が実はより「識

別的」であり、音源分離のための基底学習法として優れている可能性が示唆された（4.4 節）。

5.2 今後の課題

今後の課題としては次の 2 つが考えられる（3.5.2 節、4.5.2 節）。

1. NMF 声質変換 [42] など、モノラル音声分離以外の音声音響信号処理タスクへの、識別的

NMF (3.3) や最小体積 NMF (4.4) の応用。

2. 各音源間の周波数領域や時間領域での重なりと、音源分離のしやすさとの関係性の調査。特

に、提案したオーバーラップ尺度 (4.7) との相関。
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最小体積 NMF について 4 章で省略したことをここに書いておく。A.1 節では最小体積 NMF の

同定可能性の証明を与えておく。A.2 節では距離尺度として一般化 KL ダイバージェンスを用いた

場合の更新式を導出する。A.3 節ではユークリッド距離を用いた場合の更新式を導出する。

A.1 同定可能性

最小体積 NMF の同定可能性の定理（4.2.2 節）を再掲する：

最小体積 NMF の同定可能性（再掲）

𝑉 ∈ ℝ𝐹×𝑇
+ , 𝑊# ∈ ℝ𝐹×𝐾

+ , 𝐻# ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ とする。𝑉 = 𝑊#𝐻# であり、rank (𝑉) = 𝐾 とす

る。また、𝐻# は sufficiently scattered condition（SSC）を満たすとする。このとき、

𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾, 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇 として、最適化問題

min
𝑊,𝐻

det(𝑊⊤𝑊) (A.1a)

s.t. 𝑉 = 𝑊𝐻, (A.1b)

𝐻 ≥ 0, (A.1c)

𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤ (A.1d)

の最適解は置換とスケーリングに関する不定性を除いて𝑊#, 𝐻# と等しい。

ここで SSC の定義を与える前に、錐に関する基本事項を確認しておく。以下の用語は基本的

に [54] に従っている。空でない集合 𝐶 ∈ ℝ𝑁 は、

∀𝑥 ∈ 𝐶, ∀𝜆 ≥ 0 𝜆𝑥 ∈ 𝐶

を満たすとき錐（cone）という。例えば 4.2.1 節で述べた、NMF の基底𝑊 = (𝒘1 …𝒘𝐾) (𝒘1, …,𝒘𝐾 ∈

ℝ𝐹
+)が生成する錐包

cone (𝑊) = {𝑊𝒙 ∣ 𝒙 ≥ 0}

も錐である。錐 𝐶に対して

𝐶∗ ≔ {𝒚 ∈ ℝ𝑁 ∣ 𝒚⊤𝒙 ≥ 0 (∀𝒙 ∈ 𝐶)}
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を 𝐶の双対錐（dual cone）といい、𝐶∗ もまた錐となる。一般に、2 つの錐 𝐶1, 𝐶2 について

𝐶1 ⊂ 𝐶2 ⇒ 𝐶∗
2 ⊂ 𝐶∗

1 (A.2)

が成り立つ（証明は例えば [55]）。

さて、SSC の定義は次の通りである：

Sufficiently Scattered Condition (SSC)

𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇
+ は次の 2 条件を満たすとき sufficiently scattered であるという。

(1) 𝒞 ∈ cone (𝐻) (A.3a)

(2) cone (𝐻)∗ ∩ bd𝒞∗ = {𝜆𝒆𝑘 ∣ 𝜆 ≥ 0, 𝑘 = 1,…, 𝐾} (A.3b)

ただし、𝒞 ≔ {𝒙 ∈ ℝ𝐾 ∣ 𝟏⊤𝒙 ≥ √𝐾 − 1‖𝒙‖2}, 𝒞∗ = {𝒙 ∈ ℝ𝐾 ∣ 𝟏⊤𝒙 ≥ ‖𝒙‖2}, cone (𝐻) = {𝐻𝒙 ∣

𝒙 ≥ 0}であり、bd は集合の境界を、𝒆1, …, 𝒆𝐾 は ℝ𝐾 の標準基底を表す。

この条件の具体的な意味についてはレビュー [9] を参照されたい。

以上の準備のもとに、定理の証明を与えよう。証明は二段階に分けられる。（以下の証明

は [8, 27] に基づく。）

▶ 第一段階

𝑊̂, 𝐻̂を最適化問題 (A.1) の実行可能解とする。

このとき (A.1b) より 𝑉 = 𝑊̂𝐻̂であり、𝐾 = rank (𝑉)であることと積のランクに関する不等式

rank (𝑉) < rank (𝑊̂), rank (𝐻̂)とから rank (𝑊̂) = rank (𝐻̂) = 𝐾。同様に rank (𝑊#) = rank (𝐻#) =

𝐾。

特に 𝑊̂は列フルランクなので左逆 𝐿があって、

𝐻̂ = 𝐿𝑊̂𝐻̂ = 𝐿𝑊#𝐻#

となる。rank (𝐻̂) = rank (𝐻#) = 𝐾なので 𝐿𝑊# も可逆で、𝐴 ≔ 𝐿𝑊# とおけば、上の式と (A.1b)

から

𝑊̂ = 𝑊#𝐴−1, 𝐻̂ = 𝐴𝐻# (A.4)

と書ける。可逆行列 𝐴が置換とスケーリングに限ることを示せば良い。

基底が column-stochastic という条件 (A.1d) と (A.4) から

𝟏⊤ = 𝟏⊤𝑊̂ = 𝟏⊤𝑊#𝐴−1 ∴ 𝟏⊤𝐴 = 𝟏⊤ (A.5)

となり、𝐴 も column-stochastic であることが分かる。ただしここで 𝟏⊤𝑊# = 𝟏⊤ を仮定した。こ

れは真の基底𝑊# の本質的なスケーリング不定性である。

また、 (A.1c) と (A.4) から 𝐻̂ = 𝐴𝐻# ≥ 0だから 𝐴の各行ベクトル 𝒂1, …, 𝒂𝐾 ∈ ℝ𝐾 は

𝒂1, …, 𝒂𝐾 ∈ cone (𝐻#)∗ (A.6)
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となる。さらに SSC の (A.3a) と双対錐に関する補題 (A.2) から cone (𝐻#)∗ ⊂ 𝒞∗ だから、

𝒂1, …, 𝒂𝐾 ∈ 𝒞∗ ∴ ‖𝒂𝑘‖2 ≤ 𝟏⊤𝒂𝑘 (∀𝑘) (A.7)

となる。

(A.5) と (A.7) より

|det(𝐴)| ≤∏
𝑘
‖𝒂𝑘‖2 (∵ Hadamard の不等式。等号は 𝒂1, …, 𝒂𝐾 が直交) (A.8)

≤∏
𝑘
𝟏⊤𝒂𝑘 (∵ (A.7)。等号は 𝒂1, …, 𝒂𝐾 ∈ bd𝒞∗) (A.9)

≤ (∑
𝑘
𝟏⊤𝒂𝑘/𝐾)

𝐾

(∵ 相加相乗不等式。等号は 𝟏⊤𝒂1 = … = 𝟏⊤𝒂𝐾) (A.10)

= 1 (∵ (A.5)) (A.11)

が成り立つ。

等号が全て成り立つとすると、 (A.9) と (A.6) と SSC (A.3b) から、

𝒂1, …, 𝒂𝐾 ∈ {𝜆𝒆𝑙 ∣ 𝜆 ≥ 0, 𝑙 = 1, …, 𝐾}

となる。さらに (A.8) から 𝒂1, …, 𝒂𝐾 は直交し、 (A.10) から 𝟏⊤𝒂1 = … = 𝟏⊤𝒂𝐾 だから、

𝐴 = Π (Πは 𝐾次置換行列)

とならなければいけないことが分かる。

▶ 第二段階

逆に等号が 1 つでも成り立たないとすると、 (A.11) から

|det(𝐴)| < 1

となる。このとき (A.4) より

det(𝑊̂⊤𝑊̂) = |det(𝐴)|−2 det(𝑊#⊤𝑊#) > det(𝑊#⊤𝑊#)

となるが、これは 𝑊̂が(A.1) の解であることに反する。よって等号は成り立たなければならず、𝐴

が置換行列に限ることが示せた（証明終）。

A.2 一般化 KLダイバージェンスを用いたときの更新式

最小体積 NMF (4.4) において、𝛽 = 1の一般化 KL ダイバージェンスを用いた場合の更新式を求

めよう。この最適化問題は

min
𝑊,𝐻

𝐷KL(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) + 𝜆
2 log det(𝑊

⊤𝑊 + 𝜖𝐼) (A.12a)

s.t. 𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ , 𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤ (A.12b)
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となる。これは以下に示すように、上界最小化（2.6.2 節）とラグランジュの未定乗数法の組み合

わせにより解くことができる [28]。なお、アクティベーション 𝐻 の更新式は plain NMF のも

の (2.6b) と同じであるため、基底𝑊の更新式だけ求める。

まず、目的関数 (A.12a) の代理関数を求めよう。第一項はイェンセンの不等式を用いることで

𝐷KL(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) = ∑
𝑓𝑡
(𝒘𝑓𝒉𝑡 − 𝑣𝑓𝑡 + 𝑣𝑓𝑡 log

𝑣𝑓𝑡
𝒘𝑓𝒉𝑡

)

≤ ∑
𝑓𝑡
(𝒘𝑓 −

𝑣𝑓𝑡
𝒘′
𝑓𝒉𝑡

(𝒘′
𝑓 ⊙ log𝒘′

𝑓)) + const.
(A.13)

と抑えられる。（𝑊に依存しない定数項を省いた。𝒘𝑓 ∈ ℝ1×𝐾, 𝒉𝑡 ∈ ℝ𝐾 はそれぞれ𝑊の第 𝑓行ベ

クトル、𝐻の第 𝑡列ベクトルである。）等号は𝑊 ′ = 𝑊のとき成り立つ。次に体積項は、

𝜆
2 log det(𝑊

⊤𝑊 + 𝜖𝐼) ≤ 𝜆∑
𝑓
[𝒘𝑓𝑌𝒘′

𝑓
⊤ + 1

2(𝒘𝑓 −𝒘′
𝑓)diag (𝝓𝑓)(𝒘𝑓 −𝒘′

𝑓)
⊤] + const. (A.14)

(𝑌 ≔ (𝑊 ′⊤𝑊 ′ + 𝜖𝐼)−1, 𝑌+ ≔max {𝑌, 0}, 𝑌− ≔max {−𝑌, 0}, 𝝓𝑓 ≔
𝒘′
𝑓(𝑌

+ + 𝑌−)
𝒘′
𝑓

)

と上から抑えられる（導出は [27, 41] を参照）。等号は 𝑊 ′ = 𝑊 のとき成り立つ。以上の不等

式 (A.13) と (A.14) から、目的関数 (A.12a) の代理関数が

𝐿(𝑊 ∣ 𝑊 ′) ≔∑
𝑓𝑡
(𝒘𝑓 −

𝑣𝑓𝑡
𝒘′
𝑓𝒉𝑡

(𝒘′
𝑓 ⊙ log𝒘′

𝑓))

+ 𝜆∑
𝑓
[𝒘𝑓𝑌𝒘′

𝑓
⊤ + 1

2(𝒘𝑓 −𝒘′
𝑓)diag (𝝓𝑓)(𝒘𝑓 −𝒘′

𝑓)
⊤] + const.

と求められる。

この代理関数 𝐿を、基底が column-stochastic という条件 (A.12b) の下で最小化する。ラグラン

ジュ乗数 𝝁 ∈ ℝ𝐾 を導入して、ラグランジアンを

𝐿𝜇(𝑊 ∣ 𝑊 ′) ≔ 𝐿 + (∑
𝑓
𝒘𝑓 − 𝟏⊤)𝝁 + const.

で定義する。𝐿𝜇 を 𝒘𝑓 で偏微分し = 0とおくと、

0 =
𝜕𝐿𝜇
𝜕𝒘𝑓

= ∑
𝑡
(𝟏⊤ −

𝑣𝑓𝑡
𝒘′
𝑓𝒉𝑡

𝒘′
𝑓

𝒘𝑓
) ⊙ 𝒉⊤𝑡 + 𝜆[𝒘′

𝑓𝑌 + (𝒘𝑓 −𝒘′
𝑓) ⊙ 𝝓𝑓] + 𝝁⊤

∴ 𝜆𝝓𝑓 ⊙𝒘2
𝑓 + (𝟏⊤𝐻⊤ − 2𝜆𝒘′

𝑓𝑌
− + 𝝁⊤) ⊙ 𝒘𝑓 −𝒘′

𝑓 ⊙ (( 𝑉
𝑊 ′𝐻)𝑓

𝐻⊤) = 0

となる。∀𝑓について上式を解くと、解が

𝑊 ∗(𝝁) ≔ 𝑊 ′ ⊙
[(𝐶 + 𝟏𝝁⊤)2 + 𝑆]

1
2 − (𝐶 + 𝟏𝝁⊤)

𝐷

と求められる。ただし

𝐶 ≔ 𝐽𝐻⊤ − 2𝜆𝑊 ′𝑌−

𝐷 ≔ 2𝜆𝑊 ′(𝑌+ + 𝑌−)

𝑆 ≔ 2𝐷 ⊙ ( 𝑉
𝑊 ′𝐻𝐻

⊤)
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である。

等式制約を満たす 𝝁はニュートンラフソン法（Newton-Raphson method）により求める。解く

べき方程式は

0 = 𝛾(𝝁) ≔ 𝟏⊤𝑊 ∗(𝝁) − 𝟏⊤

である。適当な停止条件（例えば |𝛾| < 10−9）が満たされるまで

𝝁 ← 𝝁 − 𝛾
∇𝛾

という更新を繰り返すことで解 𝝁∗ を求められる。なお、

∇𝛾⊤ = 𝟏⊤ {𝑊
′

𝐷 ⊙ [
𝐶 + 𝟏𝝁⊤

√(𝐶 + 𝟏𝝁⊤)2 + 𝑆
− 𝐽]}

である。

得られた 𝝁∗ を用いて基底を

𝑊 ←𝑊 ∗(𝝁∗)

と更新する。以上が基底𝑊の更新式である。

A.3 ユークリッド距離を用いたときの更新式

次にユークリッド距離を用いた場合を考えよう。この最適化問題は

min
𝑊,𝐻

𝐷EUC(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) + 𝜆
2 log det(𝑊

⊤𝑊 + 𝜖𝐼) (A.15)

s. t. 𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ , 𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤

となる。例のごとく基底の更新式だけ求める。

前節と同様に、上界最小化とラグランジュの未定乗数法の組み合わせにより更新式を導くことが

できる。ただし、一般化 KL ダイバージェンスのときと違って、等式制約 𝟏⊤𝑊 ∗(𝝁) = 𝟏⊤ を満たす

ラグランジュ乗数 𝝁 = 𝝁∗ は解析的に求まり、ニュートン法を用いる必要はない。しかし、この解

析解 𝑊 ∗(𝝁∗) は負の成分を含む可能性があり、基底 𝑊 の非負性を保証するためにバックトラッキ

ングのような操作を組み込む必要がある。

目的関数 (A.15) の代理関数を求めよう。第一項は、イェンセンの不等式を用いることで

𝐷EUC(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) = ∑
𝑓𝑡
(𝒘𝑓𝒉𝑡 − 𝑣𝑓𝑡)2 ≤ ∑

𝑓𝑡
[
𝒘2
𝑓

𝒘′
𝑓
𝑣′𝑓𝑡 − 2𝒘𝑓𝑣𝑓𝑡] 𝒉𝑡 + const. (𝑣′𝑓𝑡 ≔ 𝒘′

𝑓𝒉𝑡) (A.16)

と抑えられる。（𝑊 に依存しない定数項を省いた。）等号は 𝑊 ′ = 𝑊 のとき成り立つ。体積項は、

一般化 KL ダイバージェンスのときと同様である。不等式 (A.16) と (A.14) を合わせて、目的関

数 (A.15) の代理関数は

𝐿(𝑊 ∣ 𝑊 ′) ≔∑
𝑓𝑡
[
𝒘2
𝑓

𝒘′
𝑓
𝑣′𝑓𝑡 − 2𝒘𝑓𝑣𝑓𝑡] 𝒉𝑡

+ 𝜆∑
𝑓
[𝒘𝑓𝑌𝒘′

𝑓
⊤ + 1

2(𝒘𝑓 −𝒘′
𝑓)diag (𝝓𝑓)(𝒘𝑓 −𝒘′

𝑓)
⊤] + const.

49



付録 A 最小体積 NMF

と求められる。

この代理関数 𝐿 を基底が column-stochastic という条件 (A.12b) の下で最小化する。ラグラン

ジュ乗数 𝝁 ∈ ℝ𝐾 を導入して、ラグランジアンを

𝐿𝜇(𝑊 ∣ 𝑊 ′) ≔ 𝐿 + (∑
𝑓
𝒘𝑓 − 𝟏⊤)𝝁 + const.

で定義する。𝐿𝜇 を 𝒘𝑓 で偏微分し = 0とおくと、

0 =
𝜕𝐿𝜇
𝜕𝒘𝑓

= ∑
𝑡
(
𝒘𝑓

𝒘′
𝑓
⋅ 2𝑣′𝑓𝑡 − 2𝑣𝑓𝑡) ⊙ 𝒉⊤𝑡 + 𝜆[𝒘′

𝑓𝑌 + (𝒘𝑓 −𝒘′
𝑓) ⊙ 𝝓𝑓] + 𝝁⊤

= [
2𝒗′𝑓𝐻

⊤ + 𝜆𝒘′
𝑓(𝑌

+ + 𝑌−)
𝒘′
𝑓

] ⊙ 𝒘𝑓 − 2𝒗𝑓𝐻⊤ − 2𝜆𝒘′
𝑓𝑌

− + 𝝁⊤

となる。∀𝑓について上式を解くと、解が

𝑊 ∗(𝜇) = 𝑊 ′ ⊙
2(𝑉𝐻⊤ + 𝜆𝑊 ′𝑌−) − 𝟏𝝁⊤

2𝑉′𝐻⊤ + 𝜆𝑊 ′(𝑌+ + 𝑌−)

と求められる。

等式制約を満たす 𝝁を求めよう。

𝐴 ≔ 2(𝑉𝐻⊤ + 𝜆𝑊 ′𝑌−), 𝐵 ≔ 2𝑉′𝐻⊤ + 𝜆𝑊 ′(𝑌+ + 𝑌−)

とおいて、𝑊 ∗(𝜇) = 𝑊 ′ ⊙ (𝐴 − 𝟏𝝁⊤)/𝐵と書き直す。すると

0 = 𝟏⊤𝑊 ∗(𝝁) − 𝟏⊤ = 𝟏⊤ (𝑊 ′ ⊙
𝐴 − 𝟏𝝁⊤

𝐵 ) − 𝟏⊤ = 𝟏⊤ (𝑊 ′ ⊙ 𝐴
𝐵) − 𝝁⊤ ⊙ (𝟏⊤𝑊

′

𝐵 ) − 𝟏⊤

∴ (𝝁∗)⊤ = 𝟏⊤(𝑊 ′ ⊙𝐴/𝐵) − 𝟏⊤

𝟏⊤(𝑊 ′/𝐵)

と求まる。

解析解 𝑊 ∗(𝝁∗) は行列要素が負の値を取り得る。そこで、現在の値 𝑊 ′ と 𝑊 ∗(𝝁∗) の内分点を取

ることで、要素が全て非負になるようにする。ステップ幅を大きくするために、𝑊 ∗(𝝁∗) にできる

だけ近い内分点を取りたいので、

min 𝛼 s.t. 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝛼𝑊 ′ + (1 − 𝛼)𝑊 ∗(𝝁∗) ≥ 0

という最適化問題を解く。これは

𝛾 ≔ min
𝑓, 𝑘

{(
𝑊 ∗(𝝁∗)
𝑊 ′ )

𝑓𝑘
}

とおいて、

𝛼∗ =
⎧

⎨
⎩

0 (𝛾 ≥ 0)
−𝛾
1 − 𝛾 (otherwise)

と求められる。これを用いて、基底𝑊の更新式が

𝑊 ← 𝛼∗𝑊 ′ + (1 − 𝛼∗)𝑊 ∗(𝝁∗) =
⎧

⎨
⎩

𝑊 ∗(𝝁∗) (𝛾 ≥ 0)
𝑊 ∗(𝝁∗) − 𝛾𝑊 ′

1 − 𝛾 (otherwise)
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A.3 ユークリッド距離を用いたときの更新式
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(f) 𝑊𝐻.

Fig. A.1: Minimum volume NMF of the amplitude spectrogram of clarinet in section 4.2.2. For

visualization, the basis vectors were permuted using the spectral peak. The activations were also

permuted accordingly. (a, b, c) Generalized KL divergence (same as (d, e, f) in Fig. 4.3). (d, e, f)

Euclidean distance.

と求まる。

▶ クラリネットの上昇音階に対する適用例

Fig. A.1 に、4.2.2 節で触れたクラリネットの上昇音階に対する、ユークリッド距離を用いた最

小体積 NMF の適用例を示す。比較のために一般化 KL ダイバージェンスを用いた場合も載せて

ある。

ユークリッド距離の場合には、2.6.1 節で述べたようにスペクトルのピークにより大きな比重が

置かれる。そのためか、基底（Fig. A.1d）や再構成された振幅スペクトログラム（Fig. A.1f）には、

振幅の小さい周波数成分にノイズが乗ってしまっており、復元した音を聞いてみてもホワイトノイ

ズのような音が聞こえた。ゆえに 4.4 節の実験では一般化 KL ダイバージェンスを用いた。
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付録 B column-stochastic plain NMFの更新式

付録 B
column-stochastic plain NMFの更新式

最小体積 NMF（付録 A）の場合と同様に、上界最小化（2.6.2 節）とラグランジュの未定乗数法

の組み合わせにより最小化できる。

最適化問題は

min
𝑊,𝐻

𝐷KL(𝑉 ∣ 𝑊𝐻) (B.1a)

s.t. 𝑊 ∈ ℝ𝐹×𝐾
+ , 𝐻 ∈ ℝ𝐾×𝑇

+ , 𝟏⊤𝑊 = 𝟏⊤ (B.1b)

となる。付録 A と同様、アクティベーション 𝐻 の更新式は plain NMF のもの (2.6b) と同じであ

るので、基底𝑊の更新式だけ求める。

一般化 KL ダイバージェンスは (A.13) のように上から抑えられたから、目的関数 (B.1a) の代理

関数は

𝐿(𝑊 ∣ 𝑊 ′) ≔ ∑
𝑓𝑡
(𝒘𝑓 −

𝑣𝑓𝑡
𝒘′
𝑓𝒉𝑡

(𝒘′
𝑓 ⊙ log𝒘′

𝑓)) + const.

となる。

この代理関数 𝐿 を、基底が column-stochastic という条件 (B.1b) の下で最小化する。ラグラン

ジュ乗数 𝝁 ∈ ℝ𝐾 を導入して、ラグランジアンを

𝐿𝜇(𝑊 ∣ 𝑊 ′) ≔ 𝐿 + (∑
𝑓
𝒘𝑓 − 𝟏⊤)𝝁 + const.

で定義する。𝐿𝜇 を 𝒘𝑓 で偏微分し = 0とおくと、

0 =
𝜕𝐿𝜇
𝜕𝒘𝑓

= ∑
𝑡
(𝟏⊤ −

𝑣𝑓𝑡
𝒘′
𝑓𝒉𝑡

𝒘′
𝑓

𝒘𝑓
) ⊙ 𝒉⊤𝑡 + 𝝁⊤

∴ (𝟏⊤𝐻⊤ + 𝝁⊤) ⊙ 𝒘𝑓 −𝒘′
𝑓 ⊙ (( 𝑉

𝑊 ′𝐻)𝑓
𝐻⊤) = 0

となる。この解は

𝒘∗
𝑓(𝝁) = 𝒘′

𝑓 ⊙
( 𝑉
𝑊′𝐻

)
𝑓
𝐻⊤

𝟏⊤𝐻⊤ + 𝝁⊤

である。

等式制約を満たす 𝝁を求めよう。

𝒂𝑓 ≔ ( 𝑉
𝑊 ′𝐻)𝑓

𝐻⊤, 𝒃 ≔ 𝟏⊤𝐻⊤
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とおいて、𝒘∗
𝑓(𝜇) = 𝒘′

𝑓 ⊙ 𝒂𝑓/(𝒃 + 𝝁⊤)と書き直す。すると

0 = ∑
𝑓
𝒘∗
𝑓(𝝁) − 𝟏⊤ = ∑

𝑓
𝒘′
𝑓 ⊙

𝒂𝑓
𝒃 + 𝝁⊤ − 𝟏⊤

∴ 𝒃 + (𝝁∗)⊤ = ∑
𝑓
𝒘′
𝑓 ⊙ 𝒂𝑓

と求まる。

得られた 𝝁∗ を用いて、𝑊の更新式が

𝑊 ←𝑊 ∗(𝝁∗) = 𝑊 ′ ⊙
𝑉

𝑊′𝐻
𝐻⊤

𝐽 (𝑊 ′ ⊙ 𝑉
𝑊′𝐻

𝐻⊤)

と求まる。
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