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1. ま え が さ

微小変形理論に基づく2次元剛体 ･ばねモデルの静的

問題に対する定式化および地盤工学上の諸問題に応用し

た例は文献(1)に詳細に述べられている.そこで,本論

文では,この2次元剛体 ･ばねモデル (略称,RBSM)

の幾何学的非線形,すなわち有限回転変位を考慮した剛

性方程式を増分形仮想仕事式を用いて具体的に求める.

さらに,本モデルの幾何学的非線形問題に対する精度の

検討のため片持ち梁の解析を行い,大変形を考慮した有

限要素解 と本モデルの解 との比較検討を行う.

2.増分形仮想仕事式による面内要素の定式化

まず,図-1に示すような剛体要素①を考える.いま,

三角形の重心点における並進変位および回転変位成分を

(ul,Vl,01)とすれば,任意点 Pにおける水平および鉛直

変位 U(x,y),V(I,y)は

U(I,y)-ul+Y(cos(α+Ol)-COSα) (1)

V(I,y)-vl+r(sin(α+Ol)-Sinα)

となる.ここで,rは垂心点から任意点 Pまでの距離,

αは重心点と任意点 Pを結ぶ直線が x軸 となす角であ

る.いま,重心点座標を(.rGl,yGl)とし,sinOl,COSβ1に

ついてテーラー展開の2次の項まで考慮すると,

U(x,y)-ul-(y-UGl)01-1/2(xIXGl)812 (2)

V(I,y)-ul+(.r-XGl)Cl-1/2(y-gG.)O12

となる.上式を用いて1次および2次の増分変位量を求

めることにする.いま,前段回の回転変位を0圭o),増分の

並進変位および回転変位を(』〟1,加 1,』β1)とすると,1

次増分AUl(1)は次式のごとく与えられる.

AUl(I)-Ql･Aul (3)

(AUl(I))i-LAUl(1),AVl(1)｣(Aul)i-LAul,Aul,AOl｣

1≡0ト (y-yGl)-(xIXGl)O皇D)
0 ;1 ;(xIXGlト (y一gGl)0壬o)
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同様にして,2次増分AU l(2)も以下のように求まる.

(AUl(2))i-LAUl(2),AVl(2)｣ (4)

AUl(2)-1/2･Aui･N.･Aul

AVl(2)-1/2･Aui･N2･Au.

0≡0喜一(エーJGl)
o:o: o

0:0≡ 0

0.:0ト (9-gGl)

さて,図-1に示すような隣り合う要素①,②を考えると,

1次の増分相対変位 』∂(1)は(5)式で与えられる.

AS(1)-B･Au

(AS(1))i-LASi;I),ASil)｣

(Au)i-LAul,Avl,Ael,Au2,Av2,A82J

-1‡o i(y-yGl)+(I-XGl)0至o)

(5)

0 ;-1;-(I-xGl)+(9-yGl)Oio)

1I:0l:-(y-yGZト (x-xG2)ego)
0;1:(x-xG2)-(y-yG2)ego)

同様にして,2次の増分相対変位 』∂(2)ち

AS(2)-AU2(2LAUl(2) (6)

(AS(2))i-LASg),A8L2)｣

ASg)-AU≦2LAUl(2),ASL2)-AV2(2LAV l(2)

となる.以上により,2次のオーダーまで考慮した剛体

変位関数および相対変位関数が求まった.つぎに,増分

形仮想仕事式を用いて有限回転変位を考慮した剛性方程

式を求めることにする.2)

いま,ある段階の解が得られたものとし,その状態に

おける相対変位,境界応力,剛体変位,物体力および表

面力ベクトルを

8(a),6(0),U(0),p-(0),f-(0) (7)

とする.そして,つぎの段階における物体力,表面力が

P(o)+AP,∫(0)+Af- (8)

に増加し,相対変位,境界応力および剛体変位が,
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δ。)+∠δ,σ
(°)十∠σ,υ

°)+∠ υ (9)

になったとする。このとき,仮想増分相対変位をδ(∠δ),

仮想増分剛体変位をδ(∠σ)とすれば,

冴♪(δO+∠δy・(fO+∠σルな

り部(σO+イσン・lP①十″)″

一
冴か

σO +イ υソ・(「①十r )ゐ = o ( 1 0

なる増分形仮想仕事式が得られる。ここで,Sみは各要素

境界辺の領域であり,り および
]は

それぞれ各要素内,

要素境界辺上の総和をとることを意味する。いま,上 式

の相対変位および剛体変位ベクトルを1次, 2次 成分で

表し,高 次項を省略すると以下のように書き表すことが

できる。       |

冴♪(δ①ソ・∠赫+冴♪“δ②ソ・びのお 0⊃

∠R=一冴♪(が)ι・♂のあ+7f♪(∠び①)ι

・′0グ4+】ノb(∠,①)′・rO洪

上式の∠Rは 前段階における不平衡外力のなす仮想仕

事量である。以上の結果を用いて,剛 性方程式を構成す

る係数行列および荷重ベクトルを具体的に求めることに

する.ま ず初めに剛性行列を求めるため,増 分境界応力

∠σと増分相対変位 zfδ。)の関係をつぎのように仮定す

る。

∠σ=た・∠δ(1)                (12)

」を1継|
ここで,乃行列はばね行列である。力11 力`2'の詳細な値は

文献(1)に示されているので,ここでは説明を省lllする.

上式を(11)式の左辺第 1項に代入すると,初 期変位を考

慮した岡1性行列καは,

K″=ルヽ力・B法

となる。κこの詳細な値は表 1に示す。さて,つぎに初期

応力行列κcを求めるため,初 期応カベクトル σCOlを

(σ10))ι=Lσ(°
,τ
°)」

               (14)

とする。このとき,初 期応力のなす仮想仕事式は

(∠δ(2))ι.σ。)=∠δF)σ。)+∠δy)τ(0)     (15)

となり,(11)式の左辺第 2項より初期応力行列κ6は,

いま,(4)式 を用

―冴f♪(∠7°ル(p°+∠F)″

冴♪●」②ル・(FO+∠F)ゐ=″十∠R

″=りか“υ①卜∠F″

十羽♪“yⅢ∠f」S

と求めることができる.一方,初期物体力行列κpは,(11)式の左辺第 3項より求めることができる。

いれば,

(∠」°))ι・(p。)+∠′)=∠υ。)(ケr)+∠グ″)十∠7°)(グ,0+∠ん )

となる。上式より,初 期物体力行列 frpは

κp=f∫「蜂嘉璃慕求がふ許ふ
となる。同様にして,(11)式の左辺第4項 より求まる初期表面力行列κ′は上式を参考にすると,

二 =」

■ 韓 嘉 璃 慕 嘉 諄 嘉 芽 :Jκ
  :⑩

となる。つぎに荷重ベクトルについて考えてみる。まず,物 体力による増分荷重ベクトル∠ら は

ZF・=∬α・∠P″                  :O①
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となる。いま,要 素内の増分物体力を一定 とすれば,     と なる。初期物体力による残差荷重ベク トル 4ら は,

である.こ こで,4は 要素の面積を表す。

よる荷重ベクトルムみ は,

4=/O「∠ЛグS

(22)式を参考にすると

∠R=́Jルf。「0"

となる。同様にして,初 期表面力による残差荷重ベクト

ル∠R′ は

∠R′=/oF・「0だ       09

である。

以上により,剛 性方程式を構成する係数行列およびべ

クトルがすべて求まった.こ れらの結果は以下のように

″,y:全 体座標系
イグ:要素座標系

隣接する面内三角形要素

Z鳥」
|チ|メ

(21)

増分表面力に

(22)

刊絶二盛耽脂ゐ

となる。最後に不平衡荷重ベクトルを求める。初期応力

による残差荷重ベクトル∠Rσは

∠2.三ルヽ びのだ
―

σ
(°)

~τ (°)

((y一y。1)+(″―χcl)θl°))σ。)

+(―(″―″。1)+(y―ycl)θ∫
。))τ。)

σ
(。)

τ
(°)

(一(y一y。2)~(″~″G2)の°))σ(。)

+((″一″c2)~(y_yc2)θ夕)τ。)

′
―
′
′
』

〓

表 1 初 期変位の影響を考慮した剛性行列

| + (力2 1 +ム2 ) (―I t r l l +ん口:θlの一f r r l lθlの+ r t y l l (θ9 ) 2 )
:+力22(frrn-2らyllθl°)+fyyll(θr))2} :力21(fry12=ryy12aの+島 12″)

|―L"10°″))十

1カ′(Iχ″21+I護12θr)一ryy12θ′
)

|―′写12θP″))

|力22(~frr12■I″y21θF)十1″クレθr)

|―fyy12θ̀0)θ′))

ヵ12r。 :力11(―ん2~L2θ′))

:+力12(L2~ん2θ′))

iヵa(―fy2・島2θ′))

:+力22(ら2~ん2″))

|力11(ryy22+2L22al°
'+場 22(″'ア}

|+(力12+力21)(~rry力十1w2'θ′)

|―L21´ )+為 22(″)γ}
|十″22{L22~2rry22a120)+ん22(″))り

rO=/」s
Lι=メF―α)お
ん:=/1y―yα)冶

L・=/1″―″αX″一″。)法
Lけ=メ″―″α)(′―y。)決

ryy"二/1υ―yci)(″―ク。)ム (j,ノ=1,2)
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ι=10 ft  E=2101111 psf

B=l ft   ッ =00

″‐l ft   P=70 poulld

図 2  解 析モデルと材料定数

O Complete Integration (Davidson et al')

A Wiihout Correction Vector (Davidson et

″
一Ｊ

Z/L

剛体 ・ばねモデル解と有限要素解の比較図-3

整理することができる。

〔κ"+Kc―κ,一κ′〕{∠σ}=∠F十∠R

∠F=乙 F。十ZF/

∠R=― ∠Rσ十∠R,十∠R′

3。 有 限回転変位を考慮した片持ち梁の解析

有限回転変位問題に関する精度の検討を行うため,片

持ち梁を用いて解析を行 つた。この解析モデルは,

Davidsonらが有限要素の三角形定ひずみ要素を用いて

解析したモデルと同じものである。"図 -2に本モデルに

用いた要素分割を示す。荷重条件としては,図 に示され

るように集申荷重 を先端部に作用 させた。図-3に

Da宙dsonらの解と本モデルの解を示す。ここで,無次元

化を行い縦軸にはPι2/Ef,横軸には〃ιを取る。図

申,×印が本モデルを用いて求めた解である。その他は

Davidsonら による解で,上 側の実線は増分回数を16と

して求めた解,○ 印が増分回数を8と粗くして求めた解

であり,ま た,△ 印,□ 印は不平衡荷重ベクトルおよび

幾何剛性行列を省略して求めた解である。このとき,剛

体・ばねによる増分回数は35であり,ま た,不 平衡荷重

ベクトルは省略している。図より,荷重を16分害」して求

めた有限要素解と比較して多少低目の値を示しているの

がわかる。

4。 ま と め

有限回転変位を考慮した2次元剛体 ・ばねモデルの剛

性方程式を導いた。さらに,解 析例として片持ち梁を取

り上げ,先 端部の変位について有限要素を用いた大変形

解析解と本モデルの解を比較したところ,本 モデルのほ

うがやや低目の値が得られた。今後の課題として,数 多

くの数値解析を行うことにより適切な要素の大きさ,増

分回数などに関するデータの蓄積が必要となるであろ

う.ま た,適 切な降伏条件式を取り入れることにより,

地盤工学上の諸問題に対して幾何学的非線形と材料非線

形を組み合わせた解析が可能となるであろう。

(1985年 6月 14日受理)
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