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概要
機械学習とは,データから必要な情報を抽出し,コンピュー
タに知的な作業（回帰分析,画像分類,画像生成,非定常環境で
の意思決定など）をさせるデータ処理技術である. 重要なア
プローチとして,データを生成した確率分布を我々が考えてい
るモデルで近似することが挙げられる.そのためには,確率分
布間の「近さ」を定義することが必要である. 本論文では,機
械学習の分野において, 確率分布の近さの尺度として注目さ
れている最適輸送問題を扱う.最適輸送問題は計算量が多いた
め, もとの最適輸送問題をエントロピー罰則項で正則化し,シ
ンクホルンアルゴリズムを用いて最適輸送問題の近似解を高
速に計算するのが一般的なアプローチの 1つである. しかし,
シンクホルンアルゴリズムはカルバックライブラーダイバー
ジェンスに関連した射影を実行するため,しばしば外れ値に弱
くなる.この問題を解決するために本研究では,ロバスト統計
学で発展した β-ダイバージェンスの下での射影を考える. 理
論解析により我々の提案手法は確率質量が外れ値に輸送され
るのを防ぐことができることを明らかにした. 本アルゴリズ
ムの応用例として, 外れ値検知が可能であることを示し, 既存
手法に比べて高い性能を示すことを紹介する.

1 背景
最適輸送問題の数学定式化及び, その凸正則化について述
べる.

1.1 最適輸送問題
本研究では主に離散版の最適輸送問題について扱う。最適
輸送問題は供給量 1

m を持つm個の供給地から需要量 1
n の n

個の需要地に最も輸送コストが小さくなるように運ぶ輸送方
法を考える線形計画問題の一種である. 確率分布 Px と Py か
ら得られた二つのサンプルセット {xi}mi=1 と {yj}nj=1を考え
る. 対応する経験分布をそれぞれ P̂x := 1

m

∑m
i=1 xiδxi

,P̂y :=
1
n

∑n
i=1 yiδyi

と書くことにする. ここで, δx は x における
ディラック関数である. γ ∈ Rm×n

+ を γij が xi と yj の間
の距離を表すような距離行列と定義する. さらに, 輸送行列
π ∈ {Π ∈ Rm×n

+ |Π1n = 1m

m ,Π⊤1m = 1n

n } =: G(
1m

m , 1n

n )を
定義する。G(1m

m , 1n

n )をカップリング制約と呼ぶ。二つの経験
分布 P̂xと P̂y の間の最適輸送問題は以下のとおりである [1].

OT(P̂x∥P̂y) := min
π∈G( 1m

m , 1n
n )

∑
i,j

πijγij . (1)

表記を簡潔にするために,

⟨π,γ⟩ :=
∑
i,j

πijγij (2)

と書くことにする.

1.2 最適輸送問題の凸正則化
ここではまず凸正則化最適輸送問題の定式化を行う.次に、
その解を得ることはカップリング制約を無視した凸正則化最
適輸送問題の解をカップリング制約を満たす行列集合上へブ

レグマンダイバージェンスを最小化するような射影演算を行
うことに対応することを示す.
凸正則化最適輸送問題は以下のように (1)をルジャンドル
型 [2]の関数で正則化したものである:

Lϕ(π) := min
π∈G( 1m

m , 1n
n )
⟨π,γ⟩+ λϕ(π). (3)

ここで, λ > 0は正則化パラメーターであり, ϕは行列の要素
ごとに適用される.
ここで一度, カップリング制約を無視した場合の (3)を考
える:

min
π∈Rm×n

⟨π,γ⟩+ λϕ(π). (4)

⟨π,γ⟩は πに関して線形で, ϕは狭義凸なので (4)には大域最
適解が存在し, 一次最適性条件

γ + λ∇ϕ(ξ) = 0 (5)

を解くことで、大域最適解である
ξ = ∇ψ(−γ/λ) (6)

が得られる. ここで, ψは∇ϕ = (∇ψ)−1を満たす ϕのフェン
シェル双対である.すると,

π∗
λ := argmin

π∈G( 1m
m , 1n

n )

Lϕ(π) (7)

= argmin
π∈G( 1m

m , 1n
n )

Bϕ(π∥ξ) (8)

であり, 最後の等式は
⟨π,γ⟩+ λϕ(π)− λϕ(ξ)− ⟨ξ,γ⟩ = λBϕ(π∥ξ) (9)

に依っていて,

Bϕ(x∥y) := ϕ(x)− ϕ(y)− ⟨x− y,∇ϕ(y)⟩, (10)

をブレグマンダイバージェンスと呼ぶ. シンクホルンアルゴ
リズム [4]は正則化項として負のボルツマンシャノンエント
ロピー [5]を用い, 射影をカルバックライブラーダイバージェ
ンスの下で行う.

2 外れ値に頑健な凸正則化最適輸送問題
ここでは提案法のアルゴリズムの概要とその理論解析につ
いて述べる.

2.1 β-ポテンシャル正則化及びアルゴリズムの概
要

本研究では (3) の正則化項として, β-ポテンシャル (β >
1) ϕ(π) = 1

β(β−1) (π
β − βπ + β − 1) を使用し, 射影をロ

バスト統計学で発展した β-ダイバージェンス [3]の下で射影
を行うことを考える, こうすることでデータに外れ値が含ま
れていても頑健に凸正則化最適輸送問題を解く.アルゴリズ
ムを Algorithm 1 に示した. カップリング制約を満たす凸
集合を C0 = Rm×n

+ , C1 =
{
π ∈ Rm×n|π1n = 1m

m

}
, C2 ={

π ∈ Rm×n|π⊤1m = 1n

n

} に分解し, それぞれへの射影を交
互に繰り返すことで π∗

λを得る. 行 2, 7, 11が C0への射影, 行
4–6が C1 への射影, 行 8–10が C2 への射影に対応している.
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Algorithm 1 β-ダイバージェンス (β > 1)を用いた交互ス
ケーリングアルゴリズム
1: θ̃ ← −γ/λ
2: θ∗ ← max{∇ϕ(0m×n), θ̃}
3: repeat

4: τ =
∇ψ(θ∗)1n− 1m

m

∇2ψ(θ∗)1n

5: τ ← max(τ , θ̂
∗
−∇ϕ(1m

m ))

6: θ̃ ← θ̃ − τ1n⊤
7: θ∗ ← max{∇ϕ(0), θ̃}
8: σ =

1m
⊤∇2ψ(θ∗)−( 1n

n )⊤

1m
⊤∇2ψ(θ∗)

9: σ ← max(σ, θ̂
∗
−∇ϕ(1n

n ))

10: θ̃ ← θ̃ − 1mσ
⊤

11: θ∗ ← max{∇ϕ(0m×n), θ̃}
12: until convergence
13: π∗ ← ∇ψ(θ∗)

表 1: 正しく正常データ/外れ値データを検出できた割合. 50
回の実験結果.

Outliers Inliers

One-class SVM [8] 49.8 ± 1.8 % 50.0 ± 0.1 %
Local outlier factor [9] 49.2 ± 3.8 % 99.2 ± 0.1 %
Isolation forest [10] 50.7 ± 10.2 % 65.5 ± 4.4 %

Elliptical envelope [11] 79.9 ± 7.0 % 80.0 ± 4.6 %
MoM-based[12] 79.7 ± 12.6 % 98.9 ± 0.7 %

Baseline technique 99.0 ± 0.6 % 84.8 ± 0.5 %
ROBOT [13] 99.5 ± 0.3 % 84.8 ± 0.5 %
提案法 99.1 ± 0.7 % 87.3 ± 0.5 %

2.2 理論解析
本アルゴリズムの理論解析を以下に述べる. Agorithm 1の
行 3–12を「大ループ」と呼ぶことにする.すると, 以下の命
題が成り立つ.

命題 1 任意の z (> λ
β−1 )について, J ⊆ {1, . . . , n}を以下を

満たすような集合とする.

∀j ∈ J, ∀i ∈ {1, . . . ,m}, γij ≥ z. (11)

大ループを t回繰り返して得られた輸送行列をπoutputが条件
( 1
m )β−1 + ( 1n )

β−1

β − 1
t <

1

1− β
+
z

λ
(12)

を満たすと,
∀i, πij = 0 if j ∈ J (13)

が満たされる.

命題 1は直観的には, 条件 (12)が満たされれば, 距離が z 以
上のデータ点には確率質量が送られないことを意味している.

3 実験
提案手法は外れ値検知に応用できる。Fashion-MNIST [6]
の画像データ 9500個（正常データ）とMNIST [7]画像データ
500個（異常値データ）からなるデータセットから外れ値デー
タを検出する実験を行う. 本実験では, これとは別に Fashion-
MNIST10000個からなるデータセットがあると仮定し、それ
を二つに分割して距離行列を計算し, z = maximinj γij を求
める.これは直観的には, 分割された二つのうち, 片方のデー
タセットの「各データ点の最近接点」の最大値に対応する.こ

の z を基準とし, z 以上離れているデータを外れ値とみなす.
この z を用いて, 命題 1が満たされるように種々のハイパー
パラメータ t, β, λを設定した. 我々の提案法は既存の外れ値
検出アルゴリズムや最適輸送問題を頑健に計算するアルゴリ
ズムと比べても性能が高いことがわかる (表 1).

4 結論
本研究では, （離散）最適輸送問題を β-ポテンシャルで正
則化することでシンクホルンアルゴリズムの行う射影演算を
頑健にする手法を提案した. 外れ値に確率質量を送らないこ
とができ、そのための理論保証を与えた. 提案手法の応用例
として外れ値検知を紹介し, 既存手法に比べて高い性能を示
すことが分かった.
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