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本論文では，正標数の代数多様体Xについて，Frobenius 射 F : X −→ X を用
いて定義される一連の “mild”な特異点のクラス，いわゆる F 特異点を考える．
その中でも特に，鋭 F 純 (sharply F -pure) と呼ばれる特異点を扱う．
Xを標数 p > 0 のネーター正規スキームであって F 有限，すなわち F : X −→

X が有限射であるものとする．この時，Xが高々鋭 F 純であるとは，任意の点
x ∈ X で，(F#)x : OX,x −→ (F∗OX)x が OX,x 加群の射として分裂することを
言う．この特異点のクラスは，3つ組 (X,∆, at) の場合にもその定義が拡張され
ている．ここで，3つ組 (X,∆, at) とは，ネーター正規スキーム X，その上の
有効 R-因子∆，連接イデアル層 a ⊆ OX 及び実数 t ⩾ 0 からなる組であって，
KX +∆ がR-Cartier となるものを言う．更に，(X,∆)が鋭 F 純である時，aの
(X,∆) 上の F 純閾値 (F -pure threshold) fpt(X,∆; a) ∈ R⩾0 が，3つ組 (X,∆, at)

が鋭 F 純になるような tの上限として定義される．F 純閾値は，3つ組 (X,∆, a)

の特異点の悪さを数値的にはかる量であり，正標数の代数幾何学において重要
な量である．
F 特異点論は，正標数の代数幾何学だけでなく，標数 0の代数幾何学において
も重要である．実際，F 特異点は Frobenius射という正標数特有の道具を用いて
定義されているにもかかわらず，標数 0の双有理幾何学に現れる特異点のクラ
スと良い対応があることが知られており，たとえば，上述の鋭 F 純特異点や F

純閾値は，それぞれ標数 0における対数的標準 (log canonical) 特異点及び対数
的標準閾値 (log canonical threshold) の正標数化とみなされている．ここで，対
数的標準特異点とは，標数 0の 3つ組に対して特異点解消を用いて定義される
“mild” な特異点であり，極小モデル理論において重要な役割を果たす特異点の
クラスの一つである．また，対数的標準閾値は，F 純閾値同様，3つ組が対数的
標準となる閾値として定義されている．
Shokurovは，標数 0の代数閉体上において，多様体の次元及び因子の係数を固
定した時に，単項イデアルの対数的標準閾値として現れうる実数の全体のなす
集合が昇鎖条件を満たすであろうと予想した ([8])．この予想は，de Fernex, Ein,

Mustaţăらによって，多様体が非特異などの仮定のもとで，部分的に解決され
([2], [3])，その後 Hacon, McKernan, Xuらによって完全に解決された ([4])．
一般に，不変量について昇鎖条件が成立することは，幾何学への応用を考える
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上で有益であり，それはこの，いわゆる対数的標準閾値の昇鎖条件に関しても
例外ではない．実際 [4] において，対数的標準閾値の昇鎖条件は，flipの終止や
Fano多様体の有界性等の双有理幾何的な問題に応用されている．
Blickle, Mustaţă, Smithらは，対数的標準閾値の昇鎖条件の正標数版として，
次のような予想を提唱した ([1])．

予想 ([1]). 自然数 nと素数 pを固定する．集合 Dreg
n,p を，その元がすべて標数 p

の n次元 F 有限正則局所環となるものとする．この時，集合

T preg
n,p := {fpt(A; a) | A ∈ Dreg

n,p, a ⊊ Aは単項イデアル } ⊆ R

は昇鎖条件を満たす．

この予想は，[1]，[5]，[6]などにおいて非常に限定的な状況に絞って議論され
てきたが，一般の場合に関しては 2次元の場合ですら未解決であった．本論文
では，この予想を一般次元において解決する．

定理 A. n, p,Dreg
n,p を上述の通りとする．この時集合

T reg
n,p := {fpt(A; a) | A ∈ Dreg

n,p, a ⊊ A はイデアル } ⊆ R

は昇鎖条件を満たす．

定理 Aを証明する為には，正則局所環を一つ固定して考えれば十分である．
本論文では，より一般に，特異点を許した局所環上でこの問題を考える．
(R,∆, at)を，Rが F 有限であるような正標数の 3つ組とすると， 判定イデア
ル と呼ばれるイデアル τ(R,∆, at) ⊆ R が，フロベニウス射を用いて定義され
ている．この判定イデアルを用いると，与えられたイデアル I ⊆ R に関する，
(R,∆; a) の F 跳躍数 (F -jumping number) が，

fjnI(R,∆; a) := inf{t ⩾ 0 | τ(R,∆, at) ⊆ I}

により定まる．Chapter 3の主定理は，この F 跳躍数に関する昇鎖条件である．

定理 B. (R,m) を F 有限なネーター正規局所環，I ⊆ R を m-準素イデアル，
∆ ⩾ 0 を，X = SpecR 上の Q-因子 であって，KX +∆ が Q-Cartier かつ，そ
の Cartier 指数が標数で割り切れないものとする．更に，判定イデアル τ(R,∆)

が自明かもしくは m-準素イデアルと仮定する．この時，集合

FJNI(R,∆) := {fjnI(R,∆; a) | a ⊊ R} ⊆ R

は昇鎖条件を満たす．

τ(R,∆, at) = R となる時，3つ組 (R,∆, at) は強 F 正則 (strongly F -regular) と
呼ばれる．強 F 正則性は，鋭 F 純という性質よりも少し強い条件であり，ま
た，標数 0の対数的端末 (log terminal) 特異点と良い対応があることが知られて
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いる．(R,∆) が強 F 正則の時，任意のイデアル a ⊆ R について fpt(R,∆; a) =

fjnm(R,∆; a)である為，定理 B の系として次が確かめられる．

系 C. (R,∆) を定理 B の通りとし，更に (R,∆) が強 F 正則であると仮定する．
この時，集合

FPT(R,∆) := {fpt(R,∆; a) | a ⊊ R} ⊆ R

は昇鎖条件を満たす．

F 有限正則局所環は常に強 F 正則である為，定理 Aは，系Cから導かれる．
Chapter 4 では，系 C の結果を，強 F 正則性の仮定を外し，また局所環を固定
せず，埋め込み次元のみを固定した場合に拡張する．すなわち，次が成立する．

主定理. 素数 p及び，正の整数 e と N を固定する．集合 T を，その元がすべて
標数 pの F 有限ネーター正規局所環 (R,m, k) であって，dimk(m/m2) ⩽ N を
満たすものとする．更に，集合 FPT(T, e) ⊆ R を，次の 3条件を満たす 3つ組
(R,∆, a) に関する F 純閾値 fpt(R,∆; a) 全体のなす集合とする：

• R ∈ T ,

• a ⊊ R はイデアル,

• ∆ ⩾ 0はQ-Weil因子であって (pe − 1)(KR + ∆) が Cartierかつ (R,∆) が
鋭 F 純.

この時，集合 FPT(T, e) は昇鎖条件を満たす．

主定理の系として，順的 (tame)商特異点もしくは局所完全交差な多様体に限
定した場合は，埋め込み次元でなく，次元のみを固定しても昇鎖条件が成立す
ることが示される．すなわち，次が成立する．

系 D. 正の整数 n と素数 p > 0を固定する．

1. 集合 Dquot
n,p を，その元がすべて標数 pの n次元 F 有限ネーター正規局所環

であって順的商特異点しか持たないものとする．この時，集合

T quot
n,p := {fpt(R; a) | R ∈ Dquot

n,p , a ⊊ R} ⊆ R

は昇鎖条件を満たす．
2. 集合 Dl.c.i.

n,p を，その元がすべて標数 pの n次元 F 有限ネーター正規局所環
であって，完全交差なものとする．この時，集合

T l.c.i.
n,p := {fpt(R; a) | R ∈ Dl.c.i.

n,p , a ⊊ R} ⊆ R

は昇鎖条件を満たす．

主定理の証明の鍵は，F 純閾値の有理性である．標数 0において，対数的Q-

Gorenstein対上の任意のイデアルの対数的標準閾値は，一つの特異点解消によっ
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て計算されるので，有理数になる．しかし，その正標数版である，鋭 F 純な対
数的Q-Gorenstein 対 (R,∆)の上での F 純閾値の有理性はまだ完全にはわかっ
ていない．
近年，Schwede, Tuckerらは [7] において，(R,∆) が強 F 正則という仮定のも
とであれば 任意のイデアル a ⊊ R について F 純閾値 fpt(R,∆; a)が有理数であ
ることを証明した．本論文では，KX +∆の Cartier指数がRの標数で割り切れ
ないという仮定のもとで，彼らの結果を強 F 正則でない場合に拡張した．

定理 E. (R,m)をF 有限ネーター正規局所環，∆ ⩾ 0をX = SpecR 上のQ-Weil

因子であって，(R,∆) が鋭F 純で，KX +∆ がQ-Cartier かつ，そのCartier指数
がRの標数で割り切れないようなものとする．この時，任意のイデアル a ⊊ R

について その F 純閾値 fpt(R,∆; a) は有理数である．

定理 Eと系Cを組み合わせることで，主定理が証明される．
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