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本論文の目的は、トロピカル幾何学におけるK3超曲面の周期を計算し、古典的な複素K3
超曲面の周期との関係を明らかにすることである。トロピカル幾何学は、和と積を

a+ b := max {a, b} , a · b := a+ b (1)

とする、トロピカル数半体T := R ∪ {−∞}上の代数幾何学で、ある種の整アフィン構造を持
つ多面複体（トロピカル多様体）が代数多様体の役割を果たす。トロピカル多様体の典型的な
例は、非アルキメデス付値体K上の代数多様体のトロピカル化によって構成される。トロピ
カル化とは、非アルキメデス付値体K上の代数多様体Xに対して、Kの付値を用いて、トロ
ピカル多様体Trop(X)を構成する操作である。Trop(X)は、組み合わせ的な対象であり、も
との代数多様体に比べて単純である一方で、もとの代数多様体X に関する様々な情報を持っ
ている。この性質を利用して、もとの代数多様体Xの性質を調べるのが、トロピカル幾何学
を研究する 1つの動機である。
また、トロピカル多様体は、複素多様体の一変数退化族の退化点へ向かう極限で得られる

対象とも見なせる。例えば、収束 Laurent級数体K = C {t}上で考えると、tに複素数を代入
することで、K 上の代数多様体X から、複素代数多様体の一変数退化族 {Xt}tが得られる。
絶対値を取った後 logの値を取る写像の像をアメーバというが、Xtのアメーバの t → 0での
極限としても、Trop(X)が得られる。このとき、Trop(X)が {Xt}tの t = 0付近での振る舞い
と深く関係し、極限 t→ 0は、トロピカル極限と呼ばれる。
トロピカル多様体の周期に関しては、曲線の場合に先行研究がある。[KMM08], [KMM09]に

おいて、非アルキメデス付値体上の楕円曲線の j-不変量の付値が、それのトロピカル化によって
得られるトロピカル楕円曲線の周長になることが示された。また、Mikhalkin–Zharkov[MZ08]
によって一般のトロピカル曲線の周期が定義され、その後、岩尾 [Iwa10]によって、リーマン
面の一変数族の退化点に向かう極限の下での周期写像の主要項が、それのトロピカル化によっ
て得られるトロピカル曲線の周期によって与えられることが示された。本論文では、これらの
結果をK3超曲面の場合へ一般化する。
トロピカルK3超曲面の周期を考える上で、Gross–Siebertプログラムのアイディアを用い

る。Gross–Siebertプログラムでは、トーリック退化の双対交叉複体として、トロピカル多様
体Bを構成する。これは一般に、余次元 2以上の特異性を許した整アフィン構造を持つC0多
様体になる。超曲面の場合には、Bは、退化族のトロピカル化によって得られるトロピカル超
曲面を、図 1で示されるように、その有界な多面体の成す部分複体へ収縮して得られる、特
異性を許容する整アフィン多様体に一致する。Bとそのトロピカル超曲面は、同値なトロピカ
ル多様体と見なせる。
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図 1: トロピカルK3超曲面と、それを収縮して得られる、特異点付き整アフィン構造を持つ
2次元球面B

古典的な周期写像は Schmidの冪零軌道定理 [Sch73]によって近似されるが、冪零軌道の主
要項は、退化点周りのモノドロミーによって決まる。Gross–Siebert[GS10]によって、トロピ
カル多様体Bの radiance obstructionのウェッジ積が、古典的にはモノドロミー作用に対応す
ることが知られており、このことから、radiance obstructionが周期写像の主要項を決めるこ
とが分かる。そこで本論文では、トロピカルK3超曲面を収縮することで得られる、特異点付
き整アフィン構造を持つ 2次元球面の radiance obstructionの計算し、対応する複素K3超曲
面の退化点に向かう極限での周期の漸近挙動と比較して、その関係を調べる。

M を階数 3の自由 Z-加群、N := Hom(M,Z)をその双対とする。また、MR := M ⊗Z R、
NR := N ⊗Z R = Hom(M,R)とおく。∆ ⊂MRを 3次元の滑らかな反射的多面体、∆̌ ⊂ NRを
その極多面体とする。通常の多項式の和と積を、それぞれmaxと+に置き換えることで、ト
ロピカル多項式が得られる。ここでは、Newton多面体が ∆̌であるようなトロピカル多項式

f(x) = max
n∈∆̌∩N

{a(n) + n1x1 + n2x2 + n3x3} . (2)

を考える。これはMR上の区分線形関数であり、それによって定められる超曲面 V (f) ⊂ MR
は、そのトロピカル多項式の微分不可能な点全体の集合として定義される。図 1で示される
ように、Gross–Siebertの方法によって、トロピカル超曲面 V (f)を収縮することで、特異点付
き整アフィン構造を持つ 2次元球面Bを構成する。

ι : B0 ↪→ BをBの特異点の補集合とする。さらに、TZをB0上の整接ベクトルのなす局所
系とする。コホモロジー群H1(B, ι∗TZ)は、ウェッジ積から誘導されるカップ積

∪ : H1(B, ι∗TZ)⊗H1(B, ι∗TZ) → H2(B, ι∗ ∧2 TZ) ∼= Z (3)

を持つ。また、∆の正規扇Σに付随する複素トーリック多様体をXΣ、その反標準超曲面を Y
として、

Pic(Y )amb := Im (Pic(XΣ) ↪→ Pic(Y )) (4)

とおく。今、各元 n ∈
(
∆̌ ∩N

)
\ {0}は、扇Σに含まれる一次元錘の原始的生成元になってい

る。その錘に対応するトーリック因子をDn ∈ Pic(XΣ)と書くことにする。以下が論文の主結
果である。証明は、Bの適当な開被覆に関する Čechコホモロジーの計算に基づく。
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定理 1. 1. ペアリングを保つ、原始的な埋め込み

ψ : Pic(Y )amb ↪→ H1(B, ι∗TZ) (5)

が存在する。

2. Bの radiance obstruction cBは、次で与えられる。

cB =
∑

n∈(∆̌∩N)\{0}

{a(n)− a(0)}ψ(Dn). (6)

この計算結果と、古典的なK3曲面の周期写像のトロピカル極限を比較する。K := C {t}
を収束Puiseux級数体とし、f =

∑
n∈∆̌∩N knx

n ∈ K[x±1 , x
±
2 , x

±
3 ]を、K上の 3変数 Laurent多

項式とする。十分に大きいR ∈ R>0に対して、fR := f |t=1/R ∈ C
[
x±1 , x

±
2 , x

±
3

]
とおき、VRを

{fR = 0}の極小モデルとする。ここで、VRは Y のミラー多様体である。複素K3超曲面の一
変数族 {VR}Rを考える。この族の周期写像は、[Iri11]による囲繞 A模型 VHSと留数 B模型
VHSの間のミラー同型を用いて、

P : (R0,∞) →{[σ] ∈ P ((U ⊕ Pic(Y )amb)⊗ C) | (σ, σ) = 0, (σ, σ) > 0} (7)
∼= {σ ∈ Pic(Y )amb ⊗ C | (Reσ,Reσ) > 0} ,

と書ける。ここで U は双曲平面を表す。一方で、多項式 f のトロピカル化は、

trop(f)(x) := max
n∈∆̌∩N

{val(kn) + n1x1 + n2x2 + n3x3} . (8)

で定義される。trop(f)の定めるトロピカル超曲面 V (trop(f))を収縮することで、特異点付き
整アフィン構造を持つ 2次元球面Bを構成する。周期写像PはGiventalの I-関数を用いて書
き下され、それのR → +∞の下での漸近挙動を radiance obstructionの計算結果 (定理 1)と
見比べることで、以下が得られる。

系 2.

P(R) ∼ logR · ψ−1(cB) (R → +∞). (9)

これより、ψ−1(cB) ∈ Pic(Y )amb ⊗Z RをトロピカルK3超曲面の V (trop(f))の “周期” と
みなせることがわかる。また、定理 1から以下の不等式も導ける。

系 3. (
ψ−1(cB), ψ

−1(cB)
)
> 0. (10)

不等式 (10)は、周期写像Pの主要項がHodge–Riemann双線形関係式を満たすために、ト
ロピカル周期ψ−1(cB)が満たすべき不等式である。従って、不等式 (10)は、トロピカルK3曲
面に対するHodge–Riemann双線形関係式と見なすことができる。
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