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概 要
クローキングという現象をポテンシャル項付き波動方程式のコーシー問題の非一意性と関連付

け，2次元空間における非一意解の具体的な構成を考える．1963年の Kumano-go による構成を
拡張し，遠方でそれぞれ波数の異なる無限個の非一意解を構成できることを示す．

1 はじめに
クローキングとはある対象の周りの有界な領域において媒質を変化させることで光の進行を曲げ，外
部からの光が伝播しない見えないゾーンを作り出すことでその対象を不可視化することである (図
1)．偏微分方程式論において媒質の変化はしばしば低階項であるポテンシャルとして定式化される．
見えないゾーンにおいてはそのポテンシャルの影響により外部からの光が伝播しない状況を，ポテン
シャル項付き波動方程式のコーシー問題を通して理解する．

図 1: クローキングの模式図

このクローキング現象を数学的に理解するため，次の問題を考える．ただし r > 0 に対し Br(0) :=

{x ∈ R2 | |x| < r} とおき，関数は全て複素数値をとるものとし，□ := ∂2
t −∆ とする．

問題 1 suppu = (R2 \ B1(0)) × R かつ suppV ⊂ (B2(0) \ B1(0)) × R を満たす滑らかな関数
u = u(x, t) と V = V (x, t) で

□u+ V (x, t)u = 0, (x, t) ∈ R2 × R (1.1)

を満たすものが存在するか．

ここで u は光，V は媒質の変化を意味するポテンシャルである．したがって問題 1は，領域 (B2(0)\
B1(0)) × R においてのみ媒質 V を変化させ，B1(0) × R が外部からの光が伝播しない領域 (つま
り B1(0)×R において u ≡ 0) となるような，ポテンシャル項付き波動方程式 (1.1)をみたす複素数
値関数の組 (u, V ) が存在するかどうかを問う問題である．この問題は波動方程式 (1.1)のコーシー
問題に対する非一意解の存在問題と同等であり，例えば V が変数 t に関して解析的であれば，この
ような u は存在しない (つまり局所的な一意性が従う)ことが知られている (e.g., Robbiano–Zuily

[3]，Tataru [6])．一般の偏微分方程式のコーシー問題に対する非一意解の構成については Zuily [7]

にまとめられているが，中でも波動方程式に関する具体的な非一意解の構成は Kumano-go [2] や
Alinhac–Baouendi [1]によってなされている．本レターでは Kumano-go [2]による構成方法を一般
化し，問題 1に対し遠方でそれぞれ波数の異なる無限個の非一意解 (u, V ) の構成を実現する．
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2 非一意解の構成
2.1 主定理
定理 2 (1.1)を満たす複素数値関数 u ∈ C∞(R3) と V ∈ C∞(R3) で，次を満たすものが無限個存在
する:

suppu = (R2 \B1(0))× R,

suppV ⊂ (B2(0) \B1(0))× R.

定理 2は，問題 1に対しクローキング現象が起こる光 u と媒質の変化 V のペアが無限個存在するこ
とを主張している．さらに 2.2節で示す具体的な構成から分かるように，これら無限個の光 u は遠
方でそれぞれ波数が異なるという点において区別される．証明は以下の補題を組み合わせて具体的
に解を構成することで達成される．補題の証明は本レターでは省略するが，[5]を参照されたい．

補題 3 δ ∈ (0, 1
2 ), p ∈ (0, 2(1−2δ)

5 ), λ > 0 を定数とし，Jλ を位数 λ のベッセル関数とする．このと
き a ∈ (0, 1− λ−p] について一様な次の漸近公式を得る:

Jλ(λa) = (2πλ tanhα)−
1
2 eλ(tanhα−α)(1 +O(λ−δ)) as λ → ∞.

ただし α > 0 は coshα = a−1(> 1) で定義される定数とする．

δ ∈ (0, 1
2 ), p ∈ (0, 2(1−2δ)

5 ) を定数とする．次を満たす正値数列 {λm}m∈N を考える．

∀m ∈ N, m2 ≤ λp
m. (2.1)

λm+1 = λm(1 + o(1)) as m → ∞. (2.2)

(2.1)及び (2.2)を満たす正値数列 {λm}m∈N の例として，例えば次がとれる:

λm := anm
n +

n−1∑
j=0

ajm
j .

ただし n ≥ 2
p は自然数で an ≥ 1, aj ≥ 0 (j = 0, . . . , n− 1) は定数とする．

補題 4 δ ∈ (0, 1
2 ), p ∈ (0, 2(1−2δ)

5 ) を定数とし，{λm}m∈N を正値数列とする．

Gm(r) := Jλm(λmr), r ∈ [0, 1−m−2]

とおき，(2.1)を仮定する．このとき ℓ ≥ 1 と r := 1− ℓm−2 に対し，次の漸近公式が成立する:

Gm(r) = (1 + o(1))

√
m

(2π2ℓ)
1
4

√
λm

e−(1+o(1)) 2
√

2
3 ℓ

3
2 λmm−3

as m → ∞.

補題 5 δ ∈ (0, 1
2 ) と p ∈ (0, 2(1−2δ)

5 ) を定数とし，{λm}m∈N を (2.1) を満たす正値数列とする．
{km}m∈N を

km
λm

= 1− 1

m
+O(m−3) as m → ∞ (2.3)

を満たす正値数列とし，s ∈ [0, 1] に対し rm(s) := 1 + 1
m − s

m(m+1) とおく．さらに

Fm(r) := Gm

(
km
λm

r

)
, m ∈ N

とする．このとき Fm は

F ′′
m(r) +

1

r
F ′
m(r) +

(
k2m − λ2

m

r2

)
Fm(r) = 0 (2.4)
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を満たし，さらに s ∈ [0, 1] に対し

Fm(rm(s)) = (1 + o(1))

√
m

(2π2(1 + s))
1
4

√
λm

e−(1+o(1)) 2
√

2
3 (1+s)

3
2 λmm−3

as m → ∞ (2.5)

が成り立つ．さらに γm+1 を
γm+1 :=

Fm(rm+1(2
−1))

Fm+1(rm+1(2−1))

と定めると，(2.2)を仮定すればある M ∈ N が存在して全ての m > M に対し

γm+1 ≤ e−λmm−3

が成り立ち，さらに µ > 0 と C > 0 が存在して全ての m > M に対しγm+1Fm+1(rm+1(s)) ≤ Ce−µλmm−3

Fm(rm+1(s)), s ∈ [0, 1
4 ],

Fm(rm+1(s)) ≤ Ce−µλmm−3

γm+1Fm+1(rm+1(s)), s ∈ [ 34 , 1]
(2.6)

が成り立つ．

2.2 定理 2の証明
証明 δ ∈ (0, 1

2 ) と p ∈ (0, 2(1−2δ)
5 ) を定数とし，{λm}m∈N を (2.1), (2.2)を満たす正値数列とする．

(2.2)は
λm ≤ eo(m) as m → ∞ (2.7)

を導くことに注意する．r > 1 に対し

um(r, θ, t) := Fm(r)ei(λmθ+kmt)

とおく．ただし {km}m∈N は (2.3)を満たす正値数列で，(r, θ) は R2 の極座標とする．ラプラシア
ン ∆ の極座標表示

∆ = ∂2
r + r−1∂r + r−2∂2

θ

と (2.4)により
□um = 0

が成り立つ．m ∈ N と j = 1, 2, 3, 4 に対し閉区間 Im, Im,j ⊂ Im を

Im :=

[
1 +

1

m+ 1
, 1 +

1

m

]
, Im,j :=

[
1 +

1

m
− j

4m(m+ 1)
, 1 +

1

m
− j − 1

4m(m+ 1)

]
と定める．十分大きな M ∈ N と m > M に対し，滑らかな関数 AM , Am を

AM (r) :=


1, r ≥ 1 +

1

M + 2
+

1

4(M + 1)(M + 2)
,

0, 0 ≤ r ≤ 1 +
1

M + 2
,

Am(r) :=


1, r ∈ (Im+1 \ Im+1,4) ∪ (Im \ Im,1),

0, r ∈
[
0, 1 +

1

m+ 2

]
∪
(
1 +

1

m
,∞
)

とおく．u = u(r, θ, t) を

u(r, θ, t) := AM (r)uM +

∞∑
m=M+1

γM+1 × · · · × γmAm(r)um
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と定め，さらに

V (r, θ, t) :=


0, r ∈ K := [0, 1] ∪

[
1 +

1

M + 1
,∞
)
∪

∞⋃
m=M+1

(Im,2 ∪ Im,3),

−□u

u
, r ∈ [0,∞) \K

と定める．(2.5)と (2.7)から，r ∈ Im, ℓ ∈ Z≥0 に対し∣∣∣∣ dℓdrℓ
Fm(r)

∣∣∣∣ = mℓ(m+ 1)ℓ
∣∣∣∣ dℓdsℓ

Fm(rm(s))

∣∣∣∣
≤ Cℓ

mℓ(m+ 1)ℓλℓ
m

m3ℓ
(1 + o(1))

√
m√
λm

e−(1+o(1)) 2
√

2
3 (1+s)

3
2 λmm−3

≤ Cℓe
o(m)Fm(rm(s)).

r ∈ Im+1 に対し，rm+1(s) = rm(1 + s+O(m−1)) によりさらに∣∣∣∣ dℓdrℓ
Fm(r)

∣∣∣∣ = (m+ 1)ℓ(m+ 2)ℓ
∣∣∣∣ dℓdsℓ

Fm(rm+1(s))

∣∣∣∣
= (m+ 1)ℓ(m+ 2)ℓ

∣∣∣∣ dℓdsℓ
Fm(rm(1 + s+O(m−1)))

∣∣∣∣
≤ Cℓ

(m+ 1)ℓ(m+ 2)ℓλℓ
m

m3ℓ
(1 + o(1))

√
m√
λm

e−(1+o(1)) 2
√

2
3 (2+s+O(m−1))

3
2 λmm−3

≤ Cℓe
o(m)Fm(rm+1(s)).

したがって r ∈ Im ∪ Im+1 と ℓ ∈ Z≥0 に対し∣∣∣∣ dℓdrℓ
Fm(r)

∣∣∣∣ ≤ Cℓe
o(m)Fm(r). (2.8)

Im+1 上において (2.8), (2.3), (2.7), (2.1)から

|∂βu(r, θ, t)| :=

∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=ℓ

(∂r∂θ∂t)
βu(r, θ, t)

∣∣∣∣∣∣ (2.9)

≤ CℓγM+1 × · · · × γmλ2ℓ
meo(m)(Fm + γm+1Fm+1)

≤ Cℓe
−λmm−3

eo(m)

< Cℓe
−m2(1+o(m−1))

≤ Cℓe
− 1

2m
2

≤ Cℓe
− 1

2 ((r−1)−1−2)2 r↘1−−−→ 0

を得る．ただし (2.1)から得られる以下の不等式

λmm−3 ≥ m
2
p−3 > m2 (2.10)

を用いた．以上により u が R3 において滑らかであることが示せた．

さらに Im+1,1 において s ∈ [0, 1
4 ] に対し (2.6)と (2.10)により

|u| ≥ γM+1 × · · · × γm(|um| − γm+1|um+1|) (2.11)

= γM+1 × · · · × γm(Fm(rm+1(s))− γm+1Fm+1(rm+1(s)))

≥ γM+1 × · · · × γm(1− Ce−µλmm−3

)Fm(rm+1(s))

≥ γM+1 × · · · × γm(1− Ce−µm2

)Fm(rm+1(s)) > 0
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が成立するので Im+1,1 上で |u| > 0. 同様にして Im+1,4 上でも s ∈ [ 34 , 1] に対し
|u| ≥ γM+1 × · · · × γm(γm+1|um+1| − |um|) (2.12)

= γM+1 × · · · × γm(γm+1Fm+1(rm+1(s))− Fm(rm+1(s)))

≥ γM+1 × · · · × γm+1(1− Ce−µλmm−3

)Fm+1(rm+1(s))

≥ γM+1 × · · · × γm+1(1− Ce−µm2

)Fm+1(rm+1(s)) > 0

なので，Im+1,4 上で |u| > 0. Im+1,2 ∪ Im+1,3 上で □u = 0 だから，u の定義により r ∈ (1,∞) に
おいて V は滑らかである．

最後に，r = 1 において V が滑らかであることを示す．Im+1,1 上において，□u = □[γM+1 × · · · ×
γm+1Am+1um+1] だから |β| = ℓ ∈ Z≥0 に対して (2.8)より

|∂β□u| ≤ CℓγM+1 × · · · × γm+1λ
2ℓ+2
m eo(m)Fm+1(r). (2.13)

したがって |β| = ℓ ∈ Z≥0 に対し (2.9), (2.11), (2.13), (2.6), (2.10)により

|∂βV (r, θ, t)| =
∣∣∂β(u−1□u)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑

|β1|≤ℓ

(
β

β1

)
∂β(u−1)∂β−β1(□u)

∣∣∣∣∣∣
≤ Cℓ

(
γm+1Fm+1

Fm

)
λ2(ℓ+1)
m eo(m)

(
1 +

γm+1Fm+1

Fm

)ℓ

≤ Cℓe
−µλmm−3+o(m)

≤ Cℓe
−µ

2 m2

.

同様に Im+1,4 上でも，□u = □[γM+1 × · · · × γmAmum] だから |β| = ℓ ∈ Z≥0 に対して (2.8)より
|∂β□u| ≤ CℓγM+1 × · · · × γmλ2ℓ+2

m eo(m)Fm(r). (2.14)

したがって |β| = ℓ ∈ Z≥0 に対し (2.9), (2.12), (2.14), (2.6), (2.7), (2.10)により

|∂βV (r, θ, t)| =
∣∣∂β(u−1□u)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑

|β1|≤ℓ

(
β

β1

)
∂β(u−1)∂β−β1(□u)

∣∣∣∣∣∣
≤ Cℓ

(
Fm

γm+1Fm+1

)
λ2(ℓ+1)
m eo(m)

(
1 +

Fm

γm+1Fm+1

)ℓ

≤ Cℓe
−µλmm−3+o(m)

≤ Cℓe
−µ

2 m2

.

以上により，全ての |β| = ℓ ∈ Z≥0 に対して Im+1 上で
|∂βV (r, θ, t)| ≤ Cℓe

−µ
2 m2

≤ Cℓe
−µ

2 ((r−1)−1−2)2 r↘1−−−→ 0.

□

3 終わりに
本レターでは 2次元空間におけるポテンシャル項付き波動方程式のコーシー問題に対する非一意性に
着目し具体的に遠方で波数の異なる無限個の非一意解を構成することにより，クローキング現象への
数学的アプローチを試みた．今回の構成を実際にクローキングに応用する研究はまだ不十分である
が，本レターでの問題設定と類似した設定下でのクローキングに関する実験的研究が Smolyaninov–

Hung–Davis [4]によってなされている．本レターで構成した無限個の非一意解のクローキングへの
応用は今後の課題である．
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