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概 要

Bravais格子とは結晶の対称性を記述する際に用いる概念である．その定義には物理的な「連
続変形」を用いるものや，群の剰余類・共役類の概念を用いたものがある．本論文では，「連続変
形」を数学的に適切に定義した場合，それらの定義の間にどのような関連があるのかを調べる．

1 はじめに

結晶を考察するにあたっては，類似した対称性を持つユークリッド空間内の格子を考察することが重

要となる．結晶および格子の対称性を記述する際に用いられる概念として，Bravais格子というもの

がある．3次元の格子は 14種類の Bravais格子に分けられることが知られており，応用上はその 14

種類を知っていれば十分であることも多い．反面，その 14種類がどのように得られたのか，Bravais

格子の定義に立ち返る機会はあまり多くない．

数理結晶学において，Bravais格子の定義として主流なものとして，群の剰余類・共役類の概念を用

いたものがある．これは数学的に厳密である一方で，あまり直観的でないために数理結晶学以外では

採用されないことも多い．

一方，[1]における Bravais自身の定義は上に述べたものではなく，格子の連続変形を用いるもので

ある．すなわち，「対称性を保つ連続変形」によってうつりあう格子達を同じ Bravais格子に属すると

定義したのである．この定義に基づいて実際に 14種類の Bravais格子が得られたとされている．し

かし，この「対称性を保つ連続変形」が何を指しているのか判然としていないという批判が [2]にて

行なわれている．[2]では，「対称性を保つ連続変形」の定義を 1つ固定して同値関係を定めたとき，

同値類が 11種類になることも示されている．

しかしながら，「対称性を保つ」の数学的解釈は [2]に挙げられたもの以外にもいくつか存在する．そ

こで本稿は「対称性を保つ連続変形」の定義の候補をいくつか考案し，それらから定まる同値関係と

数理結晶学的な Bravais格子の定義との関連性を考察する．とくに応用上重要と考えられる，3次元

までの空間において考えられる格子に関する次の定理を証明する．

定理 1 (定理 2，定理 5 (2)) 「対称性を保つ格子の連続変形」を適当な意味で定めると，N = 2, 3

において，群の剰余類・共役類の概念を用いた Bravais格子の定義と，連続変形による Bravais格子

の定義は一致する．

なお以下では，より一般の状況におけるN について証明を行う．

2 格子論からの準備

本節では，[2, §2,3]に沿って数理結晶学に関する種々の概念を復習する．

2.1 格子および関連する群

N を正の整数とする．Λが N 次元格子であるとは，Λが RN のある R上の基底から Z上生成され
る加群であることをいうのであった．本稿ではN を固定し，RN 内のN 次元格子のことを単に格子

とよぶことにする．格子全体の集合をL と書くことにする．

G := GLN (R)とおき，g =
(

v1 · · · vN

)
∈ Gとする．ただし v1, . . . , vN は N 次列ベクトルで

ある．このとき，v1, . . . , vN は RN の R上の基底をなすことから，
⊕N

i=1 Zviは格子となる．このよ
1yukiymmt@ms.u-tokyo.ac.jp
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うにしてできる格子を L̃(g) ∈ L とおく．このとき，写像 L̃ : G → L は全射である．g, g′ ∈ Gにつ

いて L̃(g) = L̃(g′)が成り立つのは互いに他方の列ベクトル達を自身の列ベクトル達の Z係数線形結
合で表せるときであり，これはある Γ := GLN (Z)の元 γ であって，g′ = gγ となるものが存在する

ことと同値となる．したがって L̃は全単射 G/Γ → L を誘導する．G/Γには Gから定まる商位相

が入り，この全単射によりL にも位相空間の構造が入る．

なお，L ∈ L に対して L̃(g) = Lとなる g ∈ Gをとることは Lの Z上の基底，すなわち格子基底を
1つ固定することに対応している．

L には g ∈ G,L ∈ L に対し g · L := g(L)(すなわち，gによる Lの像)と定めることで左 G作用が

入る．これは全単射 G/Γ ∼= L において，G/Γに自然に入る左 G作用と合致している：すなわち，

g, g′ ∈ Gに対して gL̃(g′) = L̃(gg′)が成り立つことが分かる．特に今回は格子の対称性を考察するた

め，K を直交群 ON (R)とし，L のK 作用について考える．

2.2 holohedry

この小節では，群の剰余類・共役類の概念に基づく Bravais格子の定義を述べる．そのためにまず，

格子の対称性を記述する holohedryという概念を導入する．

Lを格子とするとき，P (L) := {σ ∈ K | σL = L}とおく．すなわち，P (L)は Lを不変にする直交

変換全体のなす群である．この P (L)を Lの幾何学的 holohedryという．P (L)は有限群になる．

Lを K の元 σ でうつした格子 L′ = σLは Lと対称性が同じものと考えたい．P (L′) = σP (L)σ−1

は P (L)の σ ∈ K による共役である．そこで，2つの格子 L,L′が同じ結晶系に属するということを，

P (L)と P (L′)がK 共役で移りあうことと定義する．

g ∈ Gに対し，L = L̃(g)と書ける場合に P (L)がどのように記述できるか考える．σ ∈ K について，

σ ∈ P (L)は σL̃(g) = L̃(g)と同値である．このうち左辺は L̃(σg)であるから，これは σg = gγ を満

たす γ ∈ Γが存在することと同値である．これは次のようにも言える：γg,σ := g−1σgとおいたとき，

γg,σ ∈ Γ．

この対称性をより精密に考察するため，数論的holohedryという概念を定義する．定義よりP (L) = K∩
AutZ(L)であることが分かる．LのZ上の基底を 1つ固定すると，群の同型AutZ(L) ∼= GLN (Z) = Γ

が得られる．Lの基底を固定することは，L̃(g) = Lとなる g ∈ Gを 1つ固定することと同義であっ

た．そこで，上のように Γに埋め込まれた P (L)をA(g)と書き，gから定まる Lの数論的 holohedry

とよぶことにする．

この同型 P (L) ∼= A(g)は σ 7→ γg,σ で得られることが分かる．したがって A(g)は，σg = gγ を満た

す σ ∈ K が存在するような Γの元 γ全体となる．これはこのようにも言い換えられる：gγg−1 ∈ K．

ここで，L̃(g′) = Lとなる別の元 g′ ∈ Gを考えると，g′ = gγ となる γ ∈ Γが存在するのであった．

このとき A(g′) = γ−1A(g)γ となり，A(g′)は A(g)と Γ共役となる．ゆえに Lの数論的 holohedry

の Γ共役類は gの取り方によらず一定となる．そこで，2つの格子 L,L′が同じ Bravais格子に属す

るということを，数論的 holohedryの Γ共役類が一致することと定義し，これを L ∼m L′と書くこ

とにする．2つの格子が同じ Bravais格子に属するとき，それらは同じ結晶系に属する．

2.3 格子の連続変形

前小節において，群の剰余類・共役類の概念を用いた Bravais格子の定義を説明した．本小節では，

Bravais自身の方針である格子の連続変形という概念に基づいてL の同値関係の定義を行う．その

ために，必要な概念の数学的に正確な定式化を行う．

まず格子の連続変形とは連続写像 Λ : [0, 1] → L のこととする．L = Λ(0), L′ = Λ(1)とおくとき，

Λを Lから L′ への連続変形とよぶことにする．

「対称性を保つ連続変形で移りあう」という関係をうまく定めれば，それによりL に同値関係を入

れることができる．そのためには「対称性を保つ」ことの定義を考える必要があるが，本稿ではその
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定義の候補として以下のものを考える．

1) 幾何学的 holohedry の K 共役類が不変である，すなわち任意の t ∈ [0, 1] に対して，適当な

k ∈ K であって P (Λ(t)) = kP (Λ(0))k−1 となるものがある．

2) 幾何学的 holohedryの各元も連続的に変化する，すなわち任意の σ ∈ P (Λ(0))に対して，σ̃(0) =

σを満たす連続写像 σ̃ : [0, 1] → K であって次を満たすものが存在する：任意の t ∈ [0, 1]に対

して σ̃ ∈ P (Λ(t))．

以上のもとで，Lおよび L′が「対称性を保つ連続変形で移りあう」ことを，Lから L′への連続変形

および L′ から Lへの連続変形であって (上のいずれかの意味で)対称性を保つものが存在すること

として定めると，これは格子全体の集合における同値関係となることが分かる．「対称性を保つ」こ

との定義を上のようにしたとき定まる同値関係を順に ∼1,∼2 とおく．

以降では，前小節で定義した ∼m，および今定義した ∼1,∼2 の間の関連性を調べる．本小節の最後

に，その証明に用いる事実を一つ述べる．Λを格子の連続変形とすると，Λはある意味で「持ち上げ

る」ことができる：ΓがGの離散部分群であることから，標準的な写像 π : G → G/Γは局所同相で

ある．ゆえに，連続写像 q : [0, 1] → G/Γについて，π(g) = q(0)となる g ∈ Gを 1つとると，連続

写像 q̃ : [0, 1] → Gであって，q̃(0) = gおよび q = π ◦ q̃を満たすものが一意的に存在する．今 L̃か

ら λ : G/Γ ∼= L が誘導されていたから，q = λ−1 ◦ Λと g ∈ Gに対して上の議論をすることで，連

続写像 p : [0, 1] → Gで p(0) = gおよび Λ = L̃ ◦ pを満たすものが一意的に存在することが分かる．
この pを，gから定まる Λの持ち上げとよぶことにする．

2.4 Gram行列

本小節では，数論的 holohedryを考察する際に有用な概念として Gram行列を説明する．またそれ

に付随して，後の証明に用いる群をいくつか導入し，その性質を見る．

g ∈ Gに対して，s(g) := T ggは正定値対称行列となる．ただし T gは gの転置行列である．この s(g)

を gの Gram行列とよぶことにする．

SをN 次の正定値対称行列全体のなす多様体とすると，sは連続写像 s : G → Sを定める．このとき

sは全射であり，さらに g, g′ ∈ Gが s(g) = s(g′)を満たすときは適当な k ∈ Kによって g′ = kgとな

る．これは B を正則な N 次上三角行列全体からなる Gの閉部分群とおいたときに Gram–Schmidt

の正規直交化法からG = KBとなること，およびK ∩Bが対角成分±1の対角行列全体からなる群

になることを用いて証明できる．ゆえに sは微分同相K\G ∼= S を誘導する．

S の性質をいくつか見ておく．まず，S は凸集合である：すなわち，a, a′ ∈ S および t ∈ [0, 1]に対

し，(1− t)a+ ta′ ∈ S である．また，a ∈ S, g ∈ Gに対し ag := T gagとすることで S には右 G作

用が入る．以下では特に，この作用を Γに制限して考える．

g ∈ Gに対し，γ ∈ A(g) ⇔ s(g)γ = s(g)が成り立つ．実際，γ ∈ A(g)のときは σg = gγ となる

σ ∈ K が存在するが，このとき s(g)γ = s(gγ) = s(σg) = s(g)となる．逆に s(g)γ = s(g)となると

き，やはり s(g)γ = s(gγ)から gγ = σgとなる σ ∈ K が存在することが分かり，γ ∈ A(g)が分かる．

このように，gのGram行列は gから定まる数論的 holohedryの情報を持っている．特に，g, g′ ∈ G

が s(g) = s(g′)を満たすとき，A(g) = A(g′)が成り立つ．

最後に，L ∼m L′ である 2つの格子 L,L′ の間の連続変形を構成するために用いる群をいくつか定

義する．G+ を Gの連結成分とする．K+ および B+ についても同様である．このとき G+ は行列

式が正となる Gの元全体，K+ = SON (R)，B+ は対角成分が全て正である上三角行列全体となる．

K のK+剰余類分解および Bの B+剰余類分解をG = KBに適用することでG+ = K+B+が分か

る．また (K ∩ B)B+ = B および K ∩ B+ = {I}(ただし Iは単位行列)となることから，埋め込み

B+ ↪→ Bは微分同相B+
∼= (K ∩B)\Bを誘導する．一方G = KBより (K ∩B)\B ∼= K\G ∼= S(最

後は sから誘導されている)であったから，sB := s|B+
は微分同相 sB : B+

∼= S を誘導する．
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3 主定理

本節では，前節で定義した同値関係 ∼1,∼2,∼m の間の関係性を調べる．

まず ∼2 および ∼m について，次の定理が成り立つ．

定理 2 L,L′ ∈ L が L ∼2 L′ を満たすとすると，L ∼m L′ となる．

証明 Λを 2の意味で対称性を保つ，Lから L′への連続変形とする．このとき各 σ ∈ P (L)に対し

て，σ̃(0) = σを満たす連続写像 σ̃ : [0, 1] → K であって，t ∈ [0, 1]に対して σ̃(t) ∈ P (Λ(t))となる

ものが存在するのであった．ここで L̃(g) = Lとなる g ∈ Gを 1つ取り，gから定まる Λの持ち上げ

を p : [0, 1] → Gとおく．このとき

L̃(σ̃(t)p(t)) = σ̃(t)L̃(p(t)) = σ̃(t)Λ(t) = Λ(t) = L̃(p(t))

となることから，σ̃(t)p(t)Γ = p(t)Γ，すなわち γσ(t) := p(t)−1σ̃(t)p(t) ∈ Γが従う．このとき pおよ

び σ̃の連続性から，写像 γσ : [0, 1] → Γは連続である．ところが Γは離散的であったから，γσ は定

値写像である．

ここで A(g) ⊂ A(p(1))を示すため γ ∈ A(g)とする．このとき gγ = σg を満たす σ ∈ P (L)が取れ

るが，γ = g−1σg = p(0)−1σ̃(0)p(0) = γσ(0)となることから γσ ≡ γが分かる．とくに γ = γσ(1)よ

り p(1)γ = σ̃(1)p(1)が分かり，γ ∈ A(p(1))が従う．

さて，A(g) ∼= P (L)である．また L̃(p(1)) = Λ(1) = L′であったことに注意すると，A(p(1)) ∼= P (L′)

となる．よって A(g) ⊂ A(p(1))から，P (L)の位数は P (L′)の位数以下であることが分かる．この

議論は Lと L′を入れ替えても成立するため，P (L′)の位数が P (L)の位数以下であることも分かる．

ゆえに P (L)と P (L′)の位数は一致し，各々の群と同型であったA(g)とA(p(1))の位数も一致する．

ここでA(p(1))は有限群であったから，包含A(g) ⊂ A(p(1))により相等A(g) = A(p(1))が従う．し

たがって，L ∼m L′ となる．

次に，∼1 と ∼2 の関連性について，次の定理が成り立つ．

定理 3 L,L′ ∈ L が L ∼1 L′を満たすとき，L ∼2 L′となる．とくに，定理 2から L ∼m L′も従う．

証明 Λを 1の意味で対称性を保つ，Lから L′への連続変形とする．定理の主張を示すには，Λが

2の意味で対称性を保つことを示せば十分である．

L̃(g) = Lとなる g ∈ Gを 1つ取り，g から定まる Λの持ち上げを pとおく．σ ∈ P (L)とすると，

σg = gγσ を満たす γσ ∈ Γが存在する．そこで，t ∈ [0, 1]に対し σ̃(t) = p(t)γσp(t)
−1 とおく．pの

連続性から写像 σ̃ : [0, 1] → Gは連続である．また，σ̃(0) = p(0)γσp(0)
−1 = gγσg

−1 = σである．

以降，σ̃([0, 1]) ⊂ K を示す．これが示されると，各 σ ∈ P (L)に対して

σ̃(t)Λ(t) = σ̃(t)L̃(p(t)) = L̃(σ̃(t)p(t)) = L̃(p(t)γσ) = L̃(p(t)) = Λ(t)

となることから，Λが 2の意味で対称性を保つことが分かる．

そのためにまず，各 σ ∈ P (L)に対して Iσ := {t ∈ [0, 1] | 0 ≤ t′ ≤ t ⇒ σ̃(t′) ∈ K}とおく．σ̃(0) =

σ ∈ K から 0 ∈ Iσ ̸= ∅ であり，Iσ は上に有界な非空集合である．そこで tσ = sup Iσ とおくと，

tσ ∈ Iσ，すなわち tσ = max Iσ であることが以下のようにして分かる：0 ≤ t′ ≤ tσ とする．このと

き σ̃(t′) ∈ K であることを示せばよい．

0 ≤ t′ < tσ のとき　 tσ = sup Iσ より，t′ ≤ t′′ を満たす t′′ ∈ Iσ が存在する．t′′ ∈ Iσ および

0 ≤ t′ ≤ t′′ より σ̃(t′) ∈ K が従う．

t′ = tσ のとき　 t ∈ Iσ に対して，特に 0 ≤ t ≤ tから σ̃(t) ∈ K が従うため，Iσ ⊂ σ̃−1(K)であ

る．ゆえに Iσ の [0, 1]内での閉包の元である tσ = sup Iσ は σ̃−1(K)の閉包の元でもある．しかし

σ̃ は連続であり，K は Gの閉部分群であったから，σ̃−1(K)は自身の閉包と一致する．したがって

tσ ∈ σ̃−1(K)，すなわち σ̃(tσ) ∈ K である．
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任意の σ ∈ P (L) に対して tσ = 1 を示すことができれば，σ̃([0, 1]) ⊂ K が従う．そこで，ある

σ ∈ P (L)に対して tσ < 1となると仮定する (背理法)．t0 = minσ∈P (L) tσとおくと，仮定から t0 < 1

となる．

ここで次の主張 (*)を考える：(*) t0の近傍 Iであって，Iの任意の元 tに対して {σ̃(t) | σ ∈ P (L)} =

P (Λ(t)) ⊂ K となるものが存在する．(*)が示されると，t0 < 1から [t0, t1) ⊂ I となる t1 ∈ (t0, 1]

が取れる．特に t2 = (t0 + t1)/2とおくと t0 < t2 であり，さらに [t0, t2] ⊂ I である．一方，任意の

t ∈ [t0, t2]および σ ∈ P (L)に対して σ̃(t) ∈ P (Λ(t)) ⊂ K となるため tσ ≥ t2 > t0 = minσ tσ となっ

て矛盾が生じ，証明が完結する．よって，以降では (*)を示す．

連続写像 f : [0, 1]×K → Gを f(t, k) = p(t)−1kp(t)により定め，その像を F := f([0, 1]×K)とお

く．[0, 1]×K がコンパクトであり，f が連続であることから F もコンパクトである．ゆえに F ∩ Γ

はコンパクトかつ離散的であり，有限集合となることが分かる．また，γ ∈ (F ∩Γ) \A(g)に対して，

τγ(t) = p(t)γp(t)−1 とおくと，写像 τγ : [0, 1] → Gは連続である．よって Jγ := τ−1
γ (K) ⊂ [0, 1]は

閉集合である．そこで J :=
∪

γ∈(F∩Γ)\A(g) Jγ とおくと，(F ∩ Γ) \A(g)が有限集合であることから，

J もまた [0, 1]の閉集合である．そこで開集合 I を I = [0, 1] \ J とおく．I が (*)の条件を満たすこ

とを示せばよい．

t0 ∈ I を示す．まず，任意の σ ∈ P (L) に対して σ̃(t0) ∈ K であったから，{σ̃(t0) | σ ∈ P (L)} ⊂
P (Λ(t0))である．ここで σ, σ′ ∈ P (L)に対して σ̃(t0) = σ̃′(t0)が成り立つとき，p(t0)

−1γσp(t0) =

p(t0)
−1γσ′p(t0)から σ = σ′が従う．よって {σ̃(t0) | σ ∈ P (L)}の濃度は P (L)と一致する．さて，Λ

は 1の意味で対称性を保っているため，P (L)の濃度は P (Λ(t0))と一致し，さらにこの濃度は有限

であった．ゆえに，包含 {σ̃(t0) | σ ∈ P (L)} ⊂ P (Λ(t0))から相等 {σ̃(t0) | σ ∈ P (L)} = P (Λ(t0))が

従う．

ここで t0 ∈ Jγ なる γ ∈ (F ∩ Γ) \ A(g)が存在すると仮定する (背理法)．このとき p(t0)γp(t0)
−1 =

τγ(t0) ∈ Kであるから，τγ(t0) ∈ P (Λ(t0))となる．ゆえに，上の集合の相等から τγ(t0) = σ̃(t0)を満

たす σ ∈ P (L)が存在するが，このとき γ = γσ ∈ A(g)となり矛盾する．以上により t0 ∈ [0, 1]\J = I

となる．

t ∈ I ならば P (Λ(t)) = {σ̃(t) | σ ∈ P (L)}となることを示す．右辺の濃度が P (L) および P (Λ(t)) と

一致し，有限であることは t = t0 のときと同様に示せる．よって，左辺が右辺に含まれることをい

えば十分である．τ ∈ P (Λ(t))とすると，γ := p(t)−1τp(t) = f(t, τ) ∈ F ∩Γである．γがA(g)の元

でないと仮定する (背理法)．このとき τγ(t) = p(t)γp(t)−1 = τ ∈ K となるため t ∈ Jγ となるが，こ

れは t ∈ I \ J ⊂ I \ Jγ に矛盾する．ゆえに γ ∈ A(g) = {γσ | σ ∈ P (L)}である．すなわち，γ = γσ

となる σ ∈ P (L)が存在する．このとき τ = p(t)γσp(t)
−1 = σ̃(t)となるため，包含が従う．

以上により，定理の証明が完結した．

次に，∼mによる同値から∼2による同値が得られるケースを考える．そのための補題として，L ∼2 L′

が成り立つような L,L′ の例をいくつか述べる．

補題 4 1) L ∈ L，k ∈ K+ とすると，L′ := k · L ∼1 Lである．とくに，L ∼2 L′ である．

2) b, b′ ∈ B+ が A(b) = A(b′)を満たすとき，L̃(b) ∼2 L̃(b′)である．

証明

1) 後半の主張は前半と定理 3の帰結である．前半を示そう．K+ は弧状連結であるから，連続写

像 k̃ : [0, 1] → K+ であって，k̃(0) = Iおよび k̃(1) = kを満たすものが存在する．t ∈ [0, 1]に

対して Λ(t) = k̃(t) · Lと定めると，GのL への作用が連続であることから Λは連続変形であ

り，Λ(0) = Lおよび Λ(1) = k ·L = L′を満たす．また P (Λ(t)) = P (k̃(t)L) = k̃(t)P (L)k̃(t)−1

であるから，L′ ∼1 Lが従う．

2) R : [0, 1] → S を R(t) = (1 − t)s(b) + ts(b′) と定めると，s(b) および s(b′) が Γ から誘導

される A(b)の作用に関して不変であるから，R(t)もまた A(b)の作用で不変である．そこで

c := s−1
B ◦ R : [0, 1] → B+ とおくと，c(0) = s−1

B (s(b)) = b, c(1) = b′ である．Λ(t) = L̃(c(t))

とおくと，cの連続性から Λは連続変形で，Λ(0) = L̃(b),Λ(1) = L̃(b′)となる．
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Λが 2の意味で対称性を保つことを示す．σ ∈ P (L)とすると，γσ := b−1σb ∈ A(b)である．

σ̃(t) = c(t)γσc(t)
−1とおくと，写像 σ̃ : [0, 1] → Gは連続で，σ̃(0) = bγσb

−1 = σである．また，

T σ̃(t)σ̃(t) = T c(t)−1 · T γσ · T c(t) · c(t) · γσ · c(t)−1 = T c(t)−1 · s(c(t))γσ · c(t)−1

= T c(t)−1 ·R(t)γσ · c(t)−1

= T c(t)−1R(t)c(t)−1

= T c(t)−1 · T c(t) · c(t) · c(t)−1 = I

である．ここで，2行目から 3行目の変形において R(t)が A(b)不変であることを用いた．し

たがって σ̃(t) ∈ K となる．さらに，

σ̃(t)Λ(t) = σ̃(t)L̃(c(t)) = L̃(σ̃(t)c(t)) = L̃(c(t)γσ) = L̃(c(t)) = Λ(t)

となるから，σ̃(t) ∈ P (Λ(t))が従う．以上により，確かに Λは 2の意味で対称性を保つ連続変

形である．L̃(b′)から L̃(b)への連続変形も同様に構成できるため，結局 L̃(b) ∼2 L̃(b′)である．

以上の準備をもとに，∼m と ∼2 の関連性について次の定理が成り立つことを示す．

定理 5 L,L′ ∈ L が L ∼m L′ を満たすとする．

1) Lが次の仮定を満たすとする：

仮定 L̃(g0) = Lを満たす g0 ∈ Gおよび det(γ) = −1を満たす γ ∈ Γであって，γA(g0)γ
−1 =

A(g0)となるものが存在する．

このとき，L ∼2 L′ となる．

2) N が 2または奇数のとき，(1)における仮定は任意の L ∈ L について成立する．したがって，

L ∼2 L′ となる．

証明

1) 補題 4に帰着させるために，まず L̃(g) = L, L̃(g′) = L′を満たす g, g′ ∈ Gであって「性質の良い」

ものをとることを考える．具体的には，g, g′ ∈ G+であって，L̃(g) = L, L̃(g′) = L′, A(g) = A(g′)

となるものが取れることを示す．

g について，det(g0) > 0のときは g = g0 ∈ Gとおく．このとき γA(g)γ−1 = γA(g0)γ
−1 =

A(g0) = A(g) となる．一方 det(g0) < 0 のときは g = g0γ ∈ G とおく．このとき A(g) =

A(g0γ) = γ−1A(g0)γ = A(g0)であるから，やはり γA(g)γ−1 = A(g)となる．いずれにおいて

も γA(g)γ−1 = A(g)が分かる．

g′ について，L ∼m L′ より，L̃(g′) = L′ かつ A(g) = A(g′)を満たすような g′ ∈ Gが取れる．

このように取った g′ が G+ の元であったときは，条件を満たす g, g′ が得られたことになる．

g′ ∈ G \ G+ のときは，g′γ ∈ G+ であり，A(g′γ) = γ−1A(g′)γ = γ−1A(g)γ = A(g)となる．

よって g′ を g′γ に入れ替えれば，結局条件を満たす g, g′ が得られる．以上により，先に述べ

た条件を満たす g, g′ を取ることができることが示された．

そのような g, g′ ∈ G+ を 1つ取ると，G+ = K+B+ より g = kb, g′ = k′b′ を満たす k, k′ ∈
K+, b, b

′ ∈ B+ が存在する．補題 4 (1) より L = L̃(kb) ∼2 L̃(b), L′ ∼2 L̃(b′) が分かる．ま

た，s(g) = T bT kkb = T bb = s(b)より A(g) = A(b)であり，同様に A(g′) = A(b′)も分かる．

A(g) = A(g′)であったから A(b) = A(b′)となり，補題 4 (2)より L̃(b) ∼2 L̃(b′)となる．よっ

て L ∼2 L̃(b) ∼2 L̃(b′) ∼2 L′ となり，L ∼2 L′ が従う．

2) まず，P (L)がK \K+の元を持つとき (1)の仮定は成立することに注意する．これは，そのよ

うな σ ∈ P (L) \K+ および L̃(g0) = Lを満たす g0 ∈ Gを取ると，(g0, γ = g−1
0 σg0)が条件を

満たす組となることから分かる．
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以上を踏まえ，場合分けを行う．

N が奇数のとき − I ∈ P (L)であるが，N が奇数であることから − I ∈ K \K+ となり，上の

注意から分かる．

N が 2のとき P (L)の形が具体的に分かることを用いる．正の整数 lに対し，Dl = ⟨x, y | xl =

y2 = 1, yxy−1 = x−1⟩とおく．さらに，埋め込みDl ↪→ Kをx 7→

(
cos(2π/l) − sin(2π/l)

sin(2π/l) cos(2π/l)

)
，

y 7→

(
1 0

0 −1

)
により定める．このとき，P (L)は {± I} , D2, D4, D6 のいずれかと K 共役

である．このうち P (L)が {± I}と共役である場合，L̃(g0) = Lを満たす任意の g0 ∈ Gに対し

て A(g0) = {± I}が Γの中心であることから仮定の条件は満たされることが分かる．それ以外

と共役である場合は，y ∈ P (L) \K+ および先の注意から仮定の条件が満たされる．

4 終わりに

Bravais自身の方針と同様にして対称性を保つ格子の連続変形による同値関係 ∼1,∼2 を定義したと

ころ，群の剰余類・共役類による Bravais格子の定義∼mにある意味で近い同値関係を構成すること

ができた．とくに標準的なケースである N = 2, 3において，∼m と一致する同値関係 ∼2 を構成す

ることができた．なお，N が 4以上の偶数について ∼m が ∼2 と一致するかは未解決である．ここ

は今後の課題としたい．
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