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用語

AFP 自動繊維配置（Automated Fiber Placement）

BESO 双方向進化的構造最適化（Bi-directional Evolu-

tionary Structural Optimization）

CMTS 連続複数トウせん断（Continuous Multiple Tow

Shearing）

CPP 中国郵便配達人問題（Chinese Postman Problem）

CTS 連続トウせん断（Continuous Tow Shearing）

DFM 製造向け設計（Design For Manufacturing）

ESO 進化的構造最適化（Evolutionary Structural Op-

timization）

FEA 有限要素解析（Finite Element Analysis）

FEM 有限要素法（Finite Element Method）

FRP 繊維強化樹脂（Fiber Reinforced Polymer, Fiber

Reinforced Plastic）

FW フィラメントワインディング（Filament Winding）

GSM グランドストラクチャ法（Ground Structure

Method）

KBP ケーニヒスベルクの橋の問題（Königsberg Bridges

Problem）

OFM 製造向け最適化（Optimization For Manufacture）
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PAN ポリアクリロニトリル（PolyAcryloNitrile）

PBF 粉末床溶融結合（Powder Bed Fusion）

SERA 逐次要素退入場（Sequential Element Rejection

and Admission）

VF 体積含有率（Volume Fraction）

VSD 可変剛性設計（Variable Stiffness Design）

A 行列．大文字の太字の立体で表す．

a ベクトル．小文字の太字の立体で表す．

∥a∥ ベクトル aのノルム

bi 辺 ei の断面の幅

bmax 辺の断面幅の最大値

d グラフが配置される空間の次元（Dimension）．平

面に配置するとき d = 2．

deg (vi) 頂点 vi の次数（degree）．頂点 vi に接続する辺

の数．

di = [dix, diy]
T 頂点 vi の変位ベクトル

dix 頂点 vi の変位の，x軸方向成分

diy 頂点 vi の変位の，y 軸方向成分

E 弾性率（Elastic modulus），ヤング率（Young’s

modulus），剛性（Stiffness）

EG = {e1, . . .} 辺の集合

|EG| 辺の総数

ei = {vj , vk} 辺（Edge）．対象物（すなわち，頂点）の関係性．

ε ひずみベクトル．FEMにおいて，全要素の軸方向

ひずみを並べたもの．

εoffset 小さな正数．設計変数 si の下限値として用いる．

f 力ベクトル．FEMにおいて，全節点の力の自由度

を並べたもの．
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fi = {ej , ek, el} 面（Face）．平面グラフの辺が囲む領域で，内側に

他の辺がないもの．

fobj 目的関数

f̃obj 修正目的関数

∂f̃obj

∂si
設計感度

fx 力の x軸方向成分

fy 力の y 軸方向成分

G = (VG, EG) グラフ．対象物の関係性を表す．

h 辺の断面の高さ

K 剛性行列（Stiffness matrix）

Ki 設計変数 si が設定された要素の，剛性行列 K へ

の寄与

Kij 面 fi に属する辺 ej の，剛性行列Kへの寄与

L 辺の総延長

li 辺 ei の長さ

Lidle 空走距離（Idle route length）．ヘッドが繊維を繰

り出していない運転距離．

Lproductive 実走距離（Productive route length）．ヘッドが繊

維を繰り出している運転距離．

Ltotal 製造距離（Total route length）．ヘッドの総運転

距離．ヘッドが動く道のりの長さ．

max (|σi|) 辺の軸方向応力の絶対値の最大値

µ 随伴ベクトル

pi = [xi, yi]
T 頂点 vi の座標

qi (t) = [xi (t) , yi (t)]
T 時刻 tにおける頂点 vi の座標

R リジディティ行列．組合せ剛性理論における無限

小剛性に関係する．

rjk = [cos (θjk1) , cos (θjk2)]
T 辺 ei = {vj , vk}についての，vj → vk 向きの方向
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余弦

rank(A) 行列Aのランク

rp 進捗率（Progression rate）

rp, init 進捗率の初期値

∆rp 進捗率の逓減率（Diminishing rate）

rs 平滑化率（Smoothing rate）

rs, init 平滑化率の初期値

∆rs 平滑化率の逓減率（Diminishing rate）

si 設計変数

σ 応力ベクトル．FEMにおいて，全要素の軸方向応

力を並べたもの．

σi 辺 ei の軸方向応力（厳密には，応力度）

σY (> 0) 強度

(·)T ベクトルや行列の転置（Transpose）．右上付きの

Tで表す．

t 時刻（Time）

u 変位ベクトル．FEMにおいて，全節点の変位の自

由度を並べたもの．

ux 変位の x軸方向成分

uy 変位の y 軸方向成分

V 構造全体の体積（Volume）

V f = V/V max 体積分率．構造全体の体積の，最大値に対する

割合．

V f, init 体積分率の初期値

V f, target 体積分率の目標値

VG = {vi, . . .} 頂点の集合

|VG| 頂点の総数

vi 頂点（Vertex）．関係性を見出す対象物．
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V max 構造全体の体積の最大値

x 第一座標軸，座標

xi 頂点 vi の x座標

y 第二座標軸，座標

yi 頂点 vi の y 座標

– 10 –



第 1章

序論

1.1 研究の背景

1.1.1 繊維強化樹脂

繊維強化樹脂（Fiber Reinforced Polymer: FRP）*1は，Fig. 1.1のように極めて細

い繊維を樹脂に埋め込んだ材料である．繊維としては，炭素繊維，ガラス繊維等が用

いられる．樹脂としては，エポキシ樹脂等が用いられる．

Fig. 1.1 Structure of Fiber Reinforced Polymer (FRP)

繊維は，剛性・強度が高いという特徴を持つ．剛性が高いのは，繊維の分子構造

*1 Fiber Reinforced Plastic と呼ばれる場合も多い．
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が規則的であるからである．例えば炭素繊維は，代表的にはポリアクリロニトリル

（PolyAcryloNitrile: PAN）から Fig. 1.2のように作られ [1]，Fig. 1.3のように繊維

長手方向に強固な結合を有する．

Fig. 1.2 PolyAcryloNitrile (PAN) and Graphite

Fig. 1.3 Structure of fiber

強度が高いのは，繊維が細いほど Fig. 1.4のように繊維内部の欠陥の影響を小さく

できるからである．
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Fig. 1.4 Fibers and defects

繊維を樹脂に埋め込むのは，繊維を樹脂で支え，材料としての形状を保つためで

ある．

単位質量あたりの剛性・強度はそれぞれ比剛性・比強度と呼ばれる．鋼とアルミに

比べ，炭素繊維強化樹脂の比剛性は 2倍以上，比強度は 5倍以上である．言い換えれ

ば，ある剛性・強度を実現するために必要な炭素繊維の重量は，最も理想的には鋼・ア

ルミを用いるときの 2分の 1・5分の 1でよい．

繊維は Fig. 1.5左のような非連続繊維（短繊維）を用いる場合と，Fig. 1.5右のよ

うな連続繊維（長繊維）を用いる場合がある．

Fig. 1.5 Fiber reinforcement

樹脂は熱硬化性の樹脂を用いる場合と，熱可塑性の樹脂を用いる場合がある．一般

に，連続繊維と熱硬化性樹脂を用いる FRPが最も機械的特性に優れ，非連続繊維と熱
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可塑性樹脂を用いる FRP が最も量産性に優れる．航空宇宙分野では連続繊維，熱硬

化性樹脂が用いられ，自動車分野では非連続繊維，熱可塑性樹脂が用いられる．

1.1.2 積層板

FRPの代表的な利用形態は，積層板（Laminate）である．積層板は，Fig. 1.6のよ

うに，単層板（Lamina）と呼ばれる薄い層を複数重ねたものである．

Fig. 1.6 Laminate

単層板は，一方向に配向した繊維と樹脂からなる．Fig. 1.7のように，単層板の剛

性・強度は繊維に沿った方向で最も大きく，繊維に直交する方向で最も小さい．

Fig. 1.7 Orthotropy

単層板のように，特性が方向によって異なる性質は異方性（Anisotropy）と呼ばれ

る．単層板は特に，直交した方向で性質が代表される直交異方性（Orthotropy）を持
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つ．異方性のある単層板をどの向きに回転させて重ねるかは積層構成と呼ばれ，積層

板は，積層構成によって特性が変わる．積層板は，必要な方向に必要なだけ剛性と強

度を発揮するように設計可能である．

積層板に含まれる繊維の機械的特性は，一様な応力が発生するような構造で最も活

かされる．長方形板に対し，ある方向に引張応力 aσ が働き，これに直交する方向に

bσ が働くときは，これらの方向に単層板を a : bで配向した積層板が最も効率がよい．

球形の容器に圧力が働くときは，球面内のあらゆる方向に均等な引張応力がかかるた

め，球面内のあらゆる方向に均等に単層板を配向した積層板が最も効率がよい．

一方，非一様な応力が発生するような構造では，一様な積層構成は効率的でない．

Fig. 1.8のように面内に応力状態が異なる場所（A・Bとする）があるとき，最も効率

的な積層構成は場所によって異なる（それぞれ積層構成α・βとする）．

Fig. 1.8 Plate with heterogeneous stress and homogeneous stiffness

積層構成が一様であるとき，α・βを両方含むような積層構成にせざるを得ない．

そのような積層構成では，場所 Aでは Aで不要な積層構成βが含まれ，場所 Bでは B

で不要な積層構成αが含まれることになるため，効率的でない．非一様応力が発生す

るような構造で，一様な積層構成を用いることは，構造重量の増加に繋がってしまう．

1.1.3 可変剛性設計

可変剛性設計（Variable Stiffness Design: VSD）という設計概念は，積層構成を面

内で非一様とすることを許すものである．積層板は単層板を重ねる時に繊維方向を可
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変とし，面外方向に材料特性を変えるものであるが，VSDは単層板内の繊維方向を可

変とし，面内方向の材料特性を変えるものである．Gurdalら [2, 3]は，Fig. 1.9のよ

うに面内で繊維を曲線的に配向することによって，積層板の剛性分布が非一様になる

ことを示した．

Fig. 1.9 Variable Stiffness Design (VSD) for plate by Gurdal et al.[2, 3]

VSDという設計概念のもとでは，非一様な応力が発生するような構造が，非一様な

剛性分布を持つように設計でき，材料を効率的に利用することができる．

1.1.4 構造設計最適化

VSDという設計概念は，構造設計最適化法と組み合わせられながら発展してきた．

板に関しては，振動 [4]や座屈 [5, 6, 7]について適用が進み，切り欠きのある板 [8]

等にも適用が試みられている．

板のみならず，円筒 [9, 10, 11, 12]，楕円筒 [13]でも VSDの概念のもと設計最適化

が行われている．例えば円筒では，最適化結果は Fig. 1.10のようになっており，引張

側に軸方向剛性が大きくなるような設計結果となっている [10]．
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Fig. 1.10 Variable Stiffness Design (VSD) for cylinder

1.1.5 自動製造技術

自動製造技術は，可変剛性設計・構造設計最適化と関係が深い．

自動製造技術には，3Dプリンタを用いる方法 [14, 15]，トウ・ロービングを置きな

がら縫い付ける方法 [16, 17]，トウをずらす方法 [18]，複数のトウを縫い付けながらず

らす方法 [19]等がある．

Fig. 1.11のように，繰り出す繊維の幅を増やすことで製造は高速化される．

Fig. 1.12 に示す連続トウせん断（Continuous Tow Shearing: CTS）は，繊維の

帯の一方を押さえ，もう一方をずらす手法である．これは自動繊維配置（Automated

Fiber Placement: AFP）と類似する方法であるが，AFPで生じるような隙間や重複

を回避することができる．

連続複数トウせん断（Continuous Multiple Tow Shearing: CMTS）は，CTSに縫

い付けの工程を加え，より広い幅で繊維を繰り出すことで，製造を高速化している．

これらの自動製造技術は．可変剛性設計された構造の製造を可能にしている．また

これらの方法は製造可能な構造の自由度が大きく，これらでの製造を見据えた構造設

計最適化の取り組みが盛んに行われている．
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Fig. 1.11 Automated manufacturing methods: 3D Printing[15], Laying +

Stitching[17], Continuous Tow Shearing (CTS)[18], Continuous Mul-

tiple Tow Shearing (CMTS)[19]

Fig. 1.12 Mechanism of Continuous Tow Shearing (CTS)[19, 18] (compared

with Automated Fiber Placement (AFP))
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1.2 研究の焦点

1.2.1 課題

研究背景で述べたように，繊維強化樹脂は積層板の形態で利用され，積層板の設計

概念は可変剛性設計へ拡張され，可変剛性設計は構造設計最適化法と組み合わせられ

ながら発展し，最適化された構造は自動製造技術によって製造されてきた．

このように繊維強化樹脂からなる構造は，板・殻のような連続的な構造において設

計と製造法が発展する一方で，網目構造のような離散的構造においては，特に，最適

化法と自動製造技術を関連させる上で未知の部分が多い．

繊維強化樹脂からなる網目構造は，円筒や円錐台形，円環，四角柱，桁構造等といっ

た形態での適用がある [20, 21, 22, 23]．これらの構造の自動製造では，フィラメント

ワインディング（Filament Winding: FW）が用いられている．FWは，溝のある型

に繊維を巻き付ける製造法である．FW は網目模様を局所的に大きく変えることが

難しく，このような網目構造の設計最適化は暗に網目模様の規則性を前提としている

[24, 25, 26]．

3Dプリンティングにおける設計最適化では，トポロジーの異なる設計を含むことの

できる，トポロジー最適化と呼ばれる手法が用いられている．二次元のトポロジー最

適化は，結果として網目模様を与えるため，設計自由度の高い網目構造の最適法と見

ることができる．

3Dプリンティングでは，材料のあるべき領域を直線状 [27, 28, 29, 30, 31, 32]，等

高線状 [33, 34, 35]，螺旋状 [36, 37]等の図形で充填するか，疎な内部構造で仮想的に

充填することが一般的である．トポロジー最適化の結果得られた構造をこのような方

法で単純に充填する際は，設計と製造は独立して考えられている．

一方，設計と製造を独立に考えず，製造法を初めから考慮して設計する取り組みも広

がっている．この考え方は，製造向け設計（Design For Manufacturing: DFM）[38]

という概念であり，設計最適化に組み入れられる [39]．3Dプリンティングにおける製

造性を考えた試みの典型は，サポート材を減らすものである．オーバーハングと呼ば
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れる，層が進んだときに材料の存在する領域が不連続に増加するような構造設計は，

製造のためだけに必要なサポート材を多く必要としてしまう．Langelaar[40]は，オー

バーハングの問題を避ける設計最適化を示している．

DFMは，3Dプリンティングやオーバーハングの問題以外でも取り組まれている．

Liuら [41]は，製造向け最適化（Optimization For Manufacture: OFM）と題し，切

削加工を前提としたトポロジー最適化に取り組んだ．また，金属粉末を敷いた平面に

熱を加える粉末床溶融結合（Powder Bed Fusion: PBF）に関して，製造性を考慮し

たトポロジー最適化を示している [42]．連続的構造においても，AFPにおける繊維の

重複や隙間を考慮した設計最適化が行われている [43]．

製造法を考慮した設計最適化は，製造上の問題を緩和することが期待できる．した

がって設計最適化において，製造法を考慮する方法およびその効果について知見を得

ることが求められる．

本研究が注目するのは，連続繊維強化樹脂からなる網目構造を自動製造する際の繊

維の切断と交差である．注目する製造プロセスを Fig. 1.13 に示す．繊維の切断は，

繊維の連続性の喪失によって，機械的特性を低下させるとともに，自動製造装置に空

走を生じさせ，製造時間を増加させる．繊維の交差は，交差部周辺にボイドを生じさ

せるとともに，繊維の体積含有率（Volume Fraction: VF）を低下させ，構造の重量

効率を低下させる [44]．このように繊維の切断・交差が有害に働くものがあるにもか

かわらず，これらの回避を念頭に置いた網目構造の設計最適化法は研究されていない．
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Fig. 1.13 Manufacturing process

1.2.2 研究目的

以上で指摘したように，自動製造技術との対応を考慮した，連続繊維強化樹脂から

なる網目構造の設計最適化法が求められる． 本研究は，繊維の切断と交差に注目し，

これらの回避を念頭に置きながら，(1)網目構造設計最適化法の提案および評価，(2)

提案手法が自動製造における製造性に与える影響の評価，(3)提案手法の拡張および評

価，を目的とした．

1.3 論文の構成

本研究の構成は以下である．第 1章は序論であり，研究の背景および研究の焦点に

ついて述べている． 第 2章は手法の提案であり，手法の構築法を述べるとともに，設

計最適化の結果を示している．第 3章は製造性の評価であり，提案手法から得られる

構造について，製造性の評価法と評価結果を示している．第 4章は手法の拡張であり，
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提案手法を拡張した方法を示すとともに，設計最適化の結果および製造性の評価結果

を示している．第 5章は結論であり，本研究を通じて得られた知見についてまとめて

いる．
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第 2章

網目構造設計最適化法の提案：

繊維の切断・交差の回避

2.1 緒言

本章では，製造時に繊維の切断と交差を回避可能な，網目構造設計最適化法を提案

する．本節を第 2.1 節とし，第 2.2 節で手法を構築する．第 2.3 節で手法を用いた数

値実験について述べ，第 2.4節で本章をまとめる．

2.2 最適化法の構築

2.2.1 最適化の概要

最適化法は，Fig. 2.1に示すフローに従う．まず，設計領域に対し問題設定を行う．

問題設定では，幾何学的境界条件としての支持点・変位の設定，力学的境界条件とし

ての荷重点・荷重の設定や，材料定数の設定等を行う．切断と交差を回避可能な網目

構造を得るためには，制約条件を追加すればよい．そのため，切断と交差が，どのよ

うな制約条件として表せるか考える必要がある．
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Fig. 2.1 Flow of optimization

2.2.2 繊維の切断と一筆書きの対応

まず，繊維の切断について考える．連続繊維強化樹脂からなる網目構造において，

自動製造に用いられる装置は「ヘッド」と「ステージ」を最も基本的な構成物として

おり，

・ヘッドから繊維を繰り出す

・ヘッドとステージの相対位置を変える

という機能を組み合わせ，

・ヘッドが繊維を繰り出しながら動き，ステージの上に連続的に材料を配置する

という製造法を実現している．

この製造法において，繊維の切断を回避するためには，繊維の切断という操作の特

徴を捉える必要がある．

本研究が着目したのは，「繊維の切断後には必ず，ヘッドがステージから離れる」と

いう特徴である．すなわち，繊維の切断は，ステージからヘッドを離す操作と切り離
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せない．

さらに本研究は，Fig. 2.2 のように，「ステージからヘッドを離す」という操作を

「紙面から筆を離す」という操作と同一視することで，繊維の切断と一筆書きの問題を

関連付ける．

Fig. 2.2 Cutting process and analogy

つまり繊維の切断は，一筆書きが破れるときに起きる．したがって，網目構造が一

筆書可能であれば，繊維の切断は回避可能である．

一筆書きの問題は，グラフ理論によって研究されてきた．本研究は，一筆書き問題

に関するグラフ理論の知見を利用することで，網目構造の自動製造における繊維の切

断の問題に対応する．

2.2.3 グラフ理論

グラフ理論を用いる準備として，グラフ理論の用語について述べる．

グラフとは，頂点（Vertex）と辺（Edge）からなる，頂点同士の関係性を表すもの

である．頂点は，特定のものを指すのではなく，あるもの同士の関係性を見出すとき

の対象物を指す．辺は，関係性に対応する．例えば，数式では数字や記号，演算子を

頂点と考え，演算を数字・記号と演算子の間の辺で表す．分子構造では原子を頂点と

考え，原子の結合を辺で表す．社会ネットワークでは人を頂点と考え，人どうしの縁
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を辺で表す．

グラフに含まれる頂点は重複のない番号で区別され，v1, v2, . . .のように表される．

辺は 2つの頂点の間に存在し，

ei = {vj , vk} (2.1)

のように表され，辺 ei を構成する頂点 vj , vk は特に辺 ei の端点と呼ばれる．これら

頂点と辺がグラフを構成する最も基本的な要素であり，

VG = {vi, . . .} (2.2)

で表される頂点の集合 VG，および

EG = {ei, . . .} (2.3)

で表される辺の集合 EG を用いて，グラフ Gは

G = (VG, EG) (2.4)

と表される．

辺に向き付けのないグラフは無向グラフと呼ばれ，辺 ei の端点 vj , vk の順序は区別

しない．辺に向き付けのあるグラフは有向グラフと呼ばれ，辺 ei の端点 vj , vk の順序

を区別する．

辺 ei の端点 vj , vk について，vj = vk であるとき，辺 ei は自己ループと呼ばれる．

このとき，ei は多重集合となる．また，辺の集合 EG が同一の 2辺 ei = ej を含むと

き，辺 ei = ej は多重辺と呼ばれる．このとき，EG は多重集合である．自己ループや

多重辺を含むグラフは，多重グラフと呼ばれる．自己ループや多重辺を含まないグラ

フは，単純グラフと呼ばれる．

隣接した辺を辿る軌跡として現れる頂点の点列は歩道（Walk）と呼ばれる．歩道の

うち，点の重複のないものは道（Path）と呼ばれる．グラフの任意の 2頂点の間に歩

道があるとき，グラフは連結であると呼ぶ．

網目構造は基本的に，無向・単純・連結なグラフで表される．
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2.2.4 オイラーの一筆書きの定理

一筆書きの問題は，「ケーニヒスベルクの橋の問題（Königsberg Bridges Problem:

KBP）」として知られる問題である．この問題は，Fig. 2.3に示すような，7つの橋に

よって結ばれた 4つの地域について，「それぞれの橋を 1回だけ通り，元の場所に戻る

ような経路はあるか？」を問うものである．

Euler[45]*1および Hierholzer[48]は，この問題をグラフ理論によって否定的に解決

した．すなわち，橋を 1回だけ通って元の場所に戻るような経路は存在しない．

この問題では，Fig. 2.4 のように，地域を頂点として考え，橋を辺として考える．

そのとき，問題は「それぞれの辺を 1回だけ通り，元の場所に戻るような経路はある

か？」を問うものになる．すなわち，「辺で結ばれた頂点からなる図形は，始点と終点

を同じくして一筆書き可能か？」ということを問題にしている．

Fig. 2.3 Königsberg Bridges Problem (KBP)

*1 英語訳は文献 [46]，[47]で読むことができる．
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Fig. 2.4 Analogy: bridges & areas vs. edges &vertices

Euler[45]および Hierholzer[48]は，連結なグラフが始点と終点を同じくして一筆書

き可能であることの必要十分条件は，グラフの次数が全て偶数であることであるとい

うことを示した．すなわち，

∀i, ∃j ≥ 1 s.t. deg (vi) = 2j (2.5)

である．以下，これをオイラー条件と呼ぶ．ここで次数 deg (vi)とは頂点 vi に接続す

る辺の数であり，

deg (vi) = |{ej ∈ EG | ∃k, ej = {vi, vk}}| (2.6)

と定義される．

このことから，例えば Fig. 2.5に示すように，グラフの頂点の次数が全て偶数であ

るグラフには一筆書きの経路が存在する．

Fig. 2.5 Example of even-degreed graphs
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したがって，グラフの頂点の次数が全て偶数であるという制約のもとに構造設計最

適化を行えば，一筆書き可能な網目構造を得られる．

始点と終点が異なることを許せば，条件は緩和され，次数が奇数の頂点が 2個以下

であるという条件になるが，その場合始点と終点の位置は次数が奇数の頂点の位置に

固定され，製造時に制約として働く．製造時の制約が増加することを避けるため，本

研究は，始点と終点を同じくするものを考える．

2.2.5 構造設計最適化法

オイラー条件を制約として組み込むために，適切な構造設計最適化法の検討が必要

である．

構造設計最適化は，骨組みのような離散的な構造を前提とするものと，板や立体

物のような連続的な構造を対象にするものがある．離散的な構造における最適化は

Michell[49] の研究に始まり，Dorn ら [50] は，グランドストラクチャ法（Ground

Structure Method: GSM）*2と呼ばれる方法で，最適なトラス構造を近似的に求める

方法を示した．GSMは，Fig. 2.6に示すように，有用な部材だけを残すように設計更

新を繰り返す方法である．

*2 日本語で書かれた文献のほとんどで Ground Structure はグランドストラクチャと綴られており，

本稿もそれに倣う．
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Fig. 2.6 Flow of Ground Structure Method (GSM)

連続的構造における最適化では，トポロジー最適化と呼ばれる最適化手法が用いら

れている．トポロジー最適化は，連続領域をセルと呼ばれる小さな領域に分け，セル

での材料の有無を設計変数とすることで，構造に新たに穴が空くというようなトポロ

ジーの変化する設計を設計空間に含める方法である．

Xieら [51]は有限要素解析（Finite Element Analysis: FEA）の結果を利用し，ひず

みエネルギーの高い要素を逐次除去する進化的構造最適化（Evolutionary Structural

Optimization: ESO）を提案し，その有効性を示した．

また，Querinら [52, 53, 54]は，要素を除去するのみであった ESOの拡張として，

要素の追加を認める双方向進化的構造最適化（Bi-directional Evolutionary Structural

Optimization: BESO）を提案し，その有効性を示した．要素の追加を認めることは，

最適化の結果を安定させる効果を持つ．

さらに，Rozvanyら [55]は BESOの拡張として，要素を完全に除去するのではな

く要素の剛性を極めて小さな正値に下げ，設計感度を用いて要素の除去・追加を決定

する，逐次要素退入場（Sequential Element Rejection and Admission: SERA）を

提案し，その有効性を示した．要素を擬似的に除去することで，除去された要素の設

– 30 –



計感度はより正確に計算できる．

ESO・BESO・SERAは，離散的な設計変数を直接扱える点や，大規模な問題に対

しても適用が可能である点が優れている．

以上の構造設計最適化法は Fig. 2.7のように 1次元的なものと 2次元的なものに分

類される．先述の通り，1次元的なものは GSM，2次元的なものはトポロジー最適化

という語で言及されるという違いはあるが，いずれの方法も一般に，要素の存在し得

る位置は固定し，材料の有無を設計変数としている．

Fig. 2.7 Optimization methods

連続的構造を前提とする最適化は，2次元的単位要素を ON・OFFするやり方であ

り，結果として生じる構造は，頂点と辺の位置が定まらず，グラフの定義が困難であ

る．一方，離散的構造を前提とする最適化は，1次元的単位要素を ON・OFFするや

り方であり，結果として生じる構造は，頂点と辺の位置が明快で，グラフの定義が簡

単である．本研究では，グラフ理論を適用するため，離散的構造を前提とする 1次元

的方法を採用する．

ただし，1次元的方法であっても，2次元的方法で用いられている設計更新の手法は

適用可能である．本研究では，離散変数・大規模問題への適用性の観点から，感度に

基づく設計更新を繰り返し行う SERAを用いる．

以上のように本研究では，FEM，GSM および SERA に基づく方法で最適化を行

う．すなわち，1次元的な要素の存在しうる位置をグランドストラクチャとして設定

し，材料の有無を設計変数とし，FEMを用いて変形量の解析・目的関数の計算・設計
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感度の解析を行い，SERAの方法で設計変数を更新するということを繰り返す．

2.2.6 最適化法への組み込み

オイラー条件を，最適化法に組み込めば繊維の切断を回避するという目的は果たさ

れる．

オイラー条件を組み込む方法の一つは，頂点の次数を直接制約とする方法である．

すなわち，感度解析の後設計変数を更新する段階で，頂点の次数が奇数になるような

辺の除去を禁止する．しかしながら，辺の本数mに対し，除去する辺の組み合わせは

2m 通りと極めて多い．例えば頂点同士が互いに接続したグランドストラクチャでは，

頂点を n個とすると，辺は m =n C2 = n (n− 1) /2本ある．頂点が縦 3行，横 3列

の n = 3 × 3 = 9個ある場合，辺は m =9 C2 = 9 · 8/2 = 36本あり，組み合わせは

2m = 236 = 687億通りある．これらの中から，制約を満たす組合せを用意すること

は計算上困難である．

オイラー条件を組み込むもう一つの方法は，設計感度を修正する方法である．この

方法は，辺の本数mだけある設計感度に重みをつける方法である．しかしながら，除

去する辺の組合わせは 2m 通りあり，それらの組合せに対応するように重みを設定す

ることが必要であるから，やはり計算困難となる．

以上のように，オイラー条件を直接組み込む方法は，計算上の困難が生じるという

問題がある．

そこで本研究は，制約条件を間接的に扱う方法として，設計変数の設定に制約を埋

め込む方法を取った．すなわち，設計変数と設計の対応関係に制約条件を埋め込んだ．

こうすることで，制約に関する計算を行う必要が無くなり，手法は問題の規模によら

ず適用可能となる．
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2.2.7 二色定理

通常，設計変数は，設計変数 1つに要素 1つが対応する．つまり，FEMにおいて，

変位の自由度を並べた変位ベクトル u，力の自由度を並べた力ベクトル f，および

Ku = f (2.7)

を満たす剛性行列（Stiffness matrix）Kに対し

K =
∑
i

siKi (2.8)

のように，1 つの設計変数 si と，剛性行列 K に対する 1 つの要素の寄与 Ki が対応

する．

したがって，設計変数と設計の対応を変えるためには，この関係を変える必要が

ある．

そこで本研究は，グラフ理論における二色定理を用いて，オイラー条件を置き換え

た．二色定理は，「平面グラフが 2-面彩色可能であることの必要十分条件は，平面グラ

フの頂点の次数がすべて偶数であることである」というものである [56]．2-面彩色と

は，辺が囲むことによって作られる面を，同じ色が隣り合わないように 2色で塗り分

けることを意味する．

例えば，Fig. 2.8に示すグラフは，面が 2色に塗り分け可能であり，頂点の次数が

全て偶数である．

Fig. 2.8 Example of graphs with 2-colorable faces
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「グラフの頂点の次数がすべて偶数である」という条件は，オイラー条件に他ならな

い．したがって，オイラー条件は，2-面彩色の問題に変換される．

以上により，切断の回避は，辺ではなく，面を設計変数とすることによって行える．

面を設計変数とすると，Fig. 2.9に示すように，感度解析および設計更新は，面単位

で要素をまとめて行うことになる．

Fig. 2.9 Flow of face-based Ground Structure Method (GSM)

辺を設計変数とする通常の感度解析では，ひずみエネルギーの総和としての目的関

数 fobj：

fobj =
1

2
fTu (2.9)

に対し，任意の定数ベクトル µを導入し，修正目的関数 f̃obj を

f̃obj =
1

2
fTu− 1

2
µT (Ku− f) (2.10)

と定義して，設計変数 si に関する感度 ∂f̃obj/∂si を

∂f̃obj

∂si
= 1

2

[(
fT − µTK

)
∂uT

∂si
− µT ∂K

∂si
u
]

(2.11)

と計算する．µは任意であるから

µ = u (2.12)
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としてよく，Ku = f により

uTKT = fT (2.13)

であり，また

KT = K (2.14)

であるから，
∂f̃obj

∂si
= − 1

2u
T ∂K

∂si
u

= − 1
2u

TKiu
(2.15)

となる．µを導入するこの方法は随伴法（Adjoint method）と呼ばれ，µは随伴ベク

トルと呼ばれる．

面を設計変数とする場合は，面 fi に属する辺 ej の，剛性行列Kへの寄与をKij と

して

K =
∑
i

si
∑
j

Kij (2.16)

であり，感度 ∂f̃obj/∂si は

∂f̃obj

∂si
= − 1

2u
T ∂K

∂si
u

= − 1
2u

T
∑

j Kiju
(2.17)

というように計算する．

2.2.8 繊維の交差と自己交差・頂点での交差

繊維の交差は，Fig. 2.10のように，辺同士が交差する自己交差問題と，頂点で経路

が交差する問題からなる．
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Fig. 2.10 Crossing

ここで，Fig. 2.11のように，2色で塗り分けられた面は平面オイラーグラフを与え

る．平面グラフは辺同士の交差が起きないため，自己交差は起きない．オイラーグラ

フは次数が全て偶数であるため，頂点に流入出する経路が隣り合うようにすれば，頂

点での交差を避けることができる．

Fig. 2.11 2-colored faces and crossing problem

このため，2色で塗り分けられた面からなるグラフは，例えば Fig. 2.12のように，

自己交差も頂点での交差もない経路が存在する．
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Fig. 2.12 Example of 2-colored faces and no-crossing path

したがって，面を設計変数とすることで，製造時における繊維の切断だけでなく，交

差も回避可能な設計を得ることができる．

2.2.9 最適化法のまとめ

以上で述べたように，提案する最適化法は，FEM，GSM，SERAをベースとする．

また，切断・交差を回避するため，平面オイラーグラフからなるグランドストラクチャ

に対し，面を設計変数として設計更新を行う．

SERAの基本的概念は，Fig. 2.13に示すものである．ここでは説明のため，2次元

セルで要素を表している．SERAは，構造が実要素と仮想要素からなると考える．設

計更新時は，実要素の中の有用度の低い要素を仮想要素へと退場させるとともに，仮

想要素の中の有用度の高い要素を実要素へと入場させる．要素数を減らすときは Fig.

2.14のように退場させる要素の数を入場させる要素より多くし，要素数を増やすとき

は Fig. 2.15のように入場させる要素の数を退場させる要素より多くする．そうすれ

ば，Fig. 2.16のように目標とする体積に近づくことができる．
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Fig. 2.13 Basic idea of Sequential Element Rejection and Admission (SERA)

Fig. 2.14 Decremental step of Sequential Element Rejection and Admission

(SERA)
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Fig. 2.15 Incremental step of Sequential Element Rejection and Admission

(SERA)

Fig. 2.16 Volume history of Sequential Element Rejection and Admission

(SERA)

本研究では，SERA のパラメータとして，Fig. 2.17，2.18 のように進捗率（Pro-

gression rate）rp，平滑化率（Smoothing rate）rs を定義する．反復回数 i (> 0)に
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おける rp，rs は，それぞれの初期値 rp, init，rs, init および逓減率（Diminishing rate）

∆rp，∆rs に対し

rp = rp, init − (i− 1)∆rp (2.18)

rs = rs, init − (i− 1)∆rs (2.19)

のように与える．これにより，rp，rs は反復が進むごとに徐々に小さくなる．

Fig. 2.17 Progression and smoothing in a decremental step
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Fig. 2.18 Progression and smoothing in a incremental step

なお，FEMで用いるメッシュは 2次元のトラス要素からなる*3．1つの要素は 2つ

の節点に対して定義される．1つの節点は x, y 方向に変位 ux, uy の自由度を持つ．つ

まり 1つの節点は 2つの自由度を持ち，1つの要素は 4つの自由度が関係する．節点

と要素は，それぞれグラフ理論におけるグラフの頂点と辺に対応する．

辺 ei について，長さを li，断面の幅を bi，断面の高さを hとすると，構造全体の体

積 V は

V :≈ h
∑
i

bili (2.20)

であり，辺の総延長 Lは

L =
∑
i

li (2.21)

である．辺の断面は正方形とし，そのとき部材幅の最大値 bmax は

bmax = h (2.22)

である．構造全体の体積の最大値 V max は Eq. 2.20，2.22，2.21より

V max = h
∑
i

bmaxli = hbmax
∑
i

li = h2L (2.23)

*3 2次元に拡張された棒要素またはバー要素と言ってもよい．
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である．

設計変数 si は，

bi = sib
max (2.24)

のようにして辺 ei の断面の幅 bi に対応する．

ここで設計変数 si は，小さな正数 εoffset を用いて，

si ∈ {εoffset, 1} (2.25)

とする．εoffset を導入するのは，si が 0になることを避けるためである．si が 0にな

ることを許すと，FEMで一意な解を得るために，si が 0となって無効化されている

辺を除外して剛性行列 K および変位ベクトル u，力ベクトル f を構築する必要があ

る．SERAのアルゴリズムは，無効化されている辺の設計感度 ∂f̃obj/∂si も利用して

おり，無効化された辺も含む形で K，u，f を構築する必要があるため，si が 0とな

ることは許されない．

以上の手順をフローチャートの形で示すと，Fig. 2.19，2.20，2.21，2.22のように

なる．基本的な流れは Fig. 2.19となっており，各種手続きは Fig. 2.20，2.21，2.22

のように行われる．
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Fig. 2.19 Workflow of the proposed method
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Fig. 2.20 Sub-workflow: structural model initialization
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Fig. 2.21 Sub-workflow: optimization initialization
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Fig. 2.22 Sub-workflow: design update
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2.3 数値実験

2.3.1 概要

第 2.2節で構築した手法の有効性の検証，および知見の獲得のため，パラメータや

適用する問題など，問題設定を変えながら数値実験を行った．本節では，その方法と

結果および評価について述べる．

2.3.2 実験 1：基本的問題

2.3.2.1 問題設定

問題設定を Fig. 2.23に示す．これは，100 cm×100 cmの領域について，2点を支

持し，3点に荷重を加えるものである．支持は単純支持であり，x, y方向の変位 ux, uy

を ux = uy = 0で固定する拘束である．荷重は 10kNの力を紙面下向きに加えるもの

である（すなわち，x, y 方向の荷重を fx = 0, fy = −10 kNとする）．

Fig. 2.23 Problem setting

このメッシュは，トラス要素で作る三角形を紙面縦 12×横 12に規則的に敷き詰め
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たものである．ただし，トラスとして安定とするため，紙面右下には要素を配置して

いない．

最適化のパラメータは Table 2.1，メッシュの寸法は Table 2.2のように設定した．

Table 2.1 Optimization parameters

Parameter Value

Initial volume fraction V f, init 100%

Target volume fraction V f, target 80%

Initial progression rate rp, init 10%

Initial smoothing rate rs, init 100%

Progression diminishing rate ∆rp 0.1%

Smoothing diminishing rate ∆rs 0%

Design variable offset εoffset 10−6

Elastic modulus E [GPa] 100

Table 2.2 Geometric parameters

Parameter Value

Maximum volume V max
[
cm3

]
10000

Maximum edge width bmax [mm] 16.1

Edge height h [mm] 16.1
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2.3.2.2 結果と議論

■網目構造 最適化の結果得られた構造を Fig. 2.24 に示す．この図では，設計変数

の値が si = 1となっている辺，つまり有効となっている辺のみを線で表し，頂点を点

で表している．結果として，Fig. 2.23で示した支持点と荷重点に近い領域の辺が有効

となっている．

Fig. 2.24 Resulted structure

Fig. 2.25に示すように，紙面中央より右と左では，マクロに考えたときの力の大き

さが異なる．その大きさに対応するように，力の紙面左側ほど多く辺が有効化される

という結果は，力学的に妥当である．

また，初期状態での応力分布を Fig. 2.26 に示す．結果的に辺が無効化される領域

は，穴の空く領域も含め，応力の小さい領域に対応している．
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Fig. 2.25 Mechanical reasonability

Fig. 2.26 Stress distribution

得られたグラフに対し，頂点の次数を調べると Table 2.3のようになった．

次数は全て偶数であるから，結果はオイラーグラフである．また，グラフは平面グ

ラフである．したがって，結果として得られた構造は，切断・空走・交差なく製造可

能である．
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Table 2.3 Number of vertices with degrees in the resulted graph

Degree 0 1 2 3 4 5 6

Count 30 0 18 0 27 0 91

■体積の履歴 最適化の過程における，体積の履歴を Fig. 2.27に示す．

体積は初期体積の 100%からまず単調に減少し，その後振動しながら，目標体積の

80%に近づいている．

振動の原因は，体積が目標値を下回ったとき，要素数が増加するように設計変数が

更新されるからである．Eq. 2.18のように進捗率を逓減することに起因して，振動の

幅は次第に小さくなる．振動の中心にずれが生じるのは，減じるべき体積が連続に変

化するのに対し，除去および追加する要素の数が整数という離散的な値をとるからで

ある．

Fig. 2.27 Volume history
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■エネルギーの履歴 最適化の過程における，ひずみエネルギーの履歴を Fig. 2.28

に示す．

ひずみエネルギーは振動しながら，一定値に近づいている．振動の原因は，初めは

進捗率が大きく，大幅な設計更新が行われるためである．ひずみエネルギーの大きい

設計へと設計更新が行われても，その設計での感度解析に基づく次の設計更新で，ひ

ずみエネルギーの小さな設計へ戻ることが可能であることをこの結果は示している．

Fig. 2.28 Strain energy history

■体積とひずみエネルギーの関係 体積・ひずみエネルギーの履歴を，反復回数に対し

てプロットするのではなく，互いに関連付けてプロットしたものを Fig. 2.29に示す．

概して，体積が小さいほどひずみエネルギーは大きくなっている．体積が目標体積

のまわりで振動しながら，ひずみエネルギーが小さくなるように設計変更が行われて

いる．
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Fig. 2.29 History of strain energy vs. volume

2.3.3 実験 2：初期体積の変更

2.3.3.1 問題設定

実験 1は，初期体積を 100%とするものであった．初期体積が結果に及ぼす影響を

調べるため，初期体積を変更して同様の数値実験を行った．

設定した初期体積は 50%である．ここで，同じ初期体積 50%であっても，要素の

分布には異なる候補がある．そのため，代表的な設定として，Fig. 2.30のように要素

が横方向に連なる場合と，Fig. 2.31のように要素が縦方向に連なる場合を用意した．

ただし体積は離散値をとるため，初期体積は厳密には 50%ではない．
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Fig. 2.30 Initial horizontally connected 50% volume structure

Fig. 2.31 Initial vertically connected 50% volume structure
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2.3.3.2 結果と議論

■網目構造 最適化の結果得られた構造を Fig. 2.32に示す．初期体積が 50%の場合

の結果は，そのレイアウトによらず同一であった．また，初期体積が 100%の場合と

もほとんど同様であった．

Fig. 2.32 Resulted structure

■体積の履歴 最適化の過程における，体積の履歴を Fig. 2.33 に示す．初期体積が

50%の場合の結果は，そのレイアウトによらず同一であった．また，初期体積が 100%

の場合と同様に目標体積の 80%に近い値に収束している．

一方，初期体積は目標体積を下回っているため，履歴の挙動は異なる．初期体積が

50%の場合，初めに体積が単調増加した．その後の振動の挙動は初期体積が 100%の

場合と同様であった．
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Fig. 2.33 Volume history

■エネルギーの履歴 最適化の過程における，ひずみエネルギーの履歴を Fig. 2.34

に示す．初期体積が 50%の場合，ひずみエネルギーの初期値は極めて大きくなってい

る．これは，初期状態では支持点と荷重点が分離した構造になっているためである．

いずれの結果も，ひずみエネルギーの値は同様の値に収束した．

Fig. 2.34 Energy history
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2.3.4 実験 3：メッシュ密度の変更

2.3.4.1 問題設定

実験 1のメッシュは，トラス要素で作る三角形を紙面縦 12×横 12に規則的に敷き

詰めたものであった．メッシュの密度が結果に及ぼす影響を調べるため，メッシュの

密度を変更して同様の数値実験を行った．

作成したメッシュを Fig. 2.35，2.36に示す．これらはそれぞれ，トラス要素で作る

三角形を紙面縦 8×横 8，縦 16×横 16に敷き詰めたものである．

Fig. 2.35 Mesh with 8×8 triangles
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Fig. 2.36 Mesh with 16×16 triangles

実験 1とは辺の数が異なるため，実験 1と同じ最大体積となるように，最大幅を変

更した．設定した値は Table 2.4，2.5に示す通りである．

Table 2.4 Geometric parameters for 8x8 mesh

Parameter Value

Maximum volume V max
[
cm3

]
10000

Maximum edge width bmax [mm] 19.81

Edge height h [mm] 19.81
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Table 2.5 Geometric parameters for 16x16 mesh

Parameter Value

Maximum volume V max
[
cm3

]
10000

Maximum edge width bmax [mm] 13.92

Edge height h [mm] 13.92

2.3.4.2 結果と議論

■構造 最適化の結果得られた構造を Fig. 2.37に示す．中央は実験 1の結果である．

いずれの結果も，細かさに違いはあるものの，紙面右側に 2つ穴が空く構造が得られ

ている．

Fig. 2.37 Resulted structure

■体積の履歴 最適化の過程における，体積の履歴を Fig. 2.38 に示す．メッシュの

密度によらず，単調減少の後振動し，目標体積の 80%に近づく結果となっている．

収束値は，メッシュが細かいほど 80%に近い値となっている．これは，メッシュが
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細かいほど 1つの三角形が持つ体積が小さく，設計変更による体積変化の最小単位が

小さいからである．したがって，メッシュが細かいほど目標体積に近い設計が可能と

なる．

Fig. 2.38 Volume history

■エネルギーの履歴 最適化の過程における，ひずみエネルギーの履歴を Fig. 2.39

に示す．メッシュ密度によらず値は収束している．

収束値は，メッシュが粗いほど小さくなっている．つまり，メッシュが粗いほど硬い

解が得られている．メッシュ密度によらず最大体積は同一であるのに対し，メッシュ

が粗いほど辺の総延長が短いため，メッシュが粗いほど断面積の最大値は大きい．こ

の結果は，粗く太い少数の要素があるほうが，細かく細い多数の要素があるよりも硬

い解を導くことを示している．

途中の解の振動は，メッシュが粗いほど大きい．これは，メッシュが粗いほど辺の

数が少ないため，設計変更において荷重伝達の経路が変わりやすいからであると考え

られる．
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Fig. 2.39 Energy history

2.3.5 実験 4：メッシュパターンの変更

2.3.5.1 問題設定

実験 1 のメッシュは，トラス要素で作る三角形を規則的に敷き詰めたものだった．

メッシュのパターンが結果に与える影響を調べるため，メッシュパターンを変更して

同様の解析を行った．

作成したメッシュを Fig. 2.40 に示す．これは三角形と四角形を紙面縦 12× 横 12

に規則的に敷き詰めたものである．
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Fig. 2.40 Mesh with triangles and squares

実験 1とは辺の数が異なるため，実験 1と同じ最大体積となるように，最大幅を変

更した．設定した値は Table 2.6に示す通りである．

Table 2.6 Geometric parameters for 12×12 triangle-square mesh

Parameter Value

Maximum volume V max
[
cm3

]
10000

Maximum edge width bmax [mm] 13.14

Edge height h [mm] 13.14

2.3.5.2 結果と議論

■網目構造 最適化の結果得られた構造を Fig. 2.41に示す．左側は実験 1の結果で

ある．三・四角型のメッシュパターンの場合も三角型の場合と類似する，右側に穴が
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空く構造が得られている．

Fig. 2.41 Resulted structure

■体積の履歴 最適化の過程における，体積の履歴を Fig. 2.42 に示す．メッシュの

パターンによらず，単調減少の後振動し，目標体積である 80%に近づく結果となって

いる．

収束値は，三・四角型の方が 80% に近い値となっている．これは，三・四角型の

方がメッシュが細かいからである．三・四角型も結局は三角形の集まりであり，メッ

シュが細かければ 1つの三角形が持つ体積が小さい．したがって，設計変更による体

積変化の最小単位は小さい．
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Fig. 2.42 Volume history

■エネルギーの履歴 最適化の過程における，ひずみエネルギーの履歴を Fig. 2.43

に示す．メッシュパターンによらず値は収束している．

収束値は，三・四角型ほど大きくなっている．これは，実験 3においてメッシュを

細かくした場合と一致する．この一致は，最大体積が同一のとき，辺の総数が多い三・

四角型はメッシュが細かく細いことが理由と考えられる．

途中の解の振動は，三・四角型の方が小さくなっている．これも，実験 3において

メッシュを細かくした場合と一致する．三・四角型は辺の数が多いため，設計変更の

最小単位が小さく，設計変更において荷重伝達の経路が変わりにくいため，このよう

な結果になると考えられる．
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Fig. 2.43 Energy history

2.3.6 実験 5：境界条件の変更

2.3.6.1 問題設定

実験 1の境界条件は，Fig. 2.23に示したものであった．境界条件が結果に与える影

響を調べるため，境界条件を変えて同様の数値実験を行った．

設定した境界条件を Fig. 2.44，2.45，2.46に示す．これらは荷重を加える位置と向

きを変えたものである．
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Fig. 2.44 Problem setting (Load: right, 3)

Fig. 2.45 Problem setting (Load: down, 1)
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Fig. 2.46 Problem setting (Load: right, 1)

2.3.6.2 結果と議論

■網目構造 最適化の結果得られた構造を Fig. 2.47に示す．紙面左上は実験 1の境

界条件での結果である．結果として，境界条件が異なる場合も同様に，支持点と荷重

点に近い領域の辺が有効化されている．

また，初期状態での応力分布を Fig. 2.48に示す．実験 1と同様に，結果的に辺が

無効化される領域は，応力の小さい領域に対応している．
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Fig. 2.47 Resulted structure

Fig. 2.48 Stress distribution

■体積の履歴 最適化の過程における，体積の履歴を Fig. 2.49 に示す．紙面左上は

実験 1の境界条件での結果である．

体積の履歴は，境界条件によらず完全に同一となっている．これは，メッシュが同

一であるため，体積変化の最小単位が同一であるからである．
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Fig. 2.49 Volume history

■エネルギーの履歴 最適化の過程における，ひずみエネルギーの履歴を Fig. 2.50

に示す．境界条件によらず，値は収束している．

収束値は，それぞれ異なる値となっている．これは，境界条件どうしに対称性等の

同一視できる特徴がなく，独立した問題設定であるためである．Fig. 2.48に示したよ

うに，応力の分布もそれぞれ異なる．
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Fig. 2.50 Energy history

2.3.7 実験 6：目標体積の変更

2.3.7.1 問題設定

実験 1は，目標体積を 80%とするものであった．目標体積が結果に与える影響を調

べるため，目標体積を変更して同様の数値実験を行った．

実験 1から変更した，最適化のパラメータを Table 2.7に示す．目標体積は，10%

ずつ設定した．また，進捗率の逓減率 ∆rp を半減させることで反復回数を倍増させ，

小さな目標体積に対しても破綻無く最適化が進むようにした．
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Table 2.7 Optimization parameters

Parameter Value

Initial volume fraction V f, init 100%

Target volume fraction V f, target 90%, 80%, . . ., 20%, 10%

Progression diminishing rate ∆rp 0.05%

2.3.7.2 結果と議論

■体積とひずみエネルギーの関係 最適化の結果得られた，体積の履歴とひずみエネ

ルギーの履歴を関係付けて表したものを Fig. 2.51に示す．

結果は，体積が小さいほどひずみエネルギーは大きいということを表しており，こ

の結果は妥当である．体積が小さいと少ない辺数で荷重を支える必要があり，ひずみ

エネルギーは大きくなる．

目標体積が小さい場合には，ひずみエネルギーが極めて大きくなっている．これは，

目標体積が小さい場合は支持点と荷重点を繋げるだけの十分な体積が無くなり，支持

点と荷重点の離れた構造となるためである．
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Fig. 2.51 Strain energy vs. volume for face design

2.3.8 実験 7：切断と交差の条件の解除

2.3.8.1 問題設定

実験 1は切断と交差を回避するため，辺ではなく面に設計変数を設定して最適設計

を行うものであった．この設定が結果に与える影響を調べるため，辺に設計変数を設

定し実験 6と同様の数値実験を行った．

2.3.8.2 結果と議論

■体積とひずみエネルギーの関係 最適化の結果得られた，体積の履歴とひずみエネ

ルギーの履歴を関係付けて表したものを Fig. 2.52に示す．

面に設計変数を設定する場合と同様に，体積が小さいほどひずみエネルギーは大き

くなっている．

目標体積が小さい場合には，ひずみエネルギーが極めて大きくなるという結果も同

様である．
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Fig. 2.52 Strain energy vs. volume for edge design

この結果を，実験 6の，面に設計変数を設定した場合の結果とともに表したものを

Fig. 2.53 に示す．さらにその差を，設計変数の設定を辺から面に変えたことによる

ひずみエネルギーの増加率で表したものが Fig. 2.54である．ただし，ひずみエネル

ギーが極めて大きな値になった場合のデータは省略している．

Fig. 2.53 のように，一般に辺に設計変数を設定した場合のほうが，ひずみエネル

ギーが小さくなることが分かった．面単位での設計変数の設定は，切断と交差の回避

のための制約であり，設計空間は狭められる．辺単位の場合はそのような制約が無い

ため，ひずみエネルギーが小さいという結果になると考えられる．

また Fig. 2.54 のように，ひずみエネルギーの差は，減少体積が小さい場合は小さ

く，減少体積を大きくするにつれて増大する結果となった．これは，減少体積が小さ

い場合に除去される要素は荷重伝達にあまり関係せず，減少体積が大きい場合は荷重

伝達への寄与が大きい要素の除去が起こるためであると考えられる．設計変数が面単

位の場合は，面を構成する辺の中に，有用度の低い辺が含まれていると，面としての有

用度が低下し，その面に含まれている有用度の高い辺も一緒に除去されることがある．
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Fig. 2.53 Strain energy vs. volume for face and edge design

Fig. 2.54 Strain energy increase vs. volume
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2.3.9 実験 8：境界条件が体積とひずみエネルギーの関係に与える影響

2.3.9.1 問題設定

実験 6および 7で示したように，体積とひずみエネルギーの関係は，面単位で設計

する場合と辺単位で設計する場合で異なる．境界条件が結果に与える影響を調べるた

め，境界条件を Fig. 2.44，2.45，2.46とした場合について実験 6および 7と同様の数

値実験を行った．

2.3.9.2 結果と議論

結果として得られた体積とひずみエネルギーの関係を，Fig. 2.55に示す．いずれの

結果も，面単位で設計する場合の方がひずみエネルギーは大きくなっている．これは

面単位での設計変数の設定が最適化上の制約として働くことを示している．

ひずみエネルギーが極めて大きくなる体積は，荷重点の数が少ないときの方が小さ

くなっている．荷重点の数が少ないときは，荷重伝達に必要不可欠な辺の数が少なく，

体積を小さくするまでそれらの辺が除去されないと考えられる．

体積とひずみエネルギーの増加率の関係を Fig. 2.56に示す．目標体積が小さいほ

ど，ひずみエネルギーの増加率は大きくなる．これは，目標体積が小さいほど，荷重

伝達に有用な辺を面ごと除去することが多くなるためと考えられる．

ひずみエネルギーの増加率は，荷重が紙面右向きである場合のほうが，下向きであ

る場合よりも小さくなっている．これは，Fig. 2.48に示したように，荷重が右向きの

ときは，一つ一つの面を構成する辺同士で，有用度の差が小さいためと考えられる．

荷重が下向きのときは，縦方向より斜め方向の辺で応力が高い面が多数あるのに対し，

荷重が右向きのときは，縦も斜めも同等の応力となっている面が多い．したがって荷

重が右向きのときは，面単位での設計変更を行っても，荷重伝達に有用な辺を面ごと

除去することが少ないと考えられる．
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Fig. 2.55 Strain energy vs. volume

Fig. 2.56 Strain energy increase vs. volume
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2.4 第 2章のまとめ

本章では，製造時に繊維の切断と交差を回避可能な構造を得るための設計最適化法

を示した．手法の構築にはグラフ理論の諸定理と構造設計最適化法を利用した．提案

手法を用いた数値実験を行い，最適化結果を得た．また，種々のパラメータや問題設

定が結果に与える影響を調査した．

結果として，本手法によって妥当な結果が得られることを示した．また，本手法で

取り組んだ切断と交差の回避が最適化上の制約として働く効果があることを示した．

最適化によって減じる体積が小さいときは，除去する辺が荷重伝達に大きく関わって

おらず，繊維の切断と交差を回避することによるひずみエネルギーの増加は小さいこ

とが分かった．
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第 3章

製造性の検証：

切断・交差を考慮することの

影響の調査

3.1 緒言

本章では，構造設計最適化の結果に対し，製造性の観点から評価を行うことを通じ

て，構造設計最適化と，製造性の関係について述べる．本節を第 3.1節とし，第 3.2節

で製造性の評価方法を構築する．第 3.3節は数値実験として，構築した評価手法を用

いて，第 2章で得た設計最適化結果の製造性を評価し，得られた知見について述べる．

第 3.4節は，本章のまとめである．

3.2 評価法の構築

3.2.1 評価の概要

第 2章で提案した手法は，製造時の繊維の切断と交差を回避するためのものであっ

た．第 2章の数値実験では，この回避を考慮する場合としない場合の最適化結果を示

した．本章は，これらの結果について評価を行う．
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繊維の切断と交差の回避の動機のうち，製造性に関係するのは製造時間である．切

断と交差のうち，切断は，ヘッドの空走を生じ，これは製造時間を増加させる．した

がって，切断を回避する場合と回避しない場合について，製造時間を考える．

製造時間は，ヘッドが動く道のりの長さである，製造距離で代表される．本研究は，

製造性を代表するものとして，製造距離を評価する．

3.2.2 切断を回避する場合

3.2.2.1 製造距離とオイラーグラフの対応

製造距離は，複数の要素で構成される．製造距離はヘッドの総運転距離（Total route

length）であり，これを Ltotal，繊維を繰り出している距離（実走距離, Productive

route length）を Lproductive，繊維を繰り出していない距離（空走距離，Idle route

length）を Lidle とすると，

Ltotal = Lproductive + Lidle (3.1)

である．なお，ヘッドを上昇・下降させる等の操作に必要な運転距離は，その他の運

転距離と比べて小さいため無視している．

製造距離には，網目構造がオイラーグラフとして見なせるかどうかが重要である．

オイラーグラフは一筆書き可能であるから，切断と交差を回避してステージからヘッ

ドを離さず製造可能である．このとき，ヘッドの空走は生じず，ヘッドは常に繊維を

繰り出す．また，ヘッドが繰り出す繊維の幅は辺の幅と同一にできる．したがって，

製造におけるヘッドの運転距離は，繊維を繰り出している距離だけで占められ，それ

は辺の総延長と一致する．

網目構造がそのままではオイラーグラフと見なせない場合，切断を回避するために

は，Fig. 3.1のように辺を 2重辺と見て，オイラーグラフと見なすしかない．これは，

ヘッドが繰り出す繊維幅を，辺の幅の半分にすることに対応する．このとき，ヘッド

の総運転距離は，辺の総延長の 2倍になる．
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Fig. 3.1 Eulerization by doubling edges

3.2.2.2 構造設計最適化との対応

面に設計変数を設定する最適化手法は，そのままオイラーグラフと見なせる網目構

造を与える．この場合，辺の総延長 Lに対し，

Lidle = 0 (3.2)

Lproductive = L (3.3)

Ltotal = Lproductive = L (3.4)

となる．

辺に設計変数を設定する最適化手法では，一般にそのままではオイラーグラフと見

なせない網目構造を与える．この場合，先述のように辺を 2重辺と見て，

Lproductive = 2L (3.5)

となり，

Lidle = 0 (3.6)

Ltotal = Lproductive = 2L (3.7)

となる．

このように，辺の総延長が Lである最適化結果に対する製造距離は，切断を許さな

い場合，面を設計変数とする場合は Lとなり，辺を設計変数とする場合は 2Lとなる．
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3.2.3 切断を回避しない場合

3.2.3.1 製造距離と中国郵便配達人問題の対応

最適化結果がそのままではオイラーグラフと見なせない場合は，切断を回避する場

合としない場合でヘッドの総運転距離の最小値が異なる．切断を回避する場合の評価

法は上に述べた通りである．ここでは，切断を回避しない場合についての評価法を論

じる．

評価に用いるのは，中国郵便配達人問題（Chinese Postman Problem: CPP）の解

法である． CPPは，自動製造技術の登場以前から，図面のような線画を自動描画する

プロッターの軌道計画問題に適用されている [57, 58]．自動製造における CPPの適用

を行った研究にはいくつかあるが [59, 60]，これらは別途設計した構造に対して CPP

を解くものであり，本研究のようにオイラーグラフを前提とする設計最適化の結果と

比べた例はない．

3.2.3.2 中国郵便配達人問題

ここで，中国郵便配達人問題（CPP）*1*2について示す．CPPは，Fig. 3.2に示す

ように，「郵便配達人が，担当地域に手紙を届けなければならない．配達人は，担当地

域にある通り全てを歩いて，郵便局に戻る必要がある．配達人は，どのようにすれば

歩く距離が最短になるように経路を設計できるか？」*3という問題である．

*1 Chinese とは，この問題を中国人数学者 Kwan[61] が初めて発表したことにちなみ，Kwan の論文

[61] の英語訳 [62]を読んだ Edmondsが，Goldmanから名前の提案を受け [63]発表したものであ

る [64]．Edmondsと Johnson[65]は，CPPがマッチング問題に帰着でき，多項式時間で解けるこ

とを示した [64]．
*2 CPPは日本語では，中国郵便配達人問題，中国人郵便配達問題として言及される．
*3 Martin ら [64] によれば原文は，”A postman has to deliver letters to a given neighborhood.

He needs to walk through all the streets in the neighborhood and back to the post-office.

How can he design his route so that he walks the shortest distance?“である．
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Fig. 3.2 Original representation of Chinese Postman Problem (CPP)

CPPは，Fig. 3.3に示すように，グラフ理論の問題として捉えられた．すなわち，

長さを重み（Weight）とする辺で街路を表し，頂点で交差点を表すことで街をグラフ

として捉え，重みの総和を最小とするような回路（Circuit）を求める問題に帰着され

た．回路は，重複しない辺が作る閉じたループであり，辺の集合 EG に対し，頂点の列

{v1, . . . , vk} s.t. v1 = vk; {vi, vi+1} ∈ EG for i ∈ {1, . . . , k − 1} (3.8)

でとして表される．

Fig. 3.3 Graph representation of Chinese Postman Problem (CPP)

CPPの解法には，オイラーグラフの概念が関係する．Fig. 3.4のように，与えられ
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たグラフがオイラーグラフであれば，グラフにはオイラー回路が存在する．オイラー

回路は，グラフの辺をそれぞれちょうど 1回通ることによって全ての辺をまわりきる

経路であるから，直ちに CPPの解になる．

Fig. 3.4 Eulerian graph in Chinese Postman Problem (CPP)

CPPで問題となるのは，与えられたグラフがオイラーグラフでない場合である．こ

のときは Fig. 3.5のように，辺を加えてオイラーグラフ化する．加えた辺が，余分な

経路である．CPPの解は，この余分な経路の長さの総和が最小になる．

Fig. 3.5 Eulerization of non-Eulerian graph

そこで問題になるのが，余分な辺の加え方である．余分な辺は，奇数の次数を持つ

頂点の間に加えればよい．ここで，奇数の次数を持つ頂点は必ず偶数個ある．これは，
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握手補題（Handshaking lemma）[45]すなわち∑
vi∈VG

deg (vi) = 2 |EG| (3.9)

により，次数の総和は必ず偶数であるからである．

余分な辺の加え方は，Fig. 3.6のように複数存在する．したがって CPPは，重みの

総和が最小になるように余分な辺を追加する問題へと帰着される．

Fig. 3.6 Multiple candidates in Eulerization of non-Eulerian graph

3.2.3.3 最小重み完全マッチング問題

重みの総和が最小になるように余分な辺を追加する問題は，最小重み完全マッチン

グ問題にさらに帰着される．マッチングは，Fig. 3.7上段のように，端点を共有しない

辺の集合である．完全マッチングは，Fig. 3.7中段のように，全ての頂点を含むマッ

チングである．最小重み完全マッチングは，Fig. 3.7下段のように，重みの和が最小

になるような完全マッチングである．
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Fig. 3.7 Matching

最小重み完全マッチング問題は，Edmons[66, 67]による Blossomアルゴリズムに

より，多項式時間で解けることが知られている [68]．本研究は，この解法をプログラ

ミング言語 Python上に実装したもの [69, 70]を用いて計算を行う．

3.2.4 評価法のまとめ

製造距離は，オイラーグラフについては辺の総延長で評価できる．非オイラーグラ

フについては切断を回避する場合としない場合で異なる評価法を用意する必要があっ

た．以上のように，回避する場合は 2重辺化によって評価し，回避しない場合は CPP

の解法によって評価を行う．

3.3 数値実験

3.3.1 問題設定

第 2章の数値実験では，Fig. 2.23，2.44，2.45，2.46に示した境界条件に対し，目

標体積を少しずつ変えながら体積とひずみエネルギーの関係を求めた．本章では，こ

れら面および辺を設計変数としたときの最適化結果に対し製造性を評価した．
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評価法で述べたように，面単位で設計した場合は，切断を回避する場合もしない場

合も同一の製造距離となる．辺単位で設計した場合は，切断を回避する場合としない

場合について製造距離を評価した．

3.3.2 結果と議論

3.3.2.1 空走の影響

結果の一つを Table 3.1に示す．辺単位で設計した結果得られた構造について，切

断を回避しないときのヘッドの空走箇所が得られた．青い線で示した部分が空走部で

あり，辺単位で設計する場合には空走が発生していることが分かる．

面単位で設計した結果得られた構造はそのままオイラーグラフとして見なせる構造

であるから，空走は発生していない．

注目すべきは，実走距離および製造距離である．実走距離は，製造に必ず要求され

るヘッドの運転距離を表しており，値は「30.91 m，設計：辺単位」＜「31.01 m，設

計：面単位」となっている．製造距離は，空走を含めたヘッドの運転距離を表してお

り，値は「33.74 m，設計：辺単位」＞「31.01 m，設計：面単位」となっている．

つまり，空走を考慮しないと，辺単位で設計するほうが製造時間が見かけ上短いが，

空走を含めて考えるとそうではなく，面単位で設計するほうが製造時間が短いという

ことが明らかになっている．

また，ひずみエネルギーの値は，「18.58 J，設計：辺単位」＜「18.88 J，設計：面

単位」となっている．

結果の数値からは，辺単位で設計した場合は面単位の場合より 1.6%(= 1 −

18.58/18.88) 硬く，製造時間が 8.8%(= 33.74/31.01) 長い構造が得られ，面単位

で設計した場合は辺単位の場合より 1.6%(= 18.88/18.58) 柔らかく，製造時間が

8.1%(= 1 − 31.01/33.74) 短い構造が得られるということが分かる．つまり，製造

時間の短さと構造の硬さの間にトレードオフの関係がある．ヘッドの空走を考慮

しない場合，この事実が覆い隠され，辺単位で設計した場合は面単位の場合より

1.6%(= 1− 18.58/18.88)硬く，実走距離が 0.32%(= 1− 30.91/31.01)短い構造とし
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てトレードオフの関係が見えなくなる．

Table 3.1 Result

Edge design Face design

Structure

Route

(Gray: productive)

(Blue: idle)

Strain energy (J) 18.58 18.88

Volume (cm3) 8013 8039

Productive

route length (m)
30.91 31.01

Total

route length (m)
33.74 31.01

Idle

route length (m)
2.83 0
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3.3.2.2 製造距離とひずみエネルギーの関係

結果として得られた，製造距離とひずみエネルギーの関係を Fig. 3.8に示す．ただ

し，ひずみエネルギーが極めて大きい値となる，目標体積が小さい場合については省

略している．

いずれの結果も，製造距離が同一のときは，「設計変数：辺，切断：許可」＜「設計

変数：面，切断：禁止」＜「設計変数：辺，切断：禁止」の順でひずみエネルギーが小

さくなっている．「設計変数：辺，切断：許可」＜「設計変数：面，切断：禁止」となっ

ているのは，切断の禁止が制約として設計空間を狭めたことを意味する．

また，ひずみエネルギーが同一のときは，「設計変数：辺，切断：許可」＜「設計変

数：面，切断：禁止」＜「設計変数：辺，切断：禁止」の順で製造距離が短くなってい

る．「設計変数：面，切断：禁止」＜「設計変数：辺，切断：禁止」となるのは，切断

の禁止を前提とするときは，切断の禁止を考慮した設計最適化を行うことで，製造時

間を短くできることを意味する．

Fig. 3.8 Strain energy vs. total route length for face and edge design
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3.3.2.3 空走距離と体積の関係

空走距離と体積の関係を表すものとして，実走距離に対する製造距離の増加率を各

体積での最適化結果について計算したものを Fig. 3.9に示す．

いずれの結果も，体積が小さいほど，製造距離の増加率が大きくなる傾向を示して

いる．これは，切断と交差の回避を考慮せずに設計最適化を行うと，辺を除去するほ

ど，製造性が悪化しやすいことを示している．体積が減るほど辺は多く除去される．

辺の除去の組合せによっては，製造性の回復も起こりうるが，この結果はそのような

ことが起こりにくいことを示している．

Fig. 3.9 Route length increase vs. volume

3.4 第 3章のまとめ

第 3章では，第 2章で最適化した結果得られた網目構造に対し，ヘッドの総運転距

離を求めることで，製造時間の評価を行った．
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結果として，切断を回避する場合は，同一の硬さの構造を得るために，「設計変数：

面」＜「設計変数：辺」の順で製造時間が短いことが分かった．

また，同一の製造時間に対しては，「設計変数：面」＜「設計変数：辺」の順で硬い

構造が得られることが分かった．

この結果は，切断が禁止される場合に切断を禁止するという必要な制約を加えない

と，製造時間が長く柔らかい構造が得られてしまうということを示している．

一方，切断を回避しない場合は，目標体積が大きいときは，硬さと製造時間の短さ

にトレードオフの関係があることが分かった．

この結果は，目標体積が大きいときは，切断が許可されるような場合に切断を禁止

するという不要な制約を加えても，硬さへの影響が小さく，製造時間を短くする効果

がよく表れることを示している．

また，目標体積が小さいときは，同一の硬さの構造を得るために，「設計変数：辺」

＜「設計変数：面」の順で製造時間が短く，同一の製造時間に対しては，「設計変数：

辺」＜「設計変数：面」の順で硬い構造が得られることが分かった．

この結果は，目標体積が小さいときは，切断が許可されるような場合には切断を禁

止するという不要な制約を加えると製造時間が長く柔らかい構造が得られてしまうこ

とを示している．
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第 4章

最適化法の拡張：

より実用的な手法への展開

4.1 緒言

本章では，第 2章と第 3章で提案・評価した網目構造設計最適化法を拡張し，より

実用的な手法を示す．本節を第 4.1 節とし，第 4.2 節で法の拡張法を示す．第 4.3 節

では数値実験として，拡張された手法の検証のための問題設定と，数値実験の結果お

よび得られた知見について述べる．第 4.4節は，本章のまとめである．

4.2 拡張された最適化法の構築

4.2.1 拡張の概要

第 2章で提案した方法は，目標体積の設定が必要であった．このとき，体積とひず

みエネルギーの関係を得るためには，目標体積の設定が異なる独立した数値解析を多

数行う必要性が生じる．まず，これを不要とする設計最適化法を示す．

また，最適化のプロセスにおいて，各体積における構造が全てトラスとして安定で

あることが望ましい．したがって，トラスとしての安定・不安定に関する制約を最適

化に組み込む．
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さらに設計変数を材料の有無の 2値より多くの値が取れるように多段階化する方法

や，応力に関する制約を加える方法も示す．

4.2.2 構造設計最適化法

第 2章での最適化法は，SERAをベースとしている．SERAは，要素の追加と除去

を同時に行う．設計更新時において，要素の追加・除去に対し，制約条件を満たすか

調べるとき，満たしていれば問題にはならないが，満たしていないときは別の要素を

追加・除去しなければならない．SERAでの設計変更時に制約との合致を調べる場合

は，調べるべき組合せが多く，それらの組合せについて制約を確認することは非現実

的である．したがって，本章では ESO で知られる逐次除去型の設計更新法で最適化

を行う．

ESOは，離散的構造の最適化にも適用可能であり [71]，航空 [72]，建築 [73, 74, 75,

76, 77, 78] 等での適用が報告されている．また，自動製造に向けた最適化でも ESO

を用いる試みが行われている [79]．

ESOは，ひずみエネルギーの小さい要素を逐次除去し設計更新を行う方法である．

本研究では，1要素ずつ除去する ESOを用いる．ただし，SERAの場合と同様に，要

素の除去は要素の剛性を極めて小さな正値に下げることで行う．

4.2.3 無限小剛性

離散的構造を最適化した場合は，トラスとして不安定な構造が得られる可能性があ

る [75]．問題にしているトラスとしての安定性は，4 本の棒をピン接合した四角形の

構造はリンク機構となり剛でない，というような問題である．

網目構造に対応するグラフは，頂点の座標と辺の長さによって特徴付けられる．網

目構造がトラスとして安定なとき，辺の長さを変えることなしには，頂点の座標を変

えることはできない．このことが，グラフの無限小剛性（Infinitesimal rigidity）[80]

という概念に対応する．ここで剛性とは Rigidityに対応し，トラス部材の剛体運動を

考えている．つまり，ひずみに関係する Stiffnessには対応しない．
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グラフが無限小に剛であるとは，頂点に座標を与えることによって空間内に配置さ

れたグラフについて，辺の長さを変えないまま，頂点を微小に変位させることができ

ないということである．数学的な記述としては [81]，まず，頂点 vi に対し

pi = [xi, yi]
T

(4.1)

のように座標が与えられる．頂点の動きを考えるため，時刻のパラメータ tを用いて

qi (t) = [xi (t) , yi (t)]
T

(4.2)

qi (0) = pi (4.3)

q′
i (0) =: p

′
i (4.4)

とすれば，頂点 vi, vj を結ぶ辺 ek = {vi, vj}の長さが瞬間的に変わらないことは

d

dt
∥qi (t)− qj (t)∥2

∣∣∣∣
t=0

= 0 (4.5)

と表される．すなわち，

(pi − pj)
T (

p′
i − p′

j

)
= 0 (4.6)

である．ここで，無限小のたわみ（Infinitesimal flex）と呼ばれる p′ が

p′ =
[
p′

1
T
, . . . , p′

n
T
]T

(4.7)

で定義され，Eq. 4.6 を満たす p′ は，d 次元空間では d 個の剛体並進モードと

(d− 1) d/2個の剛体回転モード，すなわち

d+
(d− 1) d

2
=

(d+ 1) d

2
(4.8)

個の自明な変位モードを含む．ここで，本研究で扱う平面グラフでは，

d = 2 (4.9)

である．したがって，これらの自明な変位モードのみが Eq. 4.6の解 p′ として存在す
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ればグラフは無限小に剛である．したがって，次元定理から，

R =


...

...
...

...
...

0 · · ·0 (pi − pj)
T

0 · · ·0 (pj − pi)
T

0 · · ·0
...

...
...

...
...


...

edge {i, j}
...

· · · node i · · · node j · · ·
(4.10)

のように定義されるリジディティ行列（Rigidity matrix）Rのランク rank (R)が，

rank (R) = |VG| d−
(d+ 1) d

2
(4.11)

であればよい．

したがって設計更新時において，網目構造と対応するグラフの rank (R)を計算する

ことで，網目構造の，トラスとしての安定・不安定を判別することができる．

本章では，Eq. 4.11を満たさない設計変更を禁止することで，トラスとして不安定

な設計が生じるのを防ぐ．

4.2.4 頂点の寄与度に基づく設計更新

無限小剛性の制約は原理的に，頂点の数に対して辺の数が十分多いことを要求する．

辺を設計変数とする場合は，辺の数が減るのに対し頂点の数が減りにくいため，無限

小剛性の制約のもとでは体積を大きく減じることが難しい．

そのため，辺の寄与度を頂点に集め，頂点の寄与度をもとに設計変更することも行っ

た．頂点 vi の寄与度は，vi に接続する辺または面の寄与度の合計として定義した．こ

こで寄与度とは，ひずみエネルギーの値である．

設計変更は，寄与度が最も低い頂点を求め，その頂点に接続する辺または面の持つ

設計変数 si を低下させることで行った．

4.2.5 設計変数の多段階化

第 2章では，辺 ei の断面の幅 bi を，最大幅 bmax と設計変数 si を用いて

bi = sib
max (4.12)
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で定義し，

si ∈
{
εoffset, 1

}
(4.13)

としていた．設計変数の多段階化とは，設計変数 si を

si ∈
{
εoffset, s

(1)
i , . . . , s

(j)
i , . . . , 1

}
(4.14)

のようにより多くの候補を導入することである．

SERAに基づく第 2章での方法では，感度を実要素と仮想要素に分けるため，設計

変数を多段階化することは，実要素に複数の材料特性を許すことに対応する．SERA

を拡張し，複数の材料を想定することは可能であるが [82]，その場合，目標体積を材

料ごとに設定する必要がある．したがって，目標体積の設定に組合せが生じ，解析す

べきパターンが増加する．ここでは直接ひずみエネルギーと体積の関係を導くことを

目的の一つとしているため，この方法は適さない．

ESOに基づく本章の方法は，逐次 1つの設計変数を更新する方法であり，単純に要

素の除去を，設計変数の値を 1段階下げることに拡張すれば，設計変数を多段階化す

ることが可能である．

4.2.6 応力制約

制約に加えるため，軸方向応力の計算が必要である．

辺 ei = {vj , vk}の軸方向応力 σi は，端点 vj , vk の変位をそれぞれ

dj = [djx, djy]
T

(4.15)

dk = [dkx, dky]
T

(4.16)

とし，vj → vk 向きの方向余弦を

rjk = [cos (θjk1) , cos (θjk2)]
T

(4.17)

とし，弾性率を E として

σi = E rjk · (dk − dj) (4.18)

によって求めた．
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応力の制約は，辺 ei の軸方向応力 σi および強度 σY (> 0)に対し，

− σY < σi < σY (4.19)

であるというものである．

応力の制約が有効なときは，設計更新の際に応力を計算し，応力制約に違反するよ

うな設計更新を禁止することで行う．

4.2.7 拡張のまとめ

以上で述べた最適化法の拡張は，逐次除去型の設計更新法とすることで体積とひず

みエネルギーの関係を直接得ることを実現し，無限小剛性の理論を用いることでトラ

スとしての安定性を保証する．さらにこの手法の特徴を鑑み，頂点の寄与度に基づい

た設計更新法についても述べた．また，設計変数の多段階化や，応力に関する制約を

加える方法についても述べた．

拡張された最適化法は，Fig. 4.1，4.2，4.3に示すようなフローに沿う．構造解析の

方法は，第 2章と同一である．構造解析の後の，設計更新に関連する手順が，第 2章

の方法と主に異なる部分である．
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Fig. 4.1 Workflow of the extended method

Fig. 4.2 Sub-workflow: optimization initialization
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Fig. 4.3 Sub-workflow: design update

4.3 数値実験

4.3.1 実験 1：基本的問題

4.3.1.1 問題設定

まず初めに，第 2章の実験 1の問題に対し，面または辺単位でひずみエネルギーを

計算し，値が小さく有用度の低い要素を逐次除去する ESO 型の最適化を行った．設

計更新においては，無限小剛性の制約を確認し，これに違反する更新は禁止した．

4.3.1.2 結果と議論

■体積とひずみエネルギーの関係 最適化の結果得られた，体積とひずみエネルギー

の関係を Fig. 4.4に示す．凡例に示す通り，本章は ESOの方法に基づいており，参

考のため第 2章の SERAに基づく方法での結果も示している．

結果は，設計単位が面か辺かによらず，体積が小さいほどひずみエネルギーが大きい
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という結果になっている．同一の荷重に小さい体積で抵抗する方がひずみエネルギー

が大きいのは妥当であり，これは第 2章の結果と等しい．

Fig. 4.4 Strain energy vs. volume

■網目構造と応力分布 最適化の結果得られた網目構造と応力分布を Fig. 4.5 に示

す．結果として，やはり支持点と荷重点の周りに要素が集まるような解になっている．

辺単位で設計する場合は，外枠にあたるものができている．この外枠は，設計空間

の狭まりを象徴している．無限小剛性の制約は，Fig. 4.6に示すように，辺単位で設

計する場合と面単位で設計する場合の設計更新に，違いを生じさせる．すなわち，辺

単位で設計する場合は外側の辺を除去できない．

Fig. 4.5右下の列は，無限小剛性の制約のもと，辺単位で設計する場合の最適化結果

と応力分布である．このとき，構造中に有用度の低い辺が他の場合と比べ多く残って

おり，特に外枠にあたる部分でそのような辺が多く見られることが分かる．したがっ

て，無限小剛性の制約は，Fig. 4.6の現象によって，辺単位で設計する場合の設計空

間を大きく狭めると考えられる．
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このことは，Fig. 4.4において，第 2章と本章の結果の間に見られる違いに影響し

ていると考えられる．結果の違いは，特に辺を設計変数とする場合で大きい．このこ

とはさらに，同一の体積に対し，面を設計変数とした場合のほうが，ひずみエネルギー

が小さい解が得られるという，第 2章と異なる結果を与えるというところまで影響し

ている．

Fig. 4.5 Resulted structure and stress

Fig. 4.6 Difference in design update under the constraint of infinitesimal rigid-

ity
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■製造距離とひずみエネルギーの関係 製造距離について，第 3章で示した方法で評

価を行った．すなわち，辺の総延長 Lに対し，製造距離 Ltotal は，「設計変数：面，切

断：禁止」の場合は L，「設計変数：辺，切断：禁止」の場合は 2L，「設計変数：辺，

切断：許可」の場合は CPPの解で評価した．辺単位での設計結果は，切断を回避する

場合と回避しない場合で異なる製造距離を持つ．

Fig. 4.7に評価結果を示す．同一のひずみエネルギーに対して，製造距離は「設計

変数：面，切断：禁止」＜「設計変数：辺，切断：許可」となっている．体積とひずみエ

ネルギーの関係において，面を設計変数とした方がひずみエネルギーが小さいという

結果が得られており，その影響が製造距離とひずみエネルギーの関係にも表れている．

Fig. 4.7 Strain energy vs. total route length
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4.3.2 実験 2：頂点の寄与度に基づく設計更新

4.3.2.1 問題設定

実験 1 の結果が示すように，無限小剛性の制約によって，特に辺単位で設計する

場合には体積が大きく減じられにくい．ここで設計更新の基準を，辺のひずみエネル

ギーから，それを頂点に集めた頂点の寄与度に変更した場合について同様の数値実験

を行った．

4.3.2.2 結果と議論

■体積とひずみエネルギーの関係 最適化の結果得られた，体積とひずみエネルギー

の関係を Fig. 4.8に示す．

実験 2のように頂点の寄与度を基準にした場合は，実験 1と異なり，辺単位で設計

した方が，同一の体積に対しひずみエネルギーが小さいという，第 2章と同様の結果

が得られている．

面単位で設計した場合は，第 2章の結果との差が極めて小さい体積とひずみエネル

ギーの関係が得られている．
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Fig. 4.8 Strain energy vs. volume

■網目構造と応力分布 最適化の結果得られた網目構造と応力分布を Fig. 4.9 に示

す．結果として，やはり支持点と荷重点の周りに要素が集まるような解になっている．

Fig. 4.9下の左から 2列目は，辺単位で設計しつつ，頂点の寄与度を基準に設計更

新した場合の結果である．実験 1 と異なり，外枠のようなものは見られない．また，

残っている辺は荷重に対して有効に働いている．つまり，無限小剛性の制約を満たし

ながらも，外枠のような過剰に制限された設計となることを避けることができている．

実験 2のように頂点の寄与度を基準に設計更新する場合は，Fig. 4.10のように，辺

単位で設計する場合も，外側にある辺を除去することが可能である．これは実験 1で

生じた Fig. 4.6のような問題を取り除く．

以上の考察，および第 2章との差が小さい体積とひずみエネルギーの関係が得られ

ているということから，頂点の寄与度を基準に設計更新することが，無限小剛性の制

約を適当な強さに調整するのに有効であることが分かる．
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Fig. 4.9 Resulted structure and stress

Fig. 4.10 Vertex-based design update under the constraint of infinitesimal

rigidity

■製造距離とひずみエネルギーの関係 製造距離について，実験 1と同様に，第 3章

で示した方法で評価を行った．Fig. 4.11にその結果を示す．同一のひずみエネルギー

に対して，製造距離は「設計変数：辺，切断：許可」＜「設計変数：面，切断：禁止」

＜「設計変数：辺，切断：禁止」という，第 3章と同じ結果が得られている．
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Fig. 4.11 Strain energy vs. total route length

4.3.3 実験 3：設計変数の 3段階化

4.3.3.1 問題設定

設計変数の多段階化に関する影響を調べるため，設計変数 si を

si ∈
{
εoffset, 0.5, 1

}
(4.20)

のように 3段階にして実験 2と同様の数値実験を行った．

4.3.3.2 結果と議論

■体積とひずみエネルギーの関係 最適化の結果得られた，体積とひずみエネルギー

の関係を Fig. 4.12 に示す．実験 2 と比べ，最小体積が小さくなっている．これは，

設計変数が 2段階から 3段階に変わっているためである．設計変数が多段階であると

き，辺を存在させたまま，辺の断面の幅を狭めることで，体積を減少させることがで

きる．したがって，体積を減少させることは，必ずしも辺を除去することに対応しな

い．設計変数が 2段階のときには無限小剛性の制約に阻まれるような設計状態からで
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も，設計変数が 3段階あれば，辺の断面の幅を狭めることで，さらに体積を減少させ

ることができる．

面単位で設計した場合は，第 2章の結果との差が極めて小さい体積とひずみエネル

ギーの関係が得られている．

Fig. 4.12 Strain energy vs. volume

■網目構造 最適化の結果得られた網目構造と応力分布を Fig. 4.13 に示す．結果と

して，やはり支持点と荷重点の周りに要素が集まるような解になっている．

面単位で設計する場合は，実験 2と同様の領域で辺が有効になっている．
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Fig. 4.13 Resulted structure and stress

辺単位で設計した場合は，ひずみエネルギーの増加が大きい設計更新が見られる．

その設計更新前後の網目構造と応力分布を Fig．4.14に示す．この設計更新時にター

ゲットとなった頂点は，構造内部の外周寄りで，2つ空いた穴の近くに位置しており，

5 本の細い辺が接続されている．応力は，最適化前の状態から構造中心と外周で大き

く，これは 2つ穴が空くように設計変更されていることに表れている．ターゲットと

なった頂点は，確かに周囲の辺の寄与度の合計が小さく，頂点の寄与度を基準にした

場合に除去されるべき頂点である．

一方，この設計更新による応力分布の変化は大きく，紙面上側から中心へと力の流

れが変わっている．今回見られたひずみエネルギーの大幅な増加は，構造外部と内部

にある，辺が無効化された領域が，実質的に繋がることで起きていると考えられる．

構造外部と内部を壁のように分けている，有効になっている辺にとっては，構造外部

でも内部でも，辺が無効になっている領域との境界は外周である．外周にある頂点は，

接続する辺の数が少ないため，寄与度は低く評価されやすい．今回の場合，設計変数

が 3段階であることによって，上述の壁の近くは断面幅の狭い辺が分布する．これら
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の辺の存在のため，壁が伝える力は分散しやすい．そのような状態では，壁の外周を

構成する頂点の寄与度はさらに低く評価されやすく，設計更新のターゲットとなりや

すい．このことによって，壁の内外が実質的に繋がるような，ひずみエネルギーが大

幅に増加する設計更新が起こっているものと考えられる．

面単位で設計する場合は，頂点の寄与度に組み入れる辺の数が多く，構造内部の頂

点の寄与度が大きく評価されるため，外周にある頂点ばかりが除去され，結果的にこ

のような現象が起こらないと考えられる．

Fig. 4.14 Resulted structure and stress

■製造距離とひずみエネルギーの関係 製造距離について，実験 1，2と同様に，第 3

章に示した方法で評価を行った．Fig. 4.11にその結果を示す．この場合は，同一のひ

ずみエネルギーに対して，製造距離は「設計変数：辺，切断：許可」≒「設計変数：面，

切断：禁止」となっている．ひずみエネルギーの増加が大きい設計更新が存在するこ

とが，製造距離の評価にも影響している．
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Fig. 4.15 Strain energy vs. total route length

4.3.4 実験 4：応力制約

4.3.4.1 問題設定

応力制約を課した問題について，実験 2と同様の数値実験を行った．強度は σY =

1.5GPaとした．境界条件は Fig. 2.23に示した支持・荷重位置とし，荷重の大きさを

100 kNとした．

4.3.4.2 結果と議論

■体積とひずみエネルギーの関係 最適化の結果得られた，体積とひずみエネルギー

の関係を Fig. 4.16に示す．最終的な体積は，応力制約が無い実験 2の場合よりも大

きくなっている．これは，応力制約が有効であるためであると考えられる．1 つの辺

が発揮できる応力が小さいとき，荷重に抵抗するためには多くの辺が存在する必要が

ある．
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Fig. 4.16 Strain energy vs. volume

■網目構造 最適化の結果得られた構造を Fig. 4.17 に示す．構造の形状は，応力制

約が無い実験 2の場合と同様である．
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Fig. 4.17 Resulted structure and stress

■製造距離とひずみエネルギーの関係 製造距離について，第 3章に示した方法で評

価を行った．その結果を Fig. 4.18に示す．変化の挙動は，応力制約がない場合であ

る実験 2と同様となっている．ただし，荷重を実験 2の 10倍としたため，エネルギー

の値は 102 = 100倍となっている．
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Fig. 4.18 Strain energy vs. total route length

■応力の履歴 応力の履歴を Fig. 4.19に示す．表示しているのは，応力の絶対値の，

全辺の最大値である．値は，制約である 1.5 GPaを超えないように推移している．値

が 1.5 GPa 付近で頭打ちになる点は制約が有効になる点である．したがってこの点

は，Fig. 4.16に示したひずみエネルギーと体積の関係において，第 2章の結果からず

れていく点と一致している．
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Fig. 4.19 History of maximum absolute stress

4.4 第 4章のまとめ

第 4章では，第 2章で提案した方法の拡張として，トラスとしての安定性を保証す

る，逐次除去型の設計更新を行う最適化法を示した．

また，体積を大きく減少可能とするため，頂点の寄与度を基準とした設計更新法も

示した．

さらに，設計変数の多段階化への対応や，応力の制約を考慮する方法も示した．

数値実験によって，製造性を含めた最適化結果の評価が行われ，本章で示した手法

が有効に機能することが示された．
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第 5章

結論

本研究の結論を述べる．

第 2章では，製造時に繊維の切断と交差を回避可能な網目構造を得るための最適化

法を示した．

第 3章では，得られた構造の製造性を評価する方法を示した．

第 4章では，最適化法を拡張し，手法の実用性を高める方法を示した．

結果として，第 2章で提案した最適化法が，質量が小さく硬い，製造時に繊維の切

断と交差を回避可能な網目構造を得るのに有効であることが示された．

また，第 3章で示した方法により，提案手法で得られた網目構造は，切断を回避す

るときは常に製造時間を短縮し，切断を回避しないときでも製造時間を短縮し得る設

計が存在することが示された．

さらに，第 4章で示した拡張により，提案手法が実用性のある方法として用いるこ

とができることが示された．

本研究の提示した手法や得られた知見の応用としては，センサーの埋め込みや，高

速生産，高品質な内部構造を指向した網目構造が考えられる．

センサーでは，光，電流，流体といった，伝達経路が途切れることが許されない媒

体を用いるものが多い．本研究の手法と知見を活かせば，そのようなセンサーを埋め

込みながら，構造性能の高い構造を製造できると期待される．

高速生産においては，製造装置の空走を減らすことが望まれる．切断を回避可能な
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構造設計には，製造時間を短縮し得るものが存在する．

繊維の交差を効率的に回避できる設計は，均質な内部構造を持つ網目構造の自動製

造を用意にすることが期待される．

本研究の発展形としては，剛性最大化（コンプライアンス最小化，ひずみエネルギー

最小化）以外の問題に対する最適化や，遺伝的アルゴリズムや蟻コロニー最適化等の

他の最適化手法を用いるといった試みが考えられる．本研究の枠組みは種々の問題に

適用可能であり，さらに知見を深めるための研究の基礎付けとなることが期待される．
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