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マグニチュードは 2000年代に Leinster([6])によって提案された豊穣圏の
不変量であり,有限集合の位数,ベクトル空間のランク,位相空間のオイラー数
を一般化した概念である. 一方で 0以上の実数集合R≥0は加法について対称モ
ノイド圏をなし,一般の距離空間は R≥0上の豊穣圏とみなすことができる. 本
論文ではR≥0-豊穣圏とみなした距離空間のマグニチュード,及びその圏化であ
るマグニチュードホモロジーについて考察する. また現在のホモロジー論の端
緒の一つでもあり ([9]),近年位相的データ解析の観点から再び注目の集まって
いるVietoris-Ripsホモロジーを,マグニチュードホモロジーの変種とみなし統
一的に扱うことを目指し,お互いに類似した性質を持つことを確かめる. まず
有限距離空間に対するマグニチュードは次にようにして定義される.

定義 . (Leinster [6])位数有限の距離空間を有限距離空間と呼ぶ. 有限距離空間
(X, d)に対して,行列 AX を e−d(x,y)(x, y ∈ X)を要素とする対称行列として定め
る. 行列 AX が可逆の時, Xのマグニチュードは逆行列 A−1

X の要素の和として
定義される. また実数 t ∈ R≥0に対して距離空間 (X, td)のマグニチュードを t
に関する関数とみて Xのマグニチュード関数と呼ぶ.

マグニチュード関数は [0,∞]に値をとる関数として全ての有限距離空間に
対して定義できる. またマグニチュードは有限距離空間の「本質的な位数」を
与えることが Leinsterによって指摘されている. 例えば 3点距離空間で 2点
がもう 1点に比べて極端に近い時には, この距離空間は本質的に 2点で構成
されていると言える. 実際にマグニチュードはこの状況を反映する. 続いてマ
グニチュードホモロジーについて説明する. マグニチュードホモロジー MHℓn
はHepworth-Willertonと Leinster-Shulman ([4], [7])によって定義された,実数
ℓ ∈ R≥0 と整数 nによって次数付けられた二重次数付き加群である. マグニ
チュードホモロジーは全ての距離空間に対して次のように定義される. (X, d)
を距離空間とする.
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定義 . Xのマグニチュード鎖複体

(MCℓ∗(X), ∂∗ :=
∗∑

i=1

(−1)i∂i
n)

とは
∑n−1

i=0 d(xi, xi+1) = ℓを満たす組 (x0, . . . , xn) ∈ Xn+1で生成された次数付き
自由 Z-加群であり,微分が

∂i
n(x0, . . . , xn) =

(x0, . . . , x̂i, . . . , xn) d(xi−1, xi) + d(xi, xi+1) = d(xi−1, xi+1)
0 otherwise.

で定義される. マグニチュード鎖複体のホモロジーは Xのマグニチュードホ
モロジーと呼ばれ, MHℓ∗(X)と書く.

有限距離空間 Xに対しては「オイラー数」
∑
ℓ,n(−1)nrankMHℓn(X)e−ℓt が X

のマグニチュード関数と等しくなるという意味で,マグニチュードホモロジー
はマグニチュードの圏化となっている. マグニチュードホモロジーのその他の
性質については未解明の部分が多い.
本論文では基礎的な事項に関する準備の後,第 2章でマグニチュードホモロ

ジーの変種である「ぼかしマグニチュードホモロジー」に対するホモトピー不
変性について考察する. ぼかしマグニチュードホモロジーは Otter([8])によっ
て提案された概念であり,次のように定義される.

定義 . (X, d)を距離空間とする.
∑n−1

i=0 d(xi, xi+1) ≤ ℓを満たす組 (x0, · · · , xn)を
n-単体とする単体的集合を考え,付随する鎖複体を (MC≤ℓ∗ (X), ∂≤ℓ∗ )と書く. そ
のホモロジーを MH≤ℓ∗ (X)と書き X のぼかしマグニチュードホモロジーと呼
ぶ. 同様に (MC<ℓ∗ (X), ∂<ℓ∗ )を

∑n−1
i=0 d(xi, xi+1) < ℓを満たす組 x = (x0, · · · , xn)か

らなる鎖複体とし,そのホモロジー MH<ℓ∗ (X)もぼかしマグニチュードホモロ
ジーと呼ぶ.

ぼかしマグニチュードホモロジーもまたあまり性質の知られていない対象
であり,この対象からマグニチュードホモロジーについて情報を得られること
が簡単なホモロジー代数からわかる. 一方で「距離を縮めるホモトピーで可縮
な距離空間」を次のように定義する.

定義 . (Hausmann [3]) 距離空間 X が可壊であるとは, 次の条件を満たす写像
F : X × [0, 1] −→ Xが存在することを言う.

1. F(x, 1) = x for all x ∈ X,

2. F(x, 0) = a for all x ∈ X,

3. F(a, t) = a for all t ∈ [0, 1],

4. d(F(x, s), F(y, s)) ≤ d(F(x, t), F(y, t)) for all x, y ∈ X and s ≤ t ∈ [0, 1].

この章の主定理は次のように述べられる.
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定理 . 距離空間 (X, d)が可壊であれば全ての ℓ ∈ R>0と n ∈ Z>0に対して

MH<ℓn (X) = 0

が成り立つ.

証明には特異ホモロジー論の技術を応用する. 系としてユークリッド空間
や双曲空間のぼかしマグニチュードホモロジーが０であることがわかる.
続いて第3章では測地的距離空間のマグニチュードホモロジーについて考察

する.「断面曲率 κ以下であるRiemann多様体」を一般化した概念であるCAT(κ)
空間について,パラメータ ℓが小さいときにはマグニチュードホモロジーが消
えることを示す. またこのような距離空間に対してマグニチュードホモロジー
が測地線の一意性を反映することを示す. いくつか記号の準備をする. 4つ組
(x0, x1, x2, x3) ∈ X4は (1) xi , xi+1 for 0 ≤ i ≤ 2, (2) d(xi, xi+2) =

∑i+1
j=i d(x j, x j+1)

for 0 ≤ i ≤ 1, (3) d(x0, x3) <
∑2

j=0 d(x j, x j+1)を満たすとき 4切断と呼ばれる. mX

を 4切断の長さ
∑2

j=0 d(x j, x j+1)の下限とする. これは Kaneta-Yoshinaga ([5])
による定義である. lXを測地線であって最短測地線でないものの長さの下限と
する. Dκを κ > 0の時 π/

√
κ, κ ≤ 0の時 +∞と定める. 次がこの章の主定理で

ある.

定理 . CAT(κ)空間 (X, d)に対して

Dκ ≤ mX ≤ lX

が成立する.

Kaneta-Yoshinagaによる結果と組み合わせることで系として次が得られる.

系 . (X, d)を CAT(κ)空間とする. この時全ての n > 0と 0 < ℓ < Dκ に対して
MHℓn(X) = 0が成り立つ.

また次も証明できる.

定理 . 半径 rの閉測地線が Xの中に存在する時, MHπr2 (X) , 0である.

この章で得られる結果のほとんどはGomi ([1], [2])によるスペクトル系列
の計算による結果と重複している. ただし用いている手法は全く異なってお
り,いくつかの CAT(κ)については彼の手法で取り扱うことができない可能性
があることを付記しておく.
第 4章では Vietoris-Ripsホモロジーを小さいパラメータについて,あるク

ラスの測地的距離空間に制限して考察する. まずVietoris-Ripsホモロジーは次
のように定義される.

定義 . (X, d)を距離空間とする. diam{x0, · · · , xn} ≤ εを満たす組 (x0, · · · , xn)を
n-単体とする単体的集合を考え, 付随する鎖複体を (VC≤ε∗ (X), ∂≤ε∗ )と書く. そ
のホモロジーを VH≤ε∗ (X)と書き Xの Vietoris-Ripsホモロジーと呼ぶ. 同様に
(VC<ε∗ (X), ∂<ε∗ )を diam{x0, · · · , xn} < εを満たす組 (x0, · · · , xn)からなる鎖複体
とし,そのホモロジー VH<ε∗ (X)も Vietoris-Ripsホモロジーと呼ぶ.
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この定義はぼかしマグニチュードホモロジーの定義の変種と捉えることが
できる. また上記の定義は通常用いられるものと異なるが,この章ではこれら
がホモロジーレベルで一致することをまず確認する. r(X)を次の条件を満た
す実数 rの上限とする:(1)d(x, y) ≤ rであるような点 x, yを結ぶ最短測地線が
一意に存在する, (2)diam {x, y, z} ≤ rを満たす全ての 3点 x, y, zと, y, zを結ぶ
最短測地線上の全ての点 wに対して d(x,w) ≤ max{d(x, y), d(x, z)}が成立する.
次がこの章の主結果である.

定理 . 全ての 0 < ε′ ≤ ε ≤ r(X)に対して次の鎖複体の包含はホモトピー同値
である:

VC<ε
′

n (X) −→ VC<εn (X),

Hausmannによる結果と組み合わせて次を得る。

系 . r(X) > 0であるような測地的距離空間 Xに対して

VH<ε∗ (X) � H∗(X;Z),

が全ての 0 < ε ≤ r(X)について成立する.

これらは第 3章で得られたマグニチュードホモロジーに関する結果や, Otter
による結果 lim

←
MH<ℓ∗ (X) � H∗(X;Z)の類似とみなすことができる.
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