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本論文では，総実体上の乗法群に対する高階 Euler系を構成した．
初めに背景について説明する．類数公式は，Dedekind ゼータ関数の特殊値と代数体の類数などの数論的
不変量を関係付ける公式である．この種の関係式は古くから数論において重要視されている．そのため，現
代では，広いクラスの代数体の Galois 表現に対して，Dedekind ゼータ関数の一般化である L 関数，及び
イデアル類群の一般化である Selmer 群が定義され，類数公式の一般化が予想として様々な場合に定式化さ
れている．例えば，有理数体上の楕円曲線に付随する Galois 表現に対する類数公式の一般化は Birch and

Swinnerton-Dyer 予想 (BSD 予想) と呼ばれ，ミレニアム問題の 1 つに選ばれている．しかし，L 関数と
Selmer群の関係を理解することは大変難しい．それは解析的対象 (L関数)と代数的対象 (Selmer群)という
かけ離れたものを結びつける必要があることに起因する．
1990年頃に，Kolyvaginは代数体の Galois表現に対して Euler系という概念を定義した ([5])．Euler系は
代数体の Galois表現に対して定まる１次 Galoisコホモロジーの元の族で，ノルム関係式と呼ばれる関係式を
満たすものである．ノルム関係式は L関数の Euler積表示と密接に関わっており，Euler系は L関数を代数
的に実現したものといえる．しかし，Euler系の構成は非常に難しい問題であり，Euler系の具体例はあまり
多く知られていない．
Euler系の理論は Selmer群と L関数を結びつけるための強力な道具の 1つである．実際，具体的に Euler

系を構成し Euler系の理論を用いることで，BSD予想の部分的解決など，数論における様々な問題に大きな
進展が得られた．
その後，Euler系の理論を整備し，より深く理解するために，Mazurと Rubinは Kolyvagin系と Stark系
を定義した ([7, 8])．Euler系と同じく両者は共に，1次 Galoisコホモロジーの (外積の)元の族で，ある関係
式を満たすものとして定義される．Kolyvagin系と Stark系は以下の重要な性質を持つ．

(1) Euler系から Kolyvagin系が構成できる．
(2) Kolyvagin系の成す加群と Stark系の成す加群は同型である．
(3) Stark系を用いて Selmer群の構造を完全に記述できる．

代数体の Galois表現に対して (核)階数と呼ばれる 0以上の整数が定まる．上述の (1) – (3)は，Galois表
現の階数が 1 の場合の結果である．即ち，Koyvagin–Mazur–Rubin による Euler 系，Kolyvaign 系，Stark
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系の理論は階数 1の理論であり，次の図式にまとめられる．
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(♠)

階数が 1より大きい場合にも理論を構成するために，Mazurと Rubinは高階 Kolyvagin系，高階 Stark系
を定義した ([8])．しかし，本質的な困難が多数あり図式 (♠)の高階版を構成するまでには至らなかった．ま
た，Mazurと Rubinによる高階 Kolyvagin系と高階 Stark系の理論には Galois表現の係数環が単項イデア
ル環という制約が存在した．
私は，二重双対外積という概念を用いて完備 Gorenstein環上の高階 Stark系の理論を構築した ([9])．より
正確には，係数環が完備 Gorenstein環の階数 r ≥ 0の Galois表現に対して次を証明した．

(c) 階数 r の Stark系を用いて Selmer群の高次 Fittingイデアル全てを記述できる．

これはMazur と Rubinによる結果 (3)の一般化となっている．その後，私は Burnsと佐野との共同研究で，
高階 Kolyvagin系の理論の一般化と高階 Euler系の理論の構築を行った ([1])．詳しく述べると，上述の (1)

と (2)を高階かつ完備 Gorenstein環係数へ同時に一般する以下の 2つを行った．

(a) 高階 Euler系から高階 Kolyvagin系を構成した．
(b) 高階 Stark系の成す加群から高階 Kolyvagin系の成す加群に同型写像を構成した．

即ち (a) – (c)によって図式 (♠)の高階版が完成した．しかし，上述したように，Euler系の構成は非常に
難しい問題であり，知られている Euler系の具体例は数えるほどしかない．また，その殆どが階数 1の Euler

系で，(私の知る限り)現時点で知られている高階 Euler系の例は GL2 ×GL2 の 1つのみである ([2, 3, 4])．
本論文の主結果を説明するためにいくつか記号を導入する．k を総実体，χ : Gal(k/k) −→ Q× を非自明
な有限位数の偶指標とする．pを χの位数と k の類数と互いに素な奇素数とする．K/k を pで不分岐な有限
アーベル p-拡大とする．O := Zp[im(χ)]，T := O(1)⊗ χ−1 とおく．
L := k

ker(χ) とし，MKL,∞ を KL(µp∞) 上の最大 p-分岐アーベル副-p-拡大とする．MKL,∞/k は Ga-

lois 拡大かつ MKL,∞/KL(µp∞) はアーベル拡大なので Galois 群 Gal(KL(µp∞)/k) は自然に Galois 群
Gal(MKL,∞/KL(µp∞))に作用する．さらにこの作用は連続で

XK := O ⊗Zp
Gal(MKL,∞/KL(µp∞))

に O[[Gal(KL(µp∞)/k)]]-加群の構造を誘導する．k∞/k を円分 Zp-拡大とする．このとき p ∤ [L : k]なので

Gal(KL(µp∞)/k)
∼−→ Gal(k∞K/k)×Gal(L(µp)/k)

である．

eχ :=
1

[L(µp) : k]

∑
σ∈Gal(L(µp)/k)

χ(σ)σ−1 =
1

[KL(µp∞) : k∞K]

∑
σ∈Gal(KL(µp∞ )/k∞K)

χ(σ)σ−1.

とおく．上の同型より，岩澤加群

Xχ
K := eχXK
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は ΛK := O[[Gal(k∞K/k)]]-加群の構造を持つ．
次を仮定する．

• 各素点 p ∈ Sp(k) に対して H0(Gal(kp/kp), T/mT ) = H2(Gal(kp/kp), T/mT ) = 0．ただし m は O
の極大イデアルである．

このとき任意の有限次アーベル拡大K ′/k と k の素点 p | pに対して O[Gal(K ′/k)]-加群としての同型

H1(Gal(kp/kp), Ind
Gk

GK′ (T ))
∼−→ O[Gal(K ′/k)][kp : Qp] (1)

が存在する．
整数 s ≥ 0に対して T に対する階数 sの Euler系の成す加群を ESs(T )と書く．同型 (1)は単射

ESr(T ) −→ ES0(T )

を誘導する．ただし r := [k : Q]である．階数 0の Euler系は群環の元の族でノルム関係式を満たすものであ
る．哲学的に，そのような元は p進 L関数と結びつくべきものである．実際，本論文では，総実体上の乗法
群に対する p進 L関数の族が階数 0の Euler系であることを示した．その階数 0の Euler系を Lχ

p ∈ ES0(T )

と書く．
以上の設定のもとで，次が本論文の主定理である．

定理 1 次を仮定する．

• 総実体 k の各素点 p | pに対して H0(Gal(kp/kp), T/mT ) = H2(Gal(kp/kp), T/mT ) = 0．
• 加群 Xχ

k は p-捩れ元を持たない．

このとき単射 ESr(T ) −→ ES0(T )による像が Lχ
p である階数 r の Euler系がただ 1つ存在する．

主定理の証明において重要な点の 1つは，特性イデアルの概念を一般化したことである．特性イデアルの定
義には正規環上の有限生成加群の構造定理を用いる．そのため一般のネーター環上の有限生成加群に対して特
性イデアルは定義することができなかった．しかし，本論文において，二重双対外積を用いた特性イデアルの
別の定義を与えることで，ネーター環上の有限生成加群に対して特性イデアルを定義した．
Gorenstein 環上のある岩澤加群の特性イデアルを用いて単射 ESr(T ) −→ ES0(T ) の像を計算し，

Wiles ([10]) によって証明された総実体上の古典的な岩澤主予想を用いて，この単射の像に Lχ
p が含まれ

ることを証明した．
主定理で構成した高階 Euler系と上述した高階 Euler系，高階 Kolyvagin系，高階 Stark系の理論を用い
ることで ΛK-加群 Xχ

K の高次 Fittingイデアル全てを p進 L関数から定まる解析的量で記述できることを証
明した．
この結果についてもう少し詳しく述べる．各整数 n > 0に対して，p進 L関数の族 Lχ

p から Kolyvagin導
分類と呼ばれる O/(pn)[Gal(knK/k)]の元の族を構成することができる．ここで kn/k は円分 Zp-拡大 k∞/k

に含まれる次数 pn の拡大である．この Kolyvagin 導分類らを用いて O/(pn)[Gal(knK/k)] のイデアルの昇
鎖列

Θ0
K,n ⊆ Θ1

K,n ⊆ Θ2
K,n ⊆ · · ·

が定義される．さらに Θi
K,∞ := lim←−n>0

Θi
K,n と定義することで ΛK のイデアルの昇鎖列

Θ0
K,∞ ⊆ Θ1

K,∞ ⊆ Θ2
K,∞ ⊆ · · ·
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を得る．

系 2 次を仮定する．

• 総実体 k の各素点 p | pに対して H0(Gal(kp/kp), T/mT ) = H2(Gal(kp/kp), T/mT ) = 0．
• 加群 Xχ

k は p-捩れ元を持たない．
• 拡大K/k で分岐する任意の k の素点 qに対して H2(Gal(kq/kq), T/mT ) = 0．

このとき任意の整数 i ≥ 0に対して
FittiΛK

(Xχ
K) = Θi

K,∞

である．

K = k のとき，この結果は栗原 ([6])によって証明されている．系 2は栗原の結果の Gal(K/k)-同変への
一般化である．
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[2] K. Büyükboduk, A. Lei, Rank–two Euler systems for symmetric squares, preprint,

arXiv:1809.10004v2.
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