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概要

　大規模連立一次方程式に対する高速かつスケーラブルな解法として，Multigrid法が広く

用いられている．Multigrid法は階層的に粗い問題を生成することで，様々な波長の誤差成

分を効率よく減衰させ，高速で安定な収束やスケーラビリティを実現している．しかし，悪

条件の問題においては収束性が悪化する傾向にあることが知られている．Multigrid法は粗

い問題の生成方法により，幾何的マルチグリッド (Geometric Multigrid, GMG)法と，代数

的マルチグリッド (Algebraic Multigrid, AMG)法が存在する．その中でさらに本研究では，

AMG法の一種である SA-AMG（Smoothed Aggregation - Algebraic MG）法を用いてい

る．著者らの先行研究などから，SA-AMG法において粗い問題生成時に，問題に応じたニ

アカーネルベクトル e（Ae ≈ 0となる非ゼロベクトル，0固有値に近い固有ベクトルに対

応）を，粗い係数行列生成に必要な補間演算子を作成する際に適切に用いることにより，よ

り高速で安定な収束が実現できることがわかっている．そこで本研究では，悪条件問題にお

いても高速かつ安定な収束の実現に向け，以下の 2つについての研究を行った．

• ニアカーネルベクトル抽出手法の提案

• Hybrid並列を適用することによる計算コストや通信時間の分析

ニアカーネルベクトル抽出手法について，本研究では新たに 3つの抽出手法を提案する．

まず，全レベル近似ニアカーネルベクトル抽出法を提案手法 1として提案する．この手法で

は，全レベルの各係数行列に対してニアカーネルベクトルの抽出を行う．これにより，粗い

レベルの減衰しにくい波長成分も効率よく減衰でき，高い収束性が得られると期待できる．

数値実験により，適切な本数のニアカーネルベクトルを抽出することで有用となるが，その

ために膨大な時間が必要であることがわかった．

そこで，予測手法付全レベル近似ニアカーネルベクトル抽出法を提案手法 2として提案

する．この手法では，ニアカーネルベクトルが十分に抽出されたかを，判定式を用いること

で判定を行う．これにより，無駄なニアカーネルベクトルの抽出や判定処理を削減すること

ができ，その結果検証時間を抑えることができた．さらに，適切なパラメタ設定により有用

となることがわかった．
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また，抽出のさらなる効率化のため，固有値計算法を用いた粗レベル補間近似ニアカー

ネルベクトル抽出法を，提案手法 3として提案した．行列サイズが小さい粗いレベルの係数

行列に対して固有値解析を実施することで，0固有値に近い固有ベクトル，つまりニアカー

ネルベクトルを低コストで抽出できると考えられる．数値実験により，実際に従来手法と比

べ抽出時間を抑えつつ，高い収束性を実現できることがわかった．
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第 1 章

序論

1.1 はじめに

1.1.1 研究背景

　コンピュータによるシミュレーションに基づく計算科学は，有限要素法，差分法のような
手法が広く用いられる．これらの手法では，最終的に連立一次方程式 Ax=bを解くことに
帰着される．近年では，より複雑な問題を正確にシミュレートすることが求められており，
それにより問題の大規模化が進んでいる．そのため，大規模連立一次方程式を高速かつ安定
に解く手法の開発は急務となっている．
そこで，大規模連立一次方程式を高速に解く手法としてMultigrid法が使用されている．

Multigrid法は階層的に粗い問題を生成することで，様々な波長の誤差成分を効率よく減衰
させ，高速で安定な収束やスケーラビリティを実現している．Multigrid法は大きく分けて，
以下の 2つに分類される．

• 幾何的Multigrid（GMG）法：空間離散化の情報に基づき階層行列生成

• 代数的Multigrid（AMG）法 [2–4]：係数行列Aのみに基づき作成

本研究ではその中で，AMG法を対象とする．AMG法の中でも階層行列の生成方法により，
さらに様々な派生解法が存在する [5–12]．本研究ではその中で特に，Smoothed Aggregation

に基づくAMG（SA-AMG）法と呼ばれる手法を対象とした [13–16]．この手法は多くの問
題に対して有用であることが知られており，広く用いられている解法となっている．

Multigrid法は，与えられた問題行列から粗い問題を再帰的に生成する構築部と，それ
らを用いて解く求解部にわかれている．SA-AMG法における構築部では，問題行列に基づ
くグラフ構造を作成し，それを基にアグリゲートと呼ばれる節点集合を作成する．これを再
帰的に行うことで，次元数のより小さい複数の行列を作成する．求解部では，構築部で階層
的に生成された行列を用い，緩和法を用いて問題行列を解く．このとき，Multigrid法では
主に，V-cycleと呼ばれる手法を用いて階層的に解いていく．
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1.1.2 本研究の目的

本研究では，SA-AMG法における高並列環境下における大規模問題に対する，高速かつ安
定な収束性の実現を目的とする．そのために，以下の 2つについての研究を行った．

• ニアカーネルベクトル抽出手法の提案

• Hybrid並列を適用することによる計算コストや通信時間の分析

まず，ニアカーネルベクトル抽出手法の提案について述べる．SA-AMG法は，収束しに
くい誤差成分を粗いレベルで効率よく減衰させることで，高い収束性を実現している．ここ
で，収束しにくい成分とは，一般にニアカーネルベクトルと呼ばれ，問題行列Aとの行列ベ
クトル積が 0に近くなるような非ゼロベクトルをいう．またニアカーネルベクトルは，0固
有値に近い固有ベクトルに対応する．Gauss-Seidel法のような通常の定常反復解法で解いた
際，この成分が収束の停滞を引き起こす要因となることが知られている．SA-AMG法では
このような誤差成分を効率よく減衰させるため，構築部においてニアカーネルベクトルを用
いて粗いレベルの行列を生成する．これにより，粗いレベルの行列に誤差成分が射影され，
誤差成分を効率よく減衰させることが可能となる．その結果，残差を効率よく収束させるこ
とができる．
本研究では科学技術計算において広く用いられている，3次元弾性体の問題を用いて実

験を行っている．この問題では平行移動成分と回転成分がニアカーネルベクトルとして知ら
れている．著者らによる先行研究により，SA-AMG法においてこれらのニアカーネルベク
トルを設定することにより，反復回数と実行時間双方で改善がみられることがわかっている．
しかし，これは問題設定に依存したものであり，すべての問題において適用できるものでは
ない．すべてのユーザーが，対象とする問題の物理的性質に基づいた，適切なニアカーネル
ベクトルの設定を行うことができるとは限らない．SA-AMG法の高い収束性をより多くの
問題に対して生かすために，係数行列 Aから適切な数のニアカーネルベクトルを，代数的
に効率よく抽出する手法の開発が急務である．
そこで著者らは，問題行列に応じた適切なニアカーネルベクトルの設定方法と，その効

果についての研究を行ってきた．著者らの現在までの研究では，αSA法 [17,18]と呼ばれる
手法を基に，ニアカーネルベクトル抽出の効率化のため，V-cycleを用いてレベル 1（元の問
題行列が置かれる最も細かいレベル）のみにおいて，問題行列からニアカーネルベクトルを
複数本抽出する手法の提案，および有用性の検証を行った（詳細は 5.2 章にて述べる）．そ
して，その手法で抽出したニアカーネルベクトルを SA-AMG法に適切な本数設定する（適
切な本数の設定については，5.4.3 節にて実験結果を交え，詳細を述べる）ことで，平行移
動成分と回転成分を設定した場合よりも，反復回数と実行時間双方で改善がみられることが
わかった [19]．

[17, 18]や [19]を含め，従来の関連研究では，階層の全レベルにおいて同一本数のニア
カーネルベクトルを用いて設定を行っている（例えば，細かいレベルで 3本設定した場合，
粗いレベルでも 3本用いて計算を行っている）．これは SA-AMG法では通常，細かいレベ
ルのニアカーネルベクトルをもとに，次の粗いレベルのニアカーネルベクトルを代数的に構
築しているためである．しかし，細かいレベルから生成されたニアカーネルベクトルだけで
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は，粗いレベルの行列におけるニアカーネルベクトル成分の減衰が不十分であり，高い収束
性を生かしきれていないのではないかと考えた．また [19]において，ニアカーネルベクト
ルを「適切な」本数設定することができれば，改善がみられることがわかった．しかし [19]

でさらに，多く設定することが必ずしも改善するとは限らないこともわかった．そのため，
適切なニアカーネルベクトル設定本数の検証が必要であるが，従来では抽出本数の取りうる
すべてのパターンを網羅する必要があり，検証に膨大な時間を必要としてしまうという問題
があった．そのため，より高い実行効率を得るためには，適切な本数を抽出時点で判明させ
ることが理想である．これらを考え，本研究では新たに 3つのニアカーネルベクトルの抽出
手法を提案した（概要を次節にて，詳細を 5 章にて述べる）．
次に，Hybrid並列を適用することによる計算コストや通信時間の分析について述べる．

近年では，より複雑な問題を正確にシミュレートすることが求められている．それにより問
題の大規模化が進み，大規模問題に対する実行時間削減が大きな課題となっている．このよ
うな大規模問題を解く際には，スーパーコンピュータのような超並列計算機を用いること
が必須となる．しかし，並列数が増加するにつれ通信コストが増大し，実行時間悪化につ
ながる．近年の並列計算機は，メニィコアプロセッサを結合したクラスタ形式が採用されて
いる計算機が主要形態のひとつとなっている．そのような環境では，メッセージパッシング
（MPI, Message Passing Interface）と，スレッド並列（OpenMP）を併用したHybrid並列
プログラミングモデルが適しているといわれる．Hybrid並列の適用により，通信の効率化
による通信コストの削減が期待できる．

1.1.3 ニアカーネルベクトル抽出と本研究での提案手法

　本研究の最終目標は，SA-AMG法の適用性（Applicability）の拡張である．目標実現の
ためには，適切な本数のニアカーネルベクトルを，効率よく抽出する手法の開発が急務であ
る．そこで，本研究では 3つのニアカーネルベクトル抽出手法を提案した．
まず提案手法 1について述べる．上記で述べたように，従来手法（αSA法 [17, 18]，著

者らによる先行研究 [19]）では細かいレベルのニアカーネルベクトルをもとに，次の粗いレ
ベルのニアカーネルベクトルを代数的に構築する．この場合，代数的に構築されたニアカー
ネルベクトルが粗いレベルの行列のニアカーネルベクトルに対応しているかは不明であり，
関係が崩れている可能性がある．そこで本研究では [19]の手法を改良し，粗いレベルでニ
アカーネルベクトルを複数本抽出する手法の提案を行った．これにより，崩れていた各レベ
ルにおけるニアカーネルベクトルの要件を維持することができるため，従来手法で不確実で
あった粗いレベルの行列における減衰しにくい成分の減衰を，効率よく行えるようになると
考えられる．結果として，収束性改善につながることが期待できる．本手法により，抽出さ
れたニアカーネルベクトルを適切な本数使用することで，反復回数と実行時間双方で有用
となることがわかった．しかし，適切な本数の検証に膨大な時間がかかってしまうこともわ
かった．
そこで，提案手法 2として，抽出時において適切な設定本数を予測する手法を追加した

抽出手法の提案を行う．この手法では，ニアカーネルベクトルが十分に抽出されたかを，判
定式を用いることで判定を行う．これにより，無駄なニアカーネルベクトルの抽出や判定処
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理を削減することができ，検証時間の削減効果が期待できる．本手法により，適切なパラメ
タ設定を行うことで，抽出時間を抑えつつ，適切なニアカーネルベクトルを設定した場合と
同等の収束性を得られることがわかった．
上記のニアカーネルベクトル抽出手法は，ニアカーネルベクトルの候補ベクトルの算出

を 1本ずつ行う．そのため，抽出本数によっては実際に解法を適用する時間と比べ，抽出コ
ストが大きくかかってしまう場合がある．そこで，さらに効率的に適切なニアカーネルベク
トルの抽出を行うために，提案手法 3として，粗いレベルで固有値解析を実施し補間を行う
ことでニアカーネルベクトルを抽出する手法の提案を行う．ニアカーネルベクトルは 0固有
値に近い固有ベクトルに対応するが，最も細かいレベルの問題行列のような大規模問題に
対し，直接固有値解析を実施すると膨大な時間が必要となる．本手法は効率的に抽出するた
め，粗いレベルにおいて 0固有値に近い固有ベクトルを求め，補間演算子を用いて細かいレ
ベルへの補間を行うことで，複数階層のニアカーネルベクトルの抽出を行う手法となってい
る．実験では，従来手法や 1つめの抽出手法と反復回数や抽出時間を含めた実行時間で比較
を行い，有用性の検証を行った．
その後，上記で述べた提案手法の有用性を他問題で検証するために，Texas A&M大学

の SuiteSparse Matrix Collection [20]より取得した問題に対して計測を行った．本手法によ
り，抽出時間をさらに抑えつつ，1つめの抽出手法とほぼ同等の高い収束性を得ることがで
きた．

1.1.4 高並列環境下における実行時間効率化に向けた手法の適用

　本研究では SA-AMG法にOpenMP/MPI Hybrid並列を適用した際の結果を分析する．実
験では，JCAHPCによるOakforest-PACS [21]，そして九州大学情報基盤研究開発センター
による ITO [22]の，2つのスーパーコンピュータシステム上において最大 64ノードを用い，
それぞれの環境において Hybrid並列化による SA-AMG法全体の実行時間や，通信時間の
分析を行った．
上記に加え，本研究では高並列環境下における実行を考え，SA-AMG法にCoarse Grid

Aggregation （CGA）と呼ばれる手法を適用し，実験を行った結果も示す．並列時にアグ
リゲートを作成する際，各プロセスがそれぞれ独立にアグリゲート生成を行う（独立アグリ
ゲート生成手法）と，最下層においてアグリゲート数がプロセス数以下にならず，高並列環
境下において問題となる．そこで，各プロセス領域である程度粗くした後で，プロセス領域
を集約することでこの問題に対処するCGAが提案された．数値実験では，高並列環境下に
おいて CGAを適用し，有用性の検証を行う．

1.2 本論文の構成

　本論文は 7つの章により構成されている．まず 2章では，本研究において基礎となる連
立一次方程式の解法である反復法について説明する．具体的には，まず定常反復法の概要を
説明し，代表的な手法である Jacobi法やGauss-Seidel法の手法の概要を説明する．その後，
非定常反復法について説明し，代表的な手法であるCG法，さらに本研究で用いている前処
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理付 CG法についての手法の概要を説明する．
3章および 4章では，Multigrid法とその派生形で本研究の対象となる手法である SA-

AMG法について述べる．3章ではMultigrid法の概要を，Multigrid法の基礎である 2段グ
リッド法を交え概要を説明する．その後，Multigrid法の派生解法であるAMG法についての
説明を行う．4章では，SA-AMG法の概要を説明し，SA-AMG法の内部で用いているCGA

についての説明を行う．
5章が本論文の中核となる．まずはじめに，ニアカーネルベクトルの概要を述べ，SA-

AMG法における位置づけ，およびニアカーネルベクトルを用いることによる収束性への影
響および必要性を，実験を交え示す．その後，適切なニアカーネルベクトルを抽出する手法
について説明する．まず関連研究および著者らによる先行研究による抽出手法 [19]につい
て説明し，その後，本研究で提案するニアカーネルベクトル抽出手法について説明する．本
研究では 3つのニアカーネルベクトル抽出手法を提案しており，それぞれについて数値実験
を交え，有用性の検証を行う．

6章では，本手法を高並列環境下において実行することを考え，メニィコアクラスタ形式
の計算機において，有効な並列化手法である Hybrid並列を SA-AMG法へ適用した際の結
果を示す．まずHybrid並列の概要を述べ，Hybrid並列を施す際に必要となるマルチカラー
オーダリングの処理について説明する．その後，数値実験とそれにより得られた結果や知見
を示す．
最後に第 7章にて，本論文で示した研究成果を総括するとともに，研究成果により得ら

れた新たな課題について述べる．

1.3 本研究で用いた問題行列

本研究では，3次元弾性体問題を主に用いている（5.2.2 節と 5.2.1 節，および 5.7 節ではそ
れぞれ異なる問題を用いており，それらの問題行列の詳細に関しては，各節にて述べる）．
本節では，3次元弾性体問題の概要と，本研究で用いた問題設定を示す．
物体（弾性体）に外力が作用した際に，物体の変形に伴い，応力が発生する．弾性体問

題は，外力と応力が釣り合うまで，どこまで弾性体が変形するかを求める問題である（厳密
な内容については [23]等にゆだねる）．そして本研究では，3次元の弾性体問題に対し，立
方体を単位要素とした有限要素法を適用することで離散化を行い，問題行列の生成を行って
いる．これにより，最終的に弾性体問題は連立一次方程式Au=f に帰着できる（ここで，u

は物体の変位，f は物体に加えられた力を示す）．またこの問題は 3次元なため，係数行列
の生成時には 1節点あたりの行列要素が 3×3のブロック行列に表現される．上記でも述べ
た平行移動成分や回転成分は，物体の変形が起こらない，Zero Strainと呼ばれる成分とな
る．つまり，右辺ベクトル f が 0となり，このような成分は弾性体問題においてニアカーネ
ルベクトルとなる [24]．図 1.1に，3次元弾性体問題における平行移動成分と回転成分の例
を示す．図 1.1のように，平行移動や回転は物体の変形が伴わず，応力も働かない．そのた
め，3次元弾性体問題ではこれらの成分は，ニアカーネルベクトルとされる．ここで，実験
で用いた弾性体の問題設定を図 1.2に示す．この弾性体の問題は図 1.2のように，立方体の
弾性体に対して，ある一部分に力を加えたとき，どのように変形するかを解く問題となって
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平行移動成分

回転成分

図 1.1: 3次元弾性体問題における平行移動成分と回転成分の例

いる．弾性体問題では，ヤング率とポアソン比と呼ばれる，弾性体の応力とひずみに関する
パラメータが存在する．これらのパラメータは，問題行列の条件数に影響する（例として，
ポアソン比は 0.5に近くなるほど悪条件となる）．本実験では，単純な問題において手法の
分析を行うため，ヤング率をすべての部分で 1，ポアソン比を 0.3と，比較的条件数が良い
設定で実験を行った．

Force

The object’s stiffness is uniformity

-Young’s modulus: 1

-Poisson: 0.3

図 1.2: 数値実験で使用した 3次元弾性体の問題設定
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第 2 章

反復法

　本節では，連立一次方程式
Ax = b (2.1)

を解く手法の一つである反復法について述べる（Aは n×n (n ∈ N)の正定値対称行列とし，
以降本論文では特に断りがない限り，同様の設定を用いるものとする）．反復法は，適当な
初期解 x0から開始し，ある同一の操作を複数回反復して適用することで，近似解を得る手
法である．反復法は，主に定常（Stationary）反復法と非定常（Nonstationary）反復法にわ
かれる．本節では，それぞれに関しての説明を行う．

2.1 定常反復法

　定常反復法とは，解くべき方程式である式 (2.1)の解に収束する列 {xk}k∈Nを，

xk+1 = Mxk +Nb (2.2)

の形の漸化式で生成する手法のことである．ここで，このような行列M を反復行列と呼ぶ．
本節では，定常反復法の代表的な手法である，Jacobi法やGauss-Seidel法，さらにそれら
に加速パラメータを追加した減速 Jacobi法や SOR法について述べる．
まず，Jacobi法について述べる．連立一次方程式の係数行列Aを，上三角行列U，下三

角行列 L，対角行列Dに分解したと考える．つまり，

A = D + U + L

であると考える．このとき，連立一次方程式は，

(D + U + L)x = b

と表すことができ，変形すると，

x = D−1{b− (L+ U)x}
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が得られる．このとき，初期値をx0，k回目の反復で得られた近似解をxkとすると，Jacobi
法は以下のように表される．

xk+1 = D−1{b− (L+ U)xk}

変形すると，
xk+1 = D−1b−D−1(L+ U)xk (2.3)

M = −D−1(L+ U)，N = D−1とすれば，上記で述べた漸化式の形に一致する．Jacobi法
は，係数行列Aの対角要素の絶対値が，非対角要素の絶対値の総和より大きい場合，つまり

|aii|>
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |

が満たされていれば，十分な回数反復を行うことで厳密解に近くなることが知られている
（このとき，（狭義）対角優位であるという）[25]．

次に，Gauss-Seidel法について述べる．Gauss-Seidel法は以下のように表される．

xk+1 = −Lxk+1 − Uxk +D−1b

Jacobi法では，次の反復の近似解 xk+1の計算の際に，前回の反復の近似解 xk+1を用いる
ことで更新を行う．一方Gauss-Seidel法では，xk+1の値を計算するために，すでに同じ反
復で更新された近似解を用いる．これにより，一般にGauss-Seidel法は Jacobi法と比べ収
束性が良い [25]．Gauss-Seidel法も同様に，以下のように変形できる．

xk+1 = (I +D−1L)−1(−D−1U)xk + (D + L)−1b

M = (I +D−1L)−1(−D−1U)，N = (D + L)−1とすれば，漸化式の形となる．
実際にこれらの手法を計算機上で用いる際には，各反復で計算された値をそのまま用い

るのではなく，各反復における補正量xk+1−xkに，加速係数 ω（1 < ω）を乗じて，収束性
を改善する手法が用いられることが多い．つまり，次の反復への近似解 xk+1を求める際に，

xk+1 = xk + ω(xk+1 − xk)

として，解を修正する．Jacobi法に加速係数 ωを導入した手法は，重み付き（または減速）
Jacobi法と呼ばれ，漸化式は以下のようになる．

xk+1 = {(1− ω)I − ωD−1(L+ U)}xk + ωD−1b

また，同様にGauss-Seidel法に加速係数 ωを導入した手法を SOR（Successive Over Relax-

ation method）法と呼び，漸化式は以下のようになる．

xk+1 = (I + ωD−1L)−1{(1− ω)I − ωD−1U}xk + ω(D + ωL)−1b
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定常反復法においては，減衰しにくい成分，つまり，式 (2.2)で示した定常反復法の反
復行列M に対し，

Me ≈ e (2.4)

となる成分 eが存在する．このような成分は一般に，代数的に滑らかな成分と呼ばれる [25]．
代数的に滑らかな成分は，係数行列 Aとの行列ベクトル積が小さいという特徴がある．実
際に，適当な条件下の下でこれを容易に示すことができる．例として，定常反復法として減
速 Jacobi法を用いるとする．このとき，反復行列M は，

M = I − ωD−1A

であった．これを式 (2.4)に代入して整理すると，

ωD−1Ae ≈ 0

が得られる．係数行列の対角要素Dが十分な大きさであれば，これより，

Ae ≈ 0 (2.5)

が導かれる．このように，代数的に滑らかな成分は，係数行列 Aとの行列ベクトル積が小
さくなることがわかる．

2.2 非定常反復法

　非定常反復法とは，次の反復への更新解 xk+1 への漸化式が，xk に関して非線形かつ非
定常である反復解法のことをいう．代表的な手法として，CG（Conjugate Gradient，共役
勾配）法や CG法の派生解法である BiCG（双共役勾配）法，また GMRES（Generalized

Minimal Residual，一般化最小残差）法がある．本研究では特に CG法を用いているため，
以下より CG法について述べる．
解くべき連立一次方程式である式 (2.1)に対し，方程式の厳密解を x∗ = A−1bとする．

係数行列 Aは対称正定値行列という設定を用いると，解くべき連立一次方程式は，以下を
最小にする xを求めることと同義である．

(x− x∗)TA(x− x∗) (2.6)

式 (2.6)を変形すると，以下のようになる．

(x− x∗)TA(x− x∗) = (x,Ax)− (x∗, Ax)− (x,Ax∗) + (x∗, Ax∗)

= (x,Ax)− 2(x,Ax∗) + (x∗, Ax∗)

= (x,Ax)− 2(x, b) + (x∗, b)

(2.7)

ここで，(∗, ∗)はベクトル同士の内積を表す．(x∗, b)は定数であるため，式 (2.7)は最終的
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に以下のような 2次関数，

Q(x) =
1

2
(x, Ax)− (b,x) + C (2.8)

の最小点を求めることと同義となる [25]．ここで，定数である (x∗, b)を C と置いた．した
がって，関数値Q(x)を減少させるようなベクトル xの列 x0,x1, ...を生成すれば，真の解
x∗の近似解が得られると期待できる．ここで，近似解のベクトルの列の生成方法について，
適当な x0から始めて，各反復 k = 0, 1, ...に対し適当に定めた探索方向 pk において，最小
となるステップサイズ αkを定める．その後，次の反復の更新解 xk+1を，

xk+1 = xk + αkpk (2.9)

と更新することを考える．これを，逐次最小化法と呼ぶ．ここで，近似解 xkの残差 rkを，

rk = b−Axk

とすると，式 (2.8)と式 (2.9)より，

Q(xk + αpk) = Q(x)− αk(rk,pk) +
α2
k

2
(pk, Apk) (2.10)

が得られる．αについて微分したもの（dQ/dα）に対し，dQ/dα = 0として整理すると，

αk =
(rk,pk)

(pk, Apk)

となり，このように αを設定することで．式 (2.10)を最小化する．ここまでで，逐次最小
化法における αの取るべき値が求まった，次に，探索方向 pに関して述べる．探索方向とし
て最も単純な定め方は，Q(x)の最小化が目的であったため，Q(x)の最急降下方向 sk，つ
まり，

sk = −∇Q(xk) = rk

とすることである．ここで，∇Qは，Qの勾配を表す．このような逐次最小化法を最急降下
法と呼ぶ．最急降下法は単純な手法であるが，係数行列 Aが悪条件である場合，収束性が
悪化する．具体的には，係数行列Aの最大固有値を λmax，最小固有値を λmixとすると，

Q(xk+1) ≦
(
λmax − λmin

λmax + λmin

)2

Q(xk)

となることが知られている（Kantorovichの不等式）[26, 27]．
そこで，残差をより効率的に収束させることができる手法として，CG（Conjugate Gra-

dient，共役勾配）法が提案された．CG法では，探索方向 pをA共役にとる，つまり，k回
反復したと仮定すると，

(pi, Apj) = 0 (0 ≦ i < j ≦ k)
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となるように pをとることを考える．そして，Q(x)の最急降下方向を基にして，修正方向
を決定することを考え．

pk = rk −
k−1∑
j=0

(rk, Apj)

(pj , Apj)
(2.11)

と定める．このように定めることで，A共役であり，他の探索方向とは独立な，新たな探索
方向のベクトルを生成することができる．一般に，ベクトル yに行列 Aをかけてできるベ
クトル群A,Ay, A2y...による空間

Kk(A,y) = span(y, Ay, ..., Ak−1y)

を，Krylov部分空間と呼ぶ．式 (2.11)のように生成された探索方向 pkは，初期残差 r0か
ら生成されるKrylov部分空間と一致することが知られている．つまり，

span(p0,p1, ...,pk) = span(r0, r1, ..., rk) = Kk+1(A, r0)

となる．このように，Krylov部分空間Kk上で探索することにより解を得る反復解法を，一
般にKrylov部分空間法と呼ぶ．CG法はKrylov部分空間法のひとつである．
ここで，CG法の収束性に着目する．2ノルムに関する条件数を，

κ =
λmax

λmin

とすると，以下のように導かれることが知られている．

Q(xk) ≦ Q(x0) · 4
(√

κ+ 1√
κ− 1

)2k

(2.12)

CG法は理論上，有限回の反復回数で厳密解に到達するという，大きな特徴を持っている．
つまり，高々n回の反復により，厳密解に収束する．ただし，計算機上で実際に計算を行う
際には，丸め誤差が発生するため，必ずしも n回の反復で収束するとは限らない．また，最
急降下法と比べ収束性は改善しているが，式 (2.12)からもわかるように，悪条件の問題に
対しては収束性が悪化する傾向にある．

CG法の計算手順をまとめたものをAlgorithm 1に示す．Algorithm 1のように，CG法
を実際に用いる際には，近似解がある程度厳密解に近づいたら，収束したとして反復を終了

する．本研究では，残差 rkと右辺ベクトル bの 2ノルムの比
||rk||
||b||

が 10−7以下となったと

きに収束したと判定し，反復を終了している．
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Algorithm 1 CG法のアルゴリズム
r0 = b−Ax0

p0 = r0
for k = 1, ... do

αk =
rk

Trk

pT
kApk

xk+1 = xk + αkpk

rk+1 = rk − αkApk

if convergent then
break

end if

βk =
rTk+1rk+1

rTk rk
pk+1 = rk+1 + βkpk

end for

2.3 前処理付CG法

　前章でも述べたように，CG法の収束性は条件数に強く依存している．そこでCG法の収
束性向上のため，適切な正則な前処理行列 C を用意し，式 (2.1)を，

(C−1AC−T )(CTx) = (C−1b)

と変形し，これに対してCG法を適用する．言い換えれば，Ã = (C−1AC−T )，x̃ = (CTx)，
b̃ = (C−1b)とし，

Ãx̃ = b̃

に対してCG法による求解を行うことを考える．このとき，(C−1AC−T )の条件数が 1に近
い，つまり，

CTC ≈ A

となるような C を用意することができれば，Ãが単位行列に近づき，より効率的に近似解
を求められる可能性がある．

CG法に前処理行列を導入することを考える．r̃k = C−1rk，p̃k = CTpkとおくと，CG

法内で行われている計算

xk = xk−1 + αkpk, rk = rk−1 − αkApk, pk = rk + βkpk−1

は，
xk = xk−1 + α̃kpk, rk = rk−1 − α̃kÃpk, pk = r̂k + β̃kpk−1
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のように置き換えることができる．また，r̂ = (CTC)−1rとすると，α̃や β̃は，

α̃k =
(r̃k

T r̃k)

(p̃k
T Ãp̃k)

=
((C−1rk)

TC−1rk)

((CTpk)
T (C−1AC−T )CTpk)

=
(rTk r̂k)

(pT
kApk)

β̃k =
r̃Tk+1r̃k+1

r̃k
T r̃k

=
(C−1rk+1)

TC−1rk+1

(C−1rk)TC−1rk
=

rTk+1r̂k+1

rTk r̂k

となる．
これまでの計算手順をまとめたものをAlgorithm 2に示す．ただし，M = CTCとする．

このように，前処理行列を用いて条件数を改善し，より効率的に近似解を求める CG法を，
一般に前処理付き CG（Preconditioned Conjugate Gradient, PCG）法と呼ぶ．
前処理行列としては，究極的には係数行列の逆行列，つまりM−1 = A−1と設定し，直

接 z = M−1rを計算することが理想である．しかし，逆行列の計算はコストが大きい，そ
もそも逆行列が計算できれば連立一次方程式が求解できているため，実際の計算には用いな
い．そのため，通常近似逆行列を計算し，それを前処理行列として用いる．ごく簡単な例と
しては，係数行列の対角要素でできた行列Dの逆行列を用いる，つまりM−1 = D−1と設
定する対角スケーリングと呼ばれる手法がある．対角スケーリングは単純であるが，悪条件
の問題に対しては効果的ではない場合があることが知られている．また他にも，Jacobi法
やGauss-Seidel法，不完全 LU分解（Incomplete LU Factorization）などの手法を用いて，
Mz = rを近似的に解くことが一般的である．
以上のように，前処理行列の計算手法は収束性改善のために重要であり，多くの研究が

おこなわれている．本研究では，次章より説明を行うMultigrid法を用いて，Mz = rを近
似的に解いている．
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Algorithm 2 前処理付 CG法のアルゴリズム
r0 = b−Ax0

p0 = r0
for k = 1, ... do
Solve Mzk−1 = rk−1

ρk−1 = rk−1zk−1

if k == 1 then
p1 = z0

else
βk−1 = ρk−1/ρk−2

pk = pk−1 + βk−1zk−1

end if
αk =

ρk−1

pT
kApk

xk = xk−1 + αkpk

rk = rk−1 − αkApk

if convergent then
break

end if
end for
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第 3 章

Multigrid法

本章では，Multigrid法および派生解法の代数的マルチグリッド（Algebraic Multigrid）法
について述べる．まず，Multigrid法の簡単な例として 2レベルのみのMultigrid法（以降，
2段グリッド法と呼ぶ）をモデル問題を交え説明する．その後，マルチレベルな解法である
Multigrid法について説明し，最後にAMG法について説明する．

3.1 Multigrid法の概要

　有限要素法のような格子を用いて離散化した問題に対し，Gauss-Seidel法のような定常
反復解法を適用すると，メッシュサイズと同じサイズの誤差が早く減衰し（空間的高周波
成分），長い波長の誤差は減衰しにくい（空間的低周波成分）ことが知られている [25,28]．
そこで，Multigrid法ではこの性質に着目し，粗い格子を階層的に生成し，それらを用いる
ことで，低周波成分を効率よく減衰させ，高速で安定な収束やスケーラビリティを実現し
ている．Multigrid法の大きな特徴として、収束性が問題サイズによらないスケーラブル性
があり，大規模問題に対して非常に有効な解法となっている．Multigrid法は粗い格子の生
成方法により，さらに空間離散化の情報に基づき粗い格子を生成する幾何的マルチグリッド
(Geometric Multigrid, GMG)法と，一般の連立一次方程式 Ax = bの係数行列 Aの情報
のみに基づき粗い格子を生成する，代数的考察に基づいた代数的マルチグリッド (Algebraic

Multigrid, AMG)法が存在する．GMG法は粗い格子の生成に空間離散化の情報が必要とな
る．一方，AMG法は係数行列Aのみでよく，不規則メッシュ状の問題やメッシュそのもの
が存在しない問題まで適用できるため，一般にAMG法のほうが対象とする問題の適用可能
範囲が広く，よく用いられている．

3.2 2段マルチグリッド法

　まず，マルチグリッド法の出発点である 2段グリッド法について説明する [25, 28]．解く
べき方程式である式 (2.1)に対して，Jacobi法や gauss-Seidel法を数回適用して近似解 x̃が
得られたとする．このとき，真の解 x∗と近似解との誤差 õと，近似解の残差 r̃は以下のよ
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うに表すことができる．

Aõ = A(x∗ − x̃) = Ax−Ax̃ = b−Ax̃ = r̃

x∗ = x̃+ õであるため，õを求めることができれば，近似解 x̃を õで修正することにより，
真の解 x∗を得ることができる．よって，õを効率的に求める方法を考える．

Jacobi法やGauss-Seidel法のような定常反復法を用いることで，高周波成分は効率よく
減衰させることが可能である．そこで，これらの解法を適用した際の誤差 õは，高周波成分
が十分減衰したものとする．このとき，õは減衰しにくい低周波成分が主となる．つまり，
波数が小さい誤差成分が優位である．そこで，この残りの低周波成分の減衰のため，刻み幅
を粗くした粗い格子空間上に誤差成分を射影し，ここで得られた解を用いて，誤差 õを補正
することを考える．このように補正することで，波数が小さい誤差成分を効率よく減衰させ
ることが可能となり，誤差 õを大幅に減衰させることができると期待できる．

2段マルチグリッド法の具体例を，モデル問題を用いて説明する．モデル問題として，こ
こでは単位正方形領域Ω = [0, 1]× [0, 1] = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}におけるDirichlet

問題を考える．つまり、Ωの境界 Γ上で定義された関数 g(x, y)が与えられたとき，Γの内
部で Laplace方程式

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

を満たし，境界 Γ上でDirichlet境界条件

u(x, y) = g(x, y) (x, y ∈ Γ)

を満たす関数 u(x, y)を求める問題を考える．これに対し，u(ih, jh)に対する近似解を ui,j
とし，刻み幅 h = 1/N で中心差分を適用すると，偏導関数を

∂2u

∂x2
≈ ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
,

∂2u

∂y2
≈ ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2

のように近似することができる．これにより，ui,j(1 ≤ i, j ≤ N − 1)に関する連立一次方
程式

4ui,j − ui−1,j − ui+1,j − ui,j−1 − ui,j+1 = 0

が得られる．ただし，境界条件より，

u0,j = g(0, jh), uN,j = g(1, jh), ui,0 = g(ih, 0), ui,N = g(ih, 1)

となる．これは，uh = (uhi,j |1 ≤ i, j ≤ N − 1) を未知ベクトルとする連立一次方程式
Ahuh = bhとみることができる．ここで，IN をN次の単位行列，BN をN次の以下のよう
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な行列

B =


0 1

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1

1 0


と定義すると，テンソル積⊗を用いることで，

Ah =
1

h2
(4IN−1 ⊗ IN−1 −BN−1 ⊗ IN−1 − IN−1 ⊗BN−1)

と表現できる．また，

(3.1)

bh =
1

h2




1

0
...

0

⊗


g(0, h)

g(0, 2h)
...

g(0, (N − 1)h)

+


0

0
...

1

⊗


g(1, h)

g(1, 2h)
...

g(1, (N − 1)h)



+


g(h, 0)

g(2h, 0)
...

g((N − 1)h, 0)

⊗

1

0
...

0

+


g(h, 1)

g(2h, 1)
...

g((N − 1)h, 1)

⊗

0

0
...

1




となる．以上のモデル問題を用いて、細かい格子から粗い格子を作成することを考える．こ
の例では単純に，刻み幅 hを 2hの格子に粗くすることを考える．このような例では，一般
に近傍の 9点に対して図 3.1のように重みをつけ，

u2hi,j =
1

4
uh2i,2j +

1

8

∑
p=±1

uh2i+p,2j +
1

8

∑
p=±1

uh2i,2j+q +
1

16

∑
p,q=±1

uh2i+p,2j

とすることが多い．このように，細かい格子から粗い格子を作成する手順を，粗い格子への
制限（Restriction）と呼ぶ．逆に，粗い格子から細かい格子へ戻す際には，一般に

uh2i,2j = u2hi,j ,

uh2i+1,2j =
1

2

(
u2hij + u2hi+1,j

)
,

uh2i,2j+1 =
1

2

(
u2hij + u2hi,j+1

)
,

uh2i+1,2j+1 =
1

4

(
u2hij + u2hi+1,j + u2hi,j+1 + u2hi+1,j+1

)
にように行われることが多い．このような手順を延長（Prolongation）と呼ぶ．より一般に
は，制限においては横長のRestriction行列Rを定め u2h = Rhuhとし，延長においては縦
長の Prolongation行列を定め uh = Phu2hとする．
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𝑢𝑖−1,𝑗𝑢𝑖−1,𝑗−1 𝑢𝑖−1,𝑗+1

𝑢𝑖,𝑗𝑢𝑖,𝑗−1 𝑢𝑖,𝑗+1

𝑢𝑖+1,𝑗𝑢𝑖+1,𝑗−1 𝑢𝑖+1,𝑗+1

1

16

1

8

1

16

1

16

1

8

1

16

1

8

1

8

1

4

図 3.1: モデル問題における制約演算の例 [25,28]

以上をまとめたものをAlgorithm 3に示す．Algorithm 3内において x1のように添え字
に 1が示されているものは，最上層におけるベクトルおよび行列を示し，x2は最下層にお
けるものを示している．最初と最後において反復法を適用しているが，これは波数が大き
い誤差成分を減衰させることを目的としたものである．このような動作をスムージングと
呼び，スムージングを行う反復法をスムーザと呼ぶ．マルチグリッド法では，最初に行わ
れるスムージングを Pre-smoothing，後に行われるスムージングを Post-smoothingと呼ぶ．
Pre-smoothingは初期の誤差ベクトルに含まれる波数が大きい誤差成分を減衰させるために
行い，Post-smoothingは粗いレベルから細かいレベルへの写像の際に混入した誤差成分を
減衰させるために行われる．また，最下層において方程式 A2x2 = b2を解いているが，最
下層では格子数が少なくなるため，直接法を用いて厳密解をそのまま求めることが多い．

Algorithm 3 2段マルチグリッド法
Pre-smoothing: x̃1 ← S(x1, b1)
Coarse grid correction:
r1 ← b1 −A1 x̃1

b2 ← R1 r1
A2x2 = b2を x2について解く
x1 ← x1 +P1 x2

Post-smoothing: x1 ← S(x1, b1)

S(x, b): Ax= bに対する反復法の適用（スムーザ）
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3.3 Multigrid法

　本節では，より実用的であるMultigrid法について述べる．2段グリッド法では，用いる
格子が 2段のみとなるため，格子数が大きい場合，粗いレベルにおける直接法による求解に
は依然として格子数が十分に小さくならず，膨大な時間が必要となる可能性がある．さらに
2段のみでは，より波数の小さい誤差成分の減衰を十分に行えない可能性がある．そこで，
2段グリッド法における A2x2 = b2を解く際に，再帰的に 2段グリッド法を適用すること
を考える．これをMultigrid法と呼ぶ．Algorithm 4にMultigrid法の計算方法のひとつで
ある V-cycleについての概要を示す．xlのように添え字に lがついているものは，レベル l

におけるベクトルや行列を意味している．階層移動（Coarse grid correctionの箇所）では，
構築部で作成された補間演算子の Prolongation行列とRestriction行列を使う．階層を下り
る際には，現階層の残差を計算し，横長の Restriction行列と行列ベクトル積を行うことで
短いベクトルを生成し，ひとつ下の階層で利用する．階層を上る際は，現階層の解と縦長の
Prolongation行列との行列ベクトル積を行うことで長いベクトルを生成し，ひとつ上の階
層の補正解として利用する．Multigrid法を解法として用いる際には，Algorithm 4の計算
手順をマルチグリッド法の 1反復とし，これを期待する精度の近似解が得られるまで繰り返
す．図 3.2に，以上のMultigrid法における V-cycleの流れをまとめたものを図示する．こ
の図のように，複数の階層を行き来する様子がV字を連想させるため，V-cycleと呼ばれて
いる．

Algorithm 4 Multigrid法（V-cycle）
Pre-smoothing: x̃l ← Sl(xl, bl)
Coarse grid correction:
rl ← bl −Al x̃l

bl+1 ← Rl rl
if l + 1 = L then
AL xL = bLを直接法（例；LU分解）で解く．

else
l + 1において xl+1 = 0とし Pre-smoothingから計算．

end if
xl ← xl +Pl xl+1

Post-smoothing: xl ← Sl(xl, bl)

S(x, b): Ax = bに対するスムーザの適用
l = 1, 2, ..., L: レベル

Algorithm 4ではV-cycleの例を示したが，再帰の方法により，他にW-cycleやFMG(Full

Multigrid V-cycle) schemeと呼ばれるものが存在する．それぞれの手法についての例を示
したものを図 3.3に示す．図 3.3からわかるように，W-cycleや FMG schemeはV-cycleと
比べ強力な手法ではあるが，計算コストが増大する．本研究では，単純で分析がW-cycleや
FMG schemeよりも比較的容易なV-cycleを用いている．
以上のように，Multigrid法は始めに階層構造を生成し，その後V-cycle等を用いて与え
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𝐴1𝑥1 = 𝑏1

𝐴3𝑥 3 = 𝑏3

𝐴2𝑥2 = 𝑏2

𝐴1𝑥1 = 𝑏1

: Smoother

𝑟1 ← 𝑏1 − 𝐴1𝑥1
𝑏2 ← 𝑅2𝑟1

Level 1

(Original problem)

Level 3

(Coarsest small matrix)

Level 2

𝑟2 ← 𝑏2 − 𝐴2𝑥2
𝑏3 ← 𝑅3𝑟2

𝑥1 ← 𝑥1 + 𝑃2𝑥2

: Move level

𝑥2 ← 𝑥2 + 𝑃3𝑥3

R: Restriction matrix

P: Prolongation matrix

Fine 

level

Coarse 

level

𝐴2𝑥2 = 𝑏2

図 3.2: V-cycleの流れ

V-cycle W-cycle FMG scheme

1

2

3

4

レベル

図 3.3: Multigrid法における様々な計算方法（V-cycle，W-cycle，FMG scheme）

られた連立一次方程式を解く．階層構造を作成する処理を構築部（Setup part），V-cycleを
用いて実際に連立一次方程式を解く処理を求解部（Solution part）と呼ぶ．上記ではモデル
問題を対象に，粗い格子を生成する方法を示したが，3.1 節でも述べたように，Multigrid法
は粗い格子の生成方法によりGMG法とAMG法が存在する．一般にAMG法のほうが対象
とする問題の適用可能範囲が広く，そのため本研究では，AMG法を対象とし研究を行ってい
る．AMG法の中でも，粗い格子の生成方法により，さらに様々な解法が存在する [5–12]．本
研究では，その中で特に SA-AMG法に着目して研究を行っている [14–16]．次節より，AMG

法についてより詳細な説明を行い，4 章にて SA-AMG法についての説明を行う．

3.4 前処理としてのMultigrid法

　Multigrid法は，低周波な誤差成分を効率よく減衰させることができる有用な解法であり，
その性質を利用しCG法をはじめとしたKrylov部分空間法の前処理として利用されることが
多い．本研究においても，2.3 章において示した前処理付CG法の前処理として，Multigrdi

法を適用している．
前処理の目的は，条件数の改善，つまり最大固有値と最小固有値の比を 1に近づけるこ

とであった．そのため，前処理付CG法の収束性能は，前処理の性能によって大きく左右さ
れる．本章では収束性能の分析のため，Multigrid前処理の前処理行列を構築し固有値解析
を行うことで，Multigrid前処理を適用することによる固有値の変化を分析する方法につい
て述べる [29, 30]．
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簡単な例として，2段グリッド法において，緩和法に減速 Jacobi法を 1回適用すること
を考える．また，初期ベクトルは 0ベクトルを用いるとする．減速 Jacobi法は 2.1 章でも
述べたように，

x̃ = Lx+Nb

のような形で表すことができる．また，Algorithm 3における最下層においての「A2x2 = b2
を解く」箇所においては，直接法で解いたと仮定する。つまり，最下層では，

x2 = A−1
2 b2

とする．これらの仮定を用いて，2段グリッド法の処理をまとめると，図 3.4のように導く
ことができる．ここで，2.1 章のAlgorithm 2からわかるように，前処理ではMz = rを解
いている．言い換えると，z = M−1rを解いていることと同義である．これと図 3.4にて最
終的に得られた式を組み合わせると，以下を得ることができる．

M−1 = L{(I − P2A
−1
2 R2A1)N + P2A

−1
2 R2}+N (3.2)

2.1 章で述べたように，前処理付 CG法では，(C−1AC−T )のような形で前処理行列を考え
る．そのため，実際に前処理適用後の固有値分布を調べたい場合は，式 (3.2)で求めたM−1

に対し，Cholesky分解を適用して，

M−1 = C−1C−T

のように分解を行う．その後，(C−1AC−T )を求めてから固有値計算法を適用することで，
固有値分布の分析を行う．

Multigrid法を前処理としたCG法における収束性のスケーラブル性については，単純な
問題設定で限られた条件の下において数学的に示されている（例えば，[31]の Lemma 7.2.2

においては，1次元 Poisson問題に対し，2レベルのグリッドにおいて最下層で補正解を厳
密に解くという条件の下で示されている）．しかし，他の条件では数学的解析が困難であり，
数値計算結果のみによる裏付けとなっている．
上記で説明した前処理行列構築手法を用いて，Multigrid法を前処理として適用すること

による固有値分布の変化を，テスト問題を用いて示す．図 3.5に，2次元熱拡散問題に対して
固有値分布の分析を行った結果を示す．このテスト問題は等方な問題であり，問題サイズを
402に設定した，単純な問題設定となっている．図 3.5から明らかであるように，Multigrid

前処理を適用することで，すべての固有値が 1に近づき，条件数が改善されていることがわ
かる．ちなみに，対称Gauss-Seidel前処理付 CG法と，対称Gauss-Seidel法をスムーザと
して用いた SA-AMG前処理付CG法における収束までの反復回数を比較すると，前者は 15

反復であるのに対し、後者は 5反復という結果となった．このように，Multigrid法を用い
ることによる固有値分布の改善で，実際に収束性の改善効果もあることもわかる．
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1： 𝐴1𝑥1 = 𝑏1に対しスムーザ

1→2： 𝑟1 = 𝑏1 − 𝐴1𝑥1
𝑏2 = 𝑅2𝑟1

2: 𝑥2 = 𝐴2
−1𝑏2

2→1： 𝑥1 = 𝑥1 + 𝑃2𝑥2

1: 𝐴1𝑥1 = 𝑏1に対しスムーザ

1： 𝑥1 = 𝑁𝑏1
1→2： 𝑟1 = 𝑏1 − 𝐴1𝑁𝑏1

𝑏2 = 𝑅2 𝑏1 − 𝐴1𝑁𝑏1
= 𝑅2𝑏1 − 𝑅2𝐴1𝑁𝑏1

2： 𝑥2 = 𝐴2
−1 𝑅2𝑏1 − 𝑅2𝐴1𝑁𝑏1

= 𝐴2
−1𝑅2𝑏1 − 𝐴2

−1𝑅2𝐴1𝑁𝑏1
2→1： ෨𝑥1 = 𝑥1 + 𝑃2𝑥2

=𝑁𝑏1 + 𝑃2𝐴2
−1𝑅2𝑏1 − 𝑃2𝐴2

−1𝑅2𝐴1𝑁𝑏1
= {(𝐼 − 𝑃2𝐴2

−1𝑅2𝐴1)𝑁 + 𝑃2𝐴2
−1𝑅2}𝑏1

1： 𝑥1 = 𝐿෨𝑥1 + 𝑁𝑏

= 𝐿 𝐼 − 𝑃2𝐴2
−1𝑅2𝐴1 𝑁 + 𝑃2𝐴2

−1𝑅2 𝑏1 +𝑁𝑏

図 3.4: Multigrid法の前処理行列の構築

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 100 200 300 400

固
有
値

固有値番号

Original matrix

Preconditioned

図 3.5: 元の係数行列（Original matrix）と前処理適用後の行列（Preconditioned）の固有
値分布（条件数：Original matrix・・・8.57，Preconditioned・・・3.84）

3.5 代数的マルチグリッド（Algebraic Multigrid, AMG)法

　 AMG法は上記でも述べた通り，一般の連立一次方程式 Ax = bの係数行列 Aの情報の
みに基づき粗い格子を生成するMultigrid法である．以下より，AMG法についての説明を
行う．

3.3 節におけるMultigrid法では，モデル問題における空間の格子情報を用いて階層構
造の作成を行った．これは，メッシュサイズと同じサイズの誤差が早く減衰し（空間的高周
波成分），長い波長の誤差は減衰しにくい（空間的低周波成分）という性質を用いて，様々
な誤差成分を減衰させるためであった．AMG法では，そのような格子情報が存在しないと
いう状況下において，高周波成分や低周波成分がどのような成分であるかを考える．3.3 節
において述べたように，定常反復法を複数回適用することで，高周波な誤差成分は効率よく
減衰し，低周波な誤差成分が残るという現象がある．これを基に，2.1 節で述べた代数的に
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滑らかな成分を，低周波成分ととらえることとする．そして，代数的に滑らかな成分を用い
て，粗い格子を決定することを考える．
代数的に滑らかな成分は，より具体的には，

(Ae, D−1Ae) << (e, Ae) (3.3)

のような関係が成り立つベクトル eであることが知られている．これを変形すると，

(Ae, e) = (D−1/2A1/2A1/2e, D1/2e) = ((D−1A)1/2A1/2e, D1/2e)

≤ ((D−1A)1/2A1/2e, (D−1A)1/2A1/2e)1/2(D1/2e, D1/2e)1/2

= (Ae, D−1Ae)1/2(e, De)1/2

が得られる（Cauchy-Schwarzの不等式）．式 (3.3)より，

(e, Ae) << (e, De) (3.4)

であることがわかる．ここで，行列やベクトルの成分で考える．aij を係数行列 Aの i行 j

列目，eiをベクトル eの i番目の成分とすると，式 (3.4)の左辺は以下のように変形できる．

(e, Ae) =
∑
i

∑
j

aijeiej =
∑
i

∑
j

1

2

{
(−aij)(ei − ej)

2 + aije
2
i + aije

2
j

}
=
∑
i

∑
j ̸=i

1

2
(−aij)(ei − ej)

2 +
∑
i

(
∑
j

aij)e
2
i

(3.5)

ここで，3.2 章にて示したモデル問題で考えると，j ̸= iのとき aij ≤ 0であり，かつ式 (3.5)

の最後の式の第 2項は非負である．その上で，式 (3.4)より，∑
j

1

2
|aij |(ei − ej)

2 << aiie
2
i

となり，最終的に以下を得ることができる．

∑
j

|aij |
aii

(
ei − ej

ei

)2

<< 1 (3.6)

式 (3.6)の左辺は非負であるため，|aij |は十分大きい値である場合，ei ≈ ej が成り立つこ
ととなる．ここで，i行目の要素において，値が比較的大きい非対角要素の列番号の集合を
Siとする．つまり，以下のような行番号の集合を定義する．

Si = {j|j ̸= i, |aij |≥ θmax
k ̸=i
|aik|} (3.7)

式 (3.6)より，各 j ∈ Siに対して，ei ≈ ej が成り立つこともわかる．これより，代数的に
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滑らかな成分は Siの方向に緩やかに変化することがわかる．
次に，粗い格子の決定方法について考える．AMG 法には，様々な派生解法が存在す

る [32,33]．以下より，AMG法の基本となる classical interpolationと呼ばれる手法の中の，
Brandtらによる手法 [34–36]について説明する．粗い格子に対応するものとして，格子の
節点番号の集合 V = {1, 2, ...}の中における適当な望ましい性質を持つ部分集合を，粗い格
子の節点番号の集合と考える．つまり，V における適当な部分集合 C を決定し，粗い格子
（Coarse Grid）とする．逆に，粗い格子に選ばれなかった節点，つまりCの補集合F = V \C
を細かい格子（Fine Grid）とする．この仮定のもと，階層構造の作成に必要な補間行列で
ある Prolongation行列 P（P : R|C| → R|C∪F |，|C|は集合 C の要素数）をうまく定め，代
数的に滑らかな成分をC上で近似できるように作成することを考える．ここで，補間行列P

を，

Pik =

{
1.0 (i ∈ C, i = k)

wik (i ∈ F, k ∈ C)

の形で定めるとする．ただし，wikは適当な重みである．また，近似解 uに含まれる代数的
に滑らかな誤差 eを減衰させることを考えるとき，つまり適当な近似解 vを選んで新しい近
似解 ũ = u + Pvに含まれる誤差 ẽ = e + Pvを 0にするためには，e ∈ImP となる P を定
める必要がある（ImP は P の像空間を示す）．これを踏まえ，補間行列 P の要素である重
みwを決定する．こｋで，新たな集合Ci = C ∩ Si，Fi = F ∩ Siを定義する．重ねて，i行
目における非ゼロ要素の列番号の集合をNi = {j|j ̸= i, aij ̸= 0}とし，その中でも値が比較
的小さい列番号の集合をWi = Ni \ Siと定義する．式 (2.5)より，以下のように表すことが
できる．

aiiei ≈ −
∑
j∈Ci

aijej −
∑
k∈Fi

aikek −
∑
l∈Wi

ailel

Wiに含まれる要素は小さい値であることから，さらに以下のような近似式が得られる．aiiei +
∑
l∈Wi

ailel

 ≈ −∑
j∈Ci

aijej −
∑
k∈Fi

aikek (3.8)

ここで，ek ∈ Fiは i番目の要素に強く影響を与えているが，Cに含まれる変数でないため，
そのままでは補間行列 P に使用できない．そこで，k(∈ Fi)行目の係数の大きさで重みづけ
を行い，平均をとることで，以下のように近似を行う．

ek ≈
∑

j∈Ci
akjej∑

j∈Ci
akj

(3.9)

ここで，e ∈ImP，言い換えると v = e|C に対して e ≈ Pvとなる P を定めることが目的で
あった．これを加味しながら，式 (3.8)と式 (3.9)を用いて変形すると，ei ≈

∑
j∈Ci

wijej



3.5. 代数的マルチグリッド（Algebraic Multigrid, AMG)法 25

となり，目的の形となる．ただし，

wij = −
aij +

∑
k∈Fi

(
aikakj∑
m∈Ci

akm

)
aii +

∑
l∈Wi

ail

である．なお，
∑

j∈Ci
akj ≈ 0とならないように，「i, k ∈ Fに対し，k ∈ SiならばCi∩Ck ̸= ϕ」

（ただし，ϕは空集合を表す）と選ぶ必要がある．このように，集合Cと F の分離に関する
制約が高く，集合の選択により収束性能に大きく影響を及ぼすことが知られている．
粗いレベルの問題を作成する際，3.2 章においては格子の情報を用いた．AMG法では粗

いレベルの行列を Āとすると，Ā = RAP,R = P T とするのが普通である．これは，新し
い近似解 ũ = u+ Pvの残差が P の像空間と直交するようにするためである．このとき，A

が正定値対称であれば，これは新しい近似解に含まれる誤差 ẽ = e+ Pvを最小にする，つ
まり，

||e+ Pv||A= min
w
||e+ Pw||A (3.10)

となることが変分原理により確かめることができる [25,28]．ただし，||w||A= (Aw,w)1/2で
ある．
以上のAMG法における階層構造の生成の流れ（構築部）の概要を図 3.6に示す．上記

で述べたように，構築部では細かいレベルの問題行列を基に，未知数間のグラフ構造を作り，
次のレベルに残す未知数を選択する．そして，粗いレベルの問題行列や，階層移動の際に必
要となる補間演算子Prolongation（P）行列とRestriction（R）行列を生成する．これを再
帰的に行うことで，階層的に行列を生成する．図 3.6のように，1レベル目は与えられた問
題行列が置かれ，階層が下がるにつれて問題行列より小規模な行列を生成する．階層数は問
題サイズによって可変となる．また，粗いレベルの問題行列は，横長の Restriction行列と
縦長の Prolongation行列，さらに現階層の問題行列とで行列行列積（RAP）を行うことで
作成する．
補間演算子から行列の階層構造が生成されるため，Multigrid法では補間演算子の生成

方法は重要となる．この補間演算子の生成手法により様々なAMG法が存在する [5–12]．そ
の中で，本研究では SA-AMG法と呼ばれる手法を対象としている．この手法では，問題行
列のみから未知数間の依存関係を定義する．そして，依存関係のある未知数同士で集合を作
り，その集合内で重みづけをして補間演算子を生成する．その後，生成された補間演算子を
基に，集約を行う．SA-AMG法はさまざまな分野で利用されており，AMG法の代表的な手
法のひとつとなっている．
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Level 3

(Coarsest small matrix)

Level 2
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P: Prolongation matrix
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𝑃2 , 𝑅2 = 𝑃2
𝑡

𝐴2 = 𝑅2𝐴1𝑃2

𝑃3 , 𝑅3 = 𝑃3
𝑡

𝐴3 = 𝑅3𝐴2𝑃3

Level 1

Level 2

Level 3

図 3.6: 構築部の概要
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第 4 章

SA-AMG法

　本章では，AMG法の派生解法のひとつであり，本研究の対象である SA-AMG法につい
て説明する．まず，SA-AMG法での階層行列や補間演算子の作成方法を説明し，その後本
研究で用いているCGA（Coarse Grid Aggregation）と呼ばれる，並列実行時における階層
行列生成手法について説明する．

4.1 SA-AMG法の概略

　 3 章でも述べたように，SA-AMG（Smoothed Aggregation - AMG）法は，Multigrid法
の派生解法のひとつである．SA-AMG法では，問題行列に基づく節点と辺で構成されたグ
ラフ構造を用いて粗い問題を作成していく．ここで，問題行列の各行が節点に対応し，非ゼ
ロ要素が辺に対応している．

3.5 節で述べたように，式 (3.7)が成り立つような節点集合，つまり非対角要素が比較的
大きい要素は，代数的に滑らかな成分となる．一般に，式 (3.7)のような関係がある節点同
士は，強連結である（Strong connectionまたは Strongly coupled）と呼ばれる．式 (3.6)よ
り，強連結な関係にある節点同士では，代数的に滑らかな誤差成分の変化が緩いという特徴
があった．そこで SA-AMG法では，粗い問題を作成する際に，節点全体をアグリゲートと
呼ばれる強連結同士の節点集合に分解する．アグリゲートは図 4.1のように，次の粗いレベ
ルで 1つの節点に対応し，グラフ構造である節点を中心に近くの節点をまとめた節点集合と
定義される．そのため，アグリゲート数と次の粗いレベルの節点数は同じとなる．実際にア
グリゲートを生成する際は，以下の式を用いて生成を行う．

Ni(ϵ) = {j : |Aij |≥ ϵ
√
|Aii||Ajj |} ∪ {i} (4.1)

ここで，Niは i番目のアグリゲート，Aij は行列Aの i行 j番目の要素を示す．この式に示
す通り，i番目のアグリゲートは i番目の要素に対応する節点かつ，絶対値が対角成分に対し
比較的大きい非対角成分の要素に対応する節点で構成される．アグリゲート生成の全体の流
れをAlgorithm 5に示す．まずAlgorithm 5の Step:1では，式 (4.1)を用いて，アグリゲー
トの生成を行う処理となっている．ここで，アグリゲート生成では，補間の関係上すべての
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Fine level Coarse level

Aggregate

図 4.1: アグリゲート生成の概要

要素がどこかしらのアグリゲートに属していなければいけないという制約がある．そのため，
任意の節点がどこか 1つのアグリゲートに属するように，アグリゲートを生成する．Step:2

ではそのために，すでに生成されたアグリゲートと残った要素とで再度式 (4.1)を適用し，
成立した場合アグリゲートに追加する．Step:3では，Step:2を経てもなお残る節点に対し，
その節点をアグリゲートとするように処理を行う．このように，すべての節点がいずれかの
アグリゲートに属するように，アグリゲートの生成を行う．その後，作成されたアグリゲー
ト内の未知数に重み付けをすることで補間演算子である Prolongation行列とRestriction行
列を計算し，行列の階層構造を作成する．最も単純な例として，以下のような生成方法があ
げられる．

P̃ij =

{
1 (i ∈ Cj)

0 (otherwise)
(4.2)

生成された行列 P̃ をそのまま補間演算子として用いてもよいが，SA-AMG法ではさら
に収束性向上のため，P̃ に緩和法を 1回適用する．一般に，減速 Jacobi法が用いられるこ
とが多く，その場合，

P = (I − ωD−1Al)P̃

のようにし，P を補間演算子として用いる．以上の補間演算子生成方法は対称な行列のみを
想定している．非対称な行列においては，M. Salaらによる手法 [37]が提案されている．本
研究ではこのことについては詳しい言及はせず，対称行列のみを用いる．

4.2 並列時におけるアグリゲート生成手法

　本研究では並列 SA-AMG法を対象としているが，アグリゲート生成は各節点で依存関係
のある処理を行うため，並列実行時には工夫が必要となる．ここでは，プロセス並列を施す
ことを前提として考える．プロセス並列はメモリ分散型の並列化手法であるため，一般に，
問題行列を分割し，計算単位であるプロセスにそれぞれの領域を分配してから計算する．領
域分割された問題行列の領域上でアグリゲートを生成する手法は，独立アグリゲート生成手
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Algorithm 5 SA-AMG法におけるアグリゲート生成の手順
Step 1:
全節点の集合 V = 1, 2, ...から，Ni(ϵ) ∈ V を計算．
その後，j ← j + 1, Cj ← Ni(ϵ), V ← V \Cj とし，新たなCj が作成できなくなるまで繰
り返す．
Step 2:
Ckのコピー C̃kを作成．（C̃k = Ck, k = 1, ..., j）
もしNi(ϵ) ∩ C̃k ̸= ϕとなる i ∈ V が存在するなら，Ck ← Ck ∪ {i}とし，条件を満たす i
が存在しなくなるまで繰り返す．
Step 3:
もし i ∈ V が存在するなら，j ← j+1, Cj = V ∩Ni(ϵ)とし，V = ϕとなるまで繰り返す．

法と共有アグリゲート生成手法の 2種類に分類される．独立アグリゲート生成手法と共有ア
グリゲート生成手法を図 4.2に示す．4つに区切られた正方形は各プロセス領域を示し，灰
色の部分は領域境界であることを示す．独立アグリゲート生成手法とは，アグリゲートが各
領域内に収まるように各領域独立にアグリゲートを生成する手法である．また，共有アグリ
ゲート生成手法とは，アグリゲートが領域境界を跨いで生成される手法である．共有アグリ
ゲート生成手法では，領域境界を跨いでアグリゲートを生成する際に，徐々に形状が崩れて
いくため，粗いグリッドが複雑な構造となる．一方，独立アグリゲート生成手法は，領域境
界に沿ってアグリゲートを生成するため，共有アグリゲート生成手法よりも，粗いグリッド
が領域分割の形状にそって生成される．
ただし，独立アグリゲート生成手法は，担当領域内に少なくとも 1つの未知数要素を持

たなければならない制約があるため，最も粗いレベルにおいて最低でも領域数の未知数要素
が存在する必要がある．高並列時には，最も粗いレベルの未知数要素数をプロセス並列数以
上とするため，十分に粗くできない場合が出てくる．また，最も粗いレベルの未知数の増加
に伴い，求解部の処理時間が増加すると考えられる．共有アグリゲート生成手法は，まず境
界付近からアグリゲートを生成し，その後に各領域内でアグリゲートを生成する．領域境界
を跨いでアグリゲートが生成されるため，粗いレベルになるとアグリゲートを担当しない
領域が出現することがある．この手法では，領域境界を跨いでアグリゲートが生成されるた
め，異方性のある問題に対してもよりよい収束性能を得ることができる [38]．
以下より，具体的な実装方法について述べる．並列 SA-AMG法では，各レベルにおいて

の緩和法による隣接プロセスへの通信と，レベル間においての他領域に跨ったProlongation

行列と Restriction行列による通信が発生する．この通信は節点間の接続関係に基づいて行
われる．
本研究は節点間の接続関係に基づく領域分割をしている．たとえば，図 4.3はシンプル

な 2次元格子構造の領域分割例である．3つの領域は異なるメモリ空間に配置される．これ
に対し緩和法を適用する場合，領域境界において節点の情報を通信により相互にやり取りす
る必要がある．通信テーブルは各領域に，SENDテーブルとRECVテーブルを持たせてい
る．SENDテーブルは隣接領域の計算で参照される節点番号の集合であり，RECVテーブ
ルは自領域の計算で参照する隣接領域の節点番号の集合である．
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図 4.2: 独立アグリゲート生成手法と共有アグリゲート生成手法（左：独立アグリゲート生
成手法，右：共有アグリゲート生成手法）

PE1

PE2

PE3

図 4.3: 2次元格子問題と領域分割による通信（左：領域分割前，右：領域分割後）

また，階層移動のRestrictionやProlongationを行う場合，緩和法とは異なる領域間通信
が必要となる．領域分割による並列 SA-AMG法は，領域境界を跨がるような形でアグリゲー
トが存在する可能性がある．この場合，アグリゲートは跨っているどちらかの領域に所属す
ることになり，領域境界では所属に応じて通信を行う．図 4.4にRestrictionとProlongation

の通信例を示す．簡略化のため，緩和法による通信を省略し，レベル間通信のみとしている．
PE1がRestrictionを行う際，アグリゲートの一部の節点がPE2の領域にあるが，Restriction
はアグリゲートを用いて複数の節点を次の粗いレベルのひとつの節点にまとめる処理なの
で，PE2から必要となる節点を受信する．また，Prolongationはひとつの節点を元のアグ
リゲートの節点に分散させる処理なので，PE2へ必要となる節点を分散させる．

4.3 CGA（Coarse Grid Aggregation）

4.3.1 CGAの概要

　本節では，独立アグリゲート生成手法を用いた SA-AMG法において，粗いレベルの領域
を適宜集約していく CGAと呼ばれる手法について述べる [1]（この手法は，以降の数値実
験においても用いている）．共有アグリゲート生成手法と比べ，独立アグリゲート生成手法
では，領域境界を跨がずに自領域内でアグリゲートの生成を行うため，プロセス間での節点
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PE1
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図 4.4: Restriction（左）と Prolongation（右）の通信

領域集約手法のアルゴリズム

1. 分割されたアグリゲートを示す
グラフ構造を作成

2. ParMETISライブラリを利用して，
プロセスの組み合わせを決定し，
領域を集約する

3. ParMETISによる組み合わせにより集

約されたプロセスは，粗いレベルの
プロセスとして使用される

図 4.5: 領域集約手法の概要

情報の通信は行われない．そのため高並列環境下において，最下層での節点数がプロセス数
以下にならず十分粗くならない．これにより，最下層の処理時間が増加する可能性がある．
しかしCGAは，自プロセスが担当していたアグリゲートを，ほかのプロセスへ担当を変更
する．これにより，領域を跨いでアグリゲートを作成することができるため，高並列環境下
においても十分な粗さにすることができる．
図 4.5に CGAの概要を示す．領域集約は，細かいレベルで複数プロセスの担当領域を

組み合わせ，粗いレベルではその中の最もランク番号の低いプロセスに担当させることで実
装する．そうすることで，アグリゲート生成後に複数領域の組み合わせを決定し，領域の集
約を行い粗いレベルの並列度を落とすことができる．
現状では，複数プロセスの組み合わせは，各プロセスの平均アグリゲート数がなるべく

一定数を保つことができるように実装を行っている．そのために，アグリゲートの総数，隣
接プロセスの総数とランク番号の隣接情報を使用して，プロセス間のデータ分散状況を示す
重みつきグラフを作成し，ParMETISライブラリを使用してプロセスの組み合わせを決定
している．

Algorithm 6に，SA-AMG法のアルゴリズムに領域集約手法の手順を加えたアルゴリズ
ムを示し，各手続きについて説明する．Algorithm 6の (1)と (5)，および (6)はそれぞれ，
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上記で説明したアグリゲート生成，生成したアグリゲートを基に補間演算子P の生成，次の
粗いレベルの行列生成となっている．(2)から (4)はそのうえで，CGAによる領域集約のた
めの手順を示したものとなっている．それぞれについては，以下に示すとおりとなっている．

（2）粗いレベルの並列度の決定
次の粗いレベルの並列度を決定する．Algorithm 7に粗いレベルの並列度決定方法を
示す．細かいレベルの各プロセスの平均アグリゲート数が，領域集約の閾値以下の
ときに粗いレベルで領域集約を行い，閾値よりも大きいときは領域集約を行わない
（coarser lev parallelism=-1）．並列度の決定方法は，1プロセスあたりの平均アグリ
ゲート数が一定数（Proc aggre threshold）以上になるように，次レベルの並列数を決
定している．

（3）領域の組み合わせの決定
（2）で求めた粗いレベルの並列数より，プロセスの組み合わせを決定し，プロセス
の集約を行う．各プロセスの平均アグリゲート数が一定となるように，アグリゲート
の総数，隣接プロセスの総数とランク番号の隣接情報を使用して重みつきグラフを作
成する．そしてParMETISライブラリを使用して，グラフを分割することにより領域
の組み合わせが決定され，領域の集約が行われる．ここで，各プロセスの平均アグリ
ゲート数を一定数保ち，隣接プロセス数が最小となるようにParMETISライブラリを
利用する．

プロセス間でアグリゲートを集約するときは，ランク番号が最小であるプロセスがす
べてのアグリゲートを引き継ぐ．また集約する際，アグリゲートはランク番号順に順
次割り当てる．

（4）アグリゲートテーブル等の調節
（3）の結果により，プロセスランク番号順になるようにアグリゲート番号の付け替え
を行い，各プロセスに配分する．

Algorithm 6 CGAを加えた SA-AMG法のアルゴリズム
for l = 1 to L do

P̃l = aggregation(Al)・・・(1)
!- Coarse Grid Aggregation -!
call decide parallelism()・・・(2)
call decide process combination()・・・(3)
call set GIN aggre and aggre tbl()・・・(4)
!—————————!
Pl = smooth(P̃l)・・・(5)
Al+1 = RlAlPl・・・(6)

end for
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Algorithm 7 粗いレベルの並列度決定方法
if (All aggre size/Proc num) > Proc aggre threshold then
coarser lev parallelism = −1

else
coarser lev parallelism = All aggre size/Proc aggre threshold+ 1

end if

All aggre size：アグリゲートの総数
Proc num：実行プロセス数
coarser lev parallelism：粗いレベルの並列数
Proc aggre threshold：領域集約の閾値のパラメタ

4.3.2 実験環境と数値実験 [1]

　本節では，CGAについて行った実験について述べる．　実験環境には，東京大学が運用
している Fujitsu PRIMEHPC FX10（Oakleaf-FX）スーパーコンピュータシステム（以降，
FX10）を使用して実験を行った．FX10は，1ノードに 1個の SPARC64IXfxプロセッサ
（16cores, 1,848GHz）を採用している．数値実験では，最大 1440ノードを使用し計測を行っ
た．並列化手法については，プロセス並列とスレッド並列を組み合わせたHybrid並列を使用
した．FX10の各ノードは 16コア搭載されているため，各ノードにおけるMPIプロセス数
と各プロセスのスレッド数の積が 16となるように設定されている．実験 1でのHybrid並列
の実装に関しては，OpenMP/MPIを用いて実装を行っており，1ノード内に 1つのプロセ
スと 16のスレッドを起動し，並列実行している．計算対象となる問題は，立方体領域におけ
る上下，左右，斜めの 27点参照となる 3次元Poisson方程式の，Darcyの流れ問題から導出
される，拡散係数が不連続に変化する問題を対象とした [39]．問題サイズは 300×300×300
の問題として計測を行った．問題行列の各プロセスへの分割には ParMETISを使用し，領
域間の通信量が最小となるように領域分割を行っている [40]．ParMETISは，グラフ分割や
疎行列のオーダリングのための様々なアルゴリズムをもつライブラリである．
まず，CGAの閾値の変化による実行時間への影響を示したグラフを図 4.6に示す．ここ

で，閾値とは，Algorithm 7でのProc aggre thresholdのことを示し，図 4.6ではパラメー
タCとして示している．図 4.6より，768ノードまではCを 100と設定したときの結果が最
もよいことがわかる．しかし，1440では Cを 500と設定したときが最もよくなることもわ
かる．これは，本実験はウィークスケーリングであり，使用ノード数増加とともに問題サイ
ズが大きくなる．さらに閾値を小さく設定すると，レベル数が増加する傾向があるため，C

を 1000と設定したときに，レベル数増加に伴う計算コストの増加が大きくなってしまった
ためであると考えられる．
次に，GGAと同様の並列時におけるアグリゲート生成手法である共有アグリゲート生

成手法と比較を行った際の結果を図 4.7と表 4.1に示す．図 4.7より，CGAを用いた手法
のほうが共有アグリゲートに比べ，すべての並列度において有用であることがわかる．これ
は，表 4.1より，CGAの反復回数が共有アグリゲートに比べ低く抑えられているからであ
ることがわかる．これより，CGAによるアグリゲート生成手法は，共有アグリゲート生成
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図 4.6: 閾値の変化による実行時間の推移（C：CGAのパラメータの値）[1]

表 4.1: CGAと共有アグリゲート生成手法との反復回数の比較 [1]
ノード数 共有アグリゲート 集約あり（C=1000）

192 19 16
384 21 17
768 20 16
1440 26 15

手法と比べ，反復回数と実行時間双方で有用であることがわかった．

4.3.3 関連研究

　関連研究としては，中島らにより，幾何的多重格子法において粗いレベルの問題領域を組
み合わせることも含めて，最適なパラメタ設定についての研究が行われている [41]．また，
H.Sundarらにより，未知数の個数が多い（細かい）レベルでは，幾何的多重格子法を利用
し，粗いレベルでは代数的多重格子法を適用することで，粗いレベルの 1行あたりの非ゼロ
要素数の増加を抑え，ストロングスケーリングの性能を向上させる手法を提案していた [42]．
さらに，M.Adamsらにより，実装手法は明確ではないが，問題行列を一部持つプロセスは，
1プロセスあたりの問題行列が一定サイズ以上になるように行列を再分散していたが，高並
列時におけるストロングスケーリングの性能評価は行われていない [43]．　並列時における
アグリゲート生成手法として,他にグラフ理論で用いられている最大独立点集合という点集
合を用いて粗いレベルの問題を作成する手法もある [44]．最大独立点集合は，各節点が隣接
していないような最大の点集合のことである．この手法は並列化が容易であり，並列環境下
における SA-AMG法のアグリゲート生成に用いられることが多い [45]．また，より単純な
方法として，HandshakingによるGraph Matchingがある [46]．この手法ではまず，各節点
の強連結な辺を計算し，その後お互いに強連結と判断した節点同士を節点集合とする手法で
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図 4.7: CGAと共有アグリゲート生成手法との比較（共有アグリゲート：共有アグリゲート
生成手法，集約あり（C=1000）：CGAのパラメータを 1000に設定）[1]

ある．この手法はAMG法のライブラリであるAmgX [47]に用いられている．
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第 5 章

ニアカーネルベクトル抽出のための新
手法の提案

　本章は本研究の中核となるニアカーネルベクトル抽出手法の提案を行い，有用性を示す．
本研究の手法は連立一次方程式Ax = bを解く前段階において，あらかじめニアカーネルベ
クトルを抽出することで，実際に連立一次方程式を解く際に高い収束性を実現することを目
的としている．より具体的に説明すると，3.3 節において，Multigrid法は構築部と求解部
に分かれると述べたが，本研究の提案手法を用いる際には、その前段階として，ニアカーネ
ルベクトルを抽出する処理（以下より，本論文中では抽出部と表記する）が行われる．つま
り，以下のような一連の流れにおいて，連立一次方程式を解く．

1. 抽出部：ニアカーネルベクトルを与えられた問題行列から抽出する

2. 構築部：抽出されたニアカーネルベクトルを用いて，後述の 5.1.2 節で述べる方法で
補間演算子と粗いレベルを生成

3. 求解部：構築部で生成された階層行列を用いて，連立一次方程式を解く

　このように，本研究で提案する手法を用いる際には，ニアカーネルベクトルを抽出する抽
出部と，抽出されたベクトルを用いて連立一次方程式を解いていく構築部と求解部とで大
まかにわかれ，提案手法は下線で示した抽出部に着目した手法となる．本章ではまず，ニア
カーネルベクトルの概要を述べ，ニアカーネルベクトルを SA-AMG法に用いることによる
有用性を，数値実験を交え述べる．その後，著者らによる先行研究と本研究で提案するニア
カーネルベクトル抽出手法について述べる．本研究では 3つの抽出手法を提案しており，以
下にそれぞれの概要を示す．

• 提案手法 1：各階層においてV-cycleを適用し，各階層それぞれのニアカーネルベクト
ルの抽出を行う手法

• 提案手法 2：適切な抽出本数を抽出の時点で予測する手法を導入した抽出手法

• 提案手法 3：任意の粗いレベルにおいて固有値計算法を適用，補間を行うことでニア
カーネルベクトルの抽出を行う手法
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その後，他問題における有用性の検証を行うため，Texas A&M大学の SuiteSparse Matrix

Collection [20]から取得した行列を用い，実験を行った結果を示す．

5.1 ニアカーネルベクトルとは

5.1.1 ニアカーネルベクトルの概要

　 3.5 節において，式 (2.3)より求まる，定常反復法の適用で残差が停滞するような収束
しにくい成分 eは，Ae ≈ 0となることを示した．この成分は係数行列 Aとの積が 0に近
くなることから，別の呼び方としてニアカーネルベクトル（Near-kernel vector），または
Near-kernel errorやNear-null vectorなどとも呼ばれる．AMG法では，補間演算子である
Prolongation行列（Restriction行列）を適切に選ぶことで，ニアカーネル成分を効率よく
減衰できる．具体的には，3.5 節にて述べたように，適当な近似解 vを選んで新しい近似解
ũ = u+Pvに含まれる誤差 ẽ = e+Pvを 0にすることを考えた際，適当な条件下において，
式 3.10のような最小化（||e + Pv||A= minw||e + Pw||A）が行われるのであった [25, 28]．
このように，適切なニアカーネルベクトルを用いることで，減衰しにくい成分（つまりニア
カーネルベクトル成分）を効率よく減衰させることができ，高い収束が実現可能となる．こ
こで，適切な Prolongation行列を設定するためには ẽ = e+Pvから，e ∈ImP となること
が必要である [25, 28]．式 (4.2)において簡単な補間演算子生成の例を示したが，この設定
はポアソン方程式のような一部の単純な問題に対してのみ有効である．そこで著者らの研究
から，SA-AMG法ではニアカーネルベクトルを用いて，Prolongation行列の作成を行うこ
とが有効となることがわかっている（このニアカーネルベクトルを用いた補間演算子生成に
関しては，5.2.1 節において数値実験を交え示す）．これにより，Prolongation行列の各行
ベクトルの線形結合によりニアカーネルベクトルを表現することが可能となり，e ∈ImP と
なることが期待できる．以上よりMultigrid法の特徴である高い収束性の実現のため，実際
に SA-AMG法を適用する際には，ニアカーネルベクトルの生成および設定方法の確立が必
要不可欠となる．
問題の性質からニアカーネルベクトルが特定できる場合もある [24]．例えば，本研究で

用いている 3次元弾性体の問題では，平行移動成分と回転成分がニアカーネルベクトルとし
て知られている．弾性体問題は 1.3 節でも述べたように，物体に力が加えられたときの，物
体の変形をシミュレートする問題である．平行移動や回転は物体の変形が伴わないため，物
体自体に力が加わらない，つまり連立一次方程式 Au=f に対し，uにこれらの成分を用い
ることで，右辺ベクトル f が 0となることが知られている．弾性体の問題を対象としている
場合，これらを SA-AMG法に用いることで，収束性が高まる．具体的には，平行移動成分
（(1, 0, 0)(0, 1, 0)(0, 0, 1)）と，回転成分（(0,−z, y), (z, 0,−x), (−y, x, 0)）がニアカーネルベ
クトルとなる．これらについては，5.2.1 節にて，数値実験による結果を示す．

5.1.2 SA-AMG法への補間演算子生成方法

　ニアカーネルベクトルの補間演算子への設定方法の概要を Algorithm 8に示す [14–16]．
本節では，実際にニアカーネルベクトルを使用した場合の処理の流れを示す．レベル lにお
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ける補間演算子の生成は，Algorithm 8のように示す流れで作成を行う．この処理をレベル
l + 1以降においても同様に行い，階層毎に補間演算子 Pl+1, Pl+2, ...を生成する．
以上の補間演算子作成の流れを，図 5.1に図示する．図 5.1は 2本のニアカーネルベク

トルを用いて，問題 Aから 2つのアグリゲートが作成されたときの，Prolongation行列の
作成方法を図示している．図 5.1のように，まずアグリゲートの節点番号に対応したニア
カーネルベクトルの列要素を，一次行列 Sに入力する（a）．その後，Sに対しQR分解を
行い，算出された行列 Qを仮の補間演算子 P̃l に入力する（b）．同時に算出された行列 R

は，アグリゲート情報を基に，次レベルのニアカーネルベクトル Vl+1の構築に用いられる
（c）．最後に，仮の補間演算子 P̃lに緩和法を適用する（d）．以上の操作を行うことで，補
間演算子 Plや次レベルのニアカーネルベクトル Vl+1が生成される．次レベルにおけるニア
カーネルベクトル Vl+1は要素番号と対応させるために，1節点がNv ×Nv のブロック行列
として扱うこととなる．例えば，図 5.1の例では Levell + 1において，1要素が 2× 2のブ
ロック行列として扱う必要がある．図 5.1は 2本のニアカーネルベクトルを用いた例だが，
本研究の SA-AMG法では，より多くのニアカーネルベクトルを設定することができる．そ
の場合，Step.1における補間演算子の候補行列 P̂ の行列サイズが大きくなり，結果として
計算量が増加する．そのため，ニアカーネルベクトルを複数本設定することで反復回数が減
少するが，1反復あたりの計算時間が増加するといった，トレードオフが発生すると考えら
れる．
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Algorithm 8 補間演算子生成方法
Step.1 Decomposition and Restriction
ニアカーネルベクトル群 Vl から，生成されたアグリゲート情報を基に，一次行列
S1, S2, ...(S ∈ RNl×Nv

) を作成する（4.1 節でも述べたように，アグリゲート数は次の
節点数Nl+1と同一であることに注意）

for i = 1 to Nl+1 do
kernel num = 1 to Nv

Sj,kernel num
i ← vj,kernel numl |j∈Ci ,

end for
end for

Step.2 QR decomposition

S に対して QR分解を行い，直交行列 Q ∈ RNl×Nv
と上三角行列 R ∈ RNv×Nv

を生成
する．

for i = 1 to Nl+1 do
S̃i → QiRi

end for
その後，Qを基に仮の補間演算子 P̃l ∈ RNl×(NvNl+1)を生成する．

for i = 1 to Nl+1 do

P̃
·,(i−1)Nv

l ← Qi

end for
次のレベルのニアカーネルベクトル Vl+1を，R行列を基に作成する．P̃ の作成時に使用
したアグリゲート情報から，行列Rは次の粗いレベルの節点と対応できる．行列Rを次
レベルの節点情報を基に組み合わせ，次レベルのニアカーネルベクトルを作成する．

for i = 1 to Nl+1 do

v
(i−1)Nv ,·
l+1 ← Ri

end for

Step.3 Final smoothing

P̃ をこのまま Prolongation行列として用いてもよいが，最後に要素間の係数を滑らかに
するため，スムーザを適用する．本研究では減速ヤコビ法を適用しており，以下のように
表記される．

Pl ← (I − ωD−1Al)P̃l

Ci: i番目のアグリゲートに含まれる要素集合
Nl: レベル lにおける未知数個数
Nv: ニアカーネルベクトルの設定本数
ai,jl : レベル lにおけるベクトル aの i行 j列目の要素
（行要素すべてを参照する場合は a·,jl ，列要素は ai,·l と表記）

Pl = {p·,1l , p·,2l , ...(p ∈ RNl)}: レベル lにおける Prolongation行列
Vl = {v·,1l , v·,2l , ...(v ∈ RNl)}: レベル lにおけるニアカーネルベクトル群の行列
D: Aの対角要素
ω: 減速係数
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図 5.1: 補間演算子（Prolongation行列）の生成方法
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5.2 著者らによる先行研究におけるニアカーネルベクトル抽出手法

　ニアカーネルベクトル抽出手法の先行研究として αSA法 [17,18]があるが，この手法では
全階層の行列に対するニアカーネルベクトルを 1本のベクトルで作成する（詳しくは 5.9 節
にて述べる）．しかし著者らは，全階層を 1本のベクトルのみに基づいて表現することは難
しく．さらにニアカーネルベクトルを用いることによる SA-AMG法の収束性への影響につ
いて，最も細かいレベルの行列が，最も影響を与えるのではないかと考えた．そこで，抽出
時間の削減も含め，ニアカーネルベクトル抽出の効率化を図るため，著者らによる先行研究
として，αSA法を基に，V-cycleを用いレベル 1のみにおいてニアカーネルベクトルの抽出
を行う手法を提案し，収束性や実行時間に関する計測および評価を行った [19]．Algorithm 9

に [19]における抽出手法の概要を示す．この手法ではAlgorithm 9のように，まず初期ベク
トル xを乱数にて初期化を行い（4行目），Ax=0を対象に V-cycleを µ回繰り返す（5行
目）．この µはユーザー側が与えるパラメータである．その後，ニアカーネルベクトル候補
群である行列Bに，V-cycleにより出てきたベクトル xを入力する（6行目）．その後 αSA

法と同様に，抽出されたニアカーネルベクトル群の行列Bを使用して，Algorithm 8で示し
た補間演算子 P の生成，および粗いレベルの行列生成を再度全レベルで行い，階層行列を
再度作り変える（7行目）．これを抽出したい本数分繰り返す（3行目から 8行目）．最後に，
ニアカーネルベクトル候補群である行列 Bを，ニアカーネルベクトルとして出力する．こ
のようにして，レベル 1の与えられた問題行列 Aに対して，ニアカーネルベクトルの複数
本抽出を実現している．本手法では最初に行列 Bを与えることとなっているが，これはニ
アカーネルベクトルとして考えられるベクトルを入力する（例えば，3次元弾性体問題では
平行移動や回転成分を行列Bに与えている）．図 5.2にAlgorithm 9の流れを図示する．こ
の図の各段はAlgorithm 9の forループの各 nで行う処理を示す．この図のように，V-cycle

を用いて残った成分 eを集めた行列 Bを用いて新しい階層行列と補間演算子を生成（図中
ではA′, P ′, R′などと表記）し，新たな抽出を行う．

Algorithm 9の 5行目において Ax = 0に対し V-cycleを適用しているが，Ax = 0を
V-cycleで近似的に解くことにより，V-cycleで減衰されない成分が残ることが期待できる．
つまり，収束しにくいニアカーネルベクトル成分 eに対し，前処理行列をM とすると

Me ≈ e

となる成分が残ると考えられる．これを SA-AMG法にニアカーネルベクトルとして追加設
定し，それらを基に階層行列を再生成し，さらに再度V-cycleで近似的に解く．これにより，
SA-AMG法における設定したニアカーネルベクトルの成分が効率よく減衰される性質によ
り，設定されたニアカーネルベクトルの成分が除かれた，新たなニアカーネルベクトルが抽
出されると期待できる（誤差の影響で，厳密には独立とならない）．つまり，ニアカーネル
ベクトル全体のなす空間を E，n本の抽出されたニアカーネルベクトル成分でなす空間を
Ẽnとし，n本目に抽出されたニアカーネルベクトルを enとすると，n+ 1本目に抽出され
るニアカーネルベクトル en+1は

en+1 ∈ E\Ẽn
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となるいずれかのニアカーネルベクトル成分が抽出できることが期待できる．これを実現す
るために，5行目にて抽出されたニアカーネルベクトルを用いて，階層行列の再構成を行っ
ている．本研究ではニアカーネルベクトルが抽出されるたびに，余分な成分を除去するため
QR分解を施し，抽出された各ベクトルが一次独立となるような処理を行っている．これに
より，本手法を用いることで，適切なニアカーネルベクトルを効率よく複数本抽出できると
予想される．この手法では，最初にニアカーネルベクトルを設定する必要があり，このベク
トルをもとに独立なニアカーネルベクトルを抽出していくこととなる．
上記のようにニアカーネルベクトルを設定する手法はいくつか存在する．本研究では [19]

の手法を基に新たなニアカーネルベクトル抽出手法を提案し，計測および有用性の評価を
行った．次章より，本研究で用いたニアカーネルベクトル抽出手法について述べる．

Algorithm 9 著者らの先行研究 [19]におけるニアカーネルベクトル抽出手法
Given : B
for n = 1 to extract number do
ẽ ← Random()
e← V cycleµ(Aẽ= 0)
B ← [B,e]
Multilevel creation(B)

end for
Output B matrix as near-kernel vectors

extract number：抽出したい本数
A：与えられた問題行列A
V cycleµ(Ae = 0)：Ae = 0を対象にV-cycleを µ回適用
B：ニアカーネルベクトル候補群の行列
[B, e]：行列Bの最終列へのベクトル eの追加
Multilevel creation(B)：行列Bを基に，補間演算子P1, P2, ...，および階層行列A1, A2, ...
を再生成
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図 5.2: 先行研究 [19]におけるニアカーネルベクトル抽出手法の概要（n：Algorithm 9にお
ける forループの変数）
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図 5.3: 3次元弾性体問題を用いた事前実験（5.2.1 節）における問題設定（問題サイズ：1
プロセスあたり 6× 15× 60）

表 5.1: 3次元弾性体問題を用いた事前実験（5.2.1 節）における比較対象
Candidate The number of near-kernel vectors

Case 1 1 (Constant vector in which all elements are 1)

Case 2 3（Parallel translation in each axis (X,Y, Z)）
Case 3 6（Case 2 + rotation in each axis (X,Y, Z)）

5.2.1 事前実験：3次元弾性体問題におけるニアカーネルベクトル設定による収束
性検証

　図 5.3と表 5.1，および図 5.4に，SA-AMG法においてニアカーネルベクトルを複数本
設定することによる反復回数の変化を示すための，事前実験の問題設定と比較対象，および
その結果を示す．本実験では，東京大学情報基盤センターと筑波大学計算科学研究センター
が共同運営する，最先端共同HPC基盤施設（JCAHPC：Joint Center for Advanced High

Performance Computing）による Oakforest-PACSスーパーコンピュータシステム [21]に
おいて実験を行った．図 5.3にこの実験で対象とした問題を示す．この問題は 3次元弾性体
問題であるが，1.3 節で述べたように，1.3 節のものとは異なる問題設定を用いている．具体
的には，上半分のヤング率を 0.8，下半分を 1に設定し不均質性を持たせることで，より悪
条件な問題となるような設定を行っている．反復の終了条件は相対残差が 1.0× 10−7となっ
たときとした．また，問題サイズについては，1プロセスあたり 6× 15× 60としたウィー
クスケーリングで計測を行った．さらに表 5.1において，事前実験における比較対象を示
す．表 5.1に示すように，事前実験ではニアカーネルベクトルの設定本数により，3種類の
比較対象を用意し実験を行った．図 5.4に，収束までに必要とした反復回数のグラフを示す．
図 5.4より，ニアカーネルベクトルを複数本設定することで，収束性の改善がみられること
がわかる．これは，適切なニアカーネルベクトルが設定できているため，このような傾向が
みられたと考えられる．本研究では数値実験において，ニアカーネルベクトルを問題行列か
ら抽出することにより，これらのベクトルよりもさらに反復回数の改善が可能となる性質の
よいニアカーネルベクトルが設定できるかの検証も行う．
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図 5.4: ニアカーネルベクトル設定によるSA-AMG法の反復回数の変化（事前実験（5.2.1節）
の結果，凡例の詳細は表 5.1に記載）

5.2.2 事前実験：2次元定常熱伝導問題に対するニアカーネルベクトル設定による
収束性検証

　前節において，3次元弾性体問題においてニアカーネルベクトルの複数本設定による，収
束性における有用性を検証した．そこで，3次元弾性体問題以外の問題に対しても，ニアカー
ネルベクト設定の有用性を示す．本章では，2次元定常熱伝導問題

∂

∂x

(
λx,y

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
λx,y

∂u

∂y

)
+ Ḟ (x, y) = 0

（ただし，本実験では 4面における領域境界Γ上でDirichlet境界条件（∆u(x, y) = 0, (x, y ∈
Γ)）を付している）に対し，ニアカーネルベクトルを複数本設定した際の有用性を示す．本
実験で使用した問題の概要を図 5.5に示す．図 5.5のように，本実験の問題では 4つの領域
に分割し，それぞれの領域で異なるパラメータ設定を行った．まず，要素数をX1 = X3 =

32, X2 = X4 = 128, Y = 160と設定した．また，領域 1においての発熱量 Ḟ を，節点座標
(x, y)に依存するように設定し（本実験ではQ = 1.0に設定），その他の領域では Ḟ = 0.0

に設定した．さらに熱伝導率を，領域 1や領域 2および領域 4では λ1 = λ2 = λ4 = 1.0と
設定し，領域 3における熱伝導率 λ3 を，他領域と同等の λ3 = 1.0と不均質性を持たせた
λ3 = 0.067の 2種類の設定において実験を行った．
本実験の結果を以下に示す．本実験では 5.2.1 節と同様，Oakforest-PACSスーパーコン

ピュータシステムにおいて，1コアのみを用いて実験を行った．また本実験では比較対象と
して，ポアソン方程式や拡散方程式のニアカーネルベクトルとして知られている定数ベクト
ル (1, 1, ...)T を，ニアカーネルベクトルとして設定した際の結果を 1pとして記載している．
また，「レベル 1のみ」は 5.2 節において示した，著者らによる先行研究の抽出手法を用いた
時の結果を，「粗いレベルで抽出」は以降の 5.4 節にて説明を行う提案手法 1を用いた時の結
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𝑋1 = 32 𝑋2 = 128 𝑋3 = 32 𝑋4 = 128

𝜆1 = 1.0

ሶ𝐹
=

𝑄(𝑥 + 𝑦)

𝜆2 = 1.0

ሶ𝐹 = 0.0

𝜆3 =
0.067

𝜆4 = 1.0

𝑥

𝑦
Area 1 Area 2 Area 3 Area 4

ሶ𝐹 = 0.0

ሶ𝐹 = 0.0

図 5.5: 本研究で用いた 2次元定常熱伝導問題の問題設定

表 5.2: 事前実験 5.2.2 節の結果：2次元定常熱伝導問題に対するニアカーネルベクトル設定
本数による反復回数の変化（均質性問題，λ3 = 1.0，1p：従来用いていたすべての要素が 1
の定数ベクトル，1p+1,1p+2,...：抽出したニアカーネルベクトルの本数，レベル 1のみ：著
者らによる先行研究の抽出手法，粗いレベルで抽出：提案手法 1）

ニアカーネルベクトル設定本数
1p 1p+1 1p+2 1p+3 1p+4

レベル 1のみ 5 4 4 3 3

粗いレベルで抽出:+1 — 4 4 3 3

粗いレベルで抽出:+5 — 4 4 3 3

果となっている．さらに，1p+1，1p+2...は，抽出したニアカーネルベクトルの本数を示し
ている．均質性問題（λ3 = 1.0）における結果を表 5.2，不均質性問題（λ3 = 0.035）にお
ける結果を表 5.3に示す．不均質性が強い問題では条件数が大きくなり，それに伴い収束性
も悪化する．実際，表 5.3の 1pでは収束性の悪化が見受けられる．しかし，ニアカーネル
ベクトルを適切に設定することで，高い収束性を発揮していることがわかる．さらに，ニア
カーネルベクトルの設定本数を増加させることで，さらに収束性の改善がみられることもわ
かる．以上より，ニアカーネルベクトルを適切に設定することで収束性が改善し，特に不均
質性が強い，条件数が大きい問題に対して高い効果を発揮することがわかる．

表 5.3: 事前実験 5.2.2 節の結果：2次元定常熱伝導問題に対するニアカーネルベクトル設定
本数による反復回数の変化（不均質性問題，λ3 = 0.067，表の項目は表 5.2と同様）

ニアカーネルベクトル設定本数
1p 1p+1 1p+2 1p+3 1p+4

レベル 1のみ 81 4 4 3 3

粗いレベルで抽出:+1 — 4 4 3 3

粗いレベルで抽出:+5 — 4 4 3 3
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5.3 提案手法の学術的な意義

　本研究の提案手法を説明するにあたり，提案手法の学術的な位置づけを説明する．そのた
めに，本節においてまず本論文で述べてきたことを，歴史的な側面と数学的な観点からまと
める．

SA-AMG法の基となるAMG法が最初に提案されたのは，1985年に Brandt A.らによ
る classical AMG法である [35]．この時点において，幾何的なMultigrid法における収束し
にくい長波長成分を代数的な側面で考えるため，Me ≈ eつまりAe ≈ 0となる成分 e（こ
の時点では smooth errorと呼ばれていた）を定義し，これを減衰させるため 3.5 節で説明し
たような処理を行った．その後，1995年にVanek P.らにより，AMG法の派生解法である
SA-AMG法が提案された [2, 3]．これらの手法では，補間演算子の生成の際には，式 (4.2)

で示したような単純なものを使用していた．また [14]では，補間演算子の生成に，問題行
列からわかる Zero energy function （ニアカーネルベクトルと同様の意味）を用いていた．
SA-AMG法の分野において，ニアカーネルベクトルという言葉が初めて取り入れられたの
は，2004年にBrezina M.らにより提案された αSA法である [17,18]．従来では問題行列か
らわかるニアカーネルベクトルを用いていたが，本論文の手法では SA-AMG法適用前にニ
アカーネルベクトルを抽出することで，様々な問題に対し SA-AMG法を有効に機能させる
ことを目的とした．その後，様々な抽出手法が提案されたが，それらの手法では最終的に
は最上層のレベルのみにおけるニアカーネルベクトルとして抽出する手法である（これら
の手法に関しては後述の 5.9 章にて説明を行う）．これらをまとめたものを図 5.6に示す．
図 5.6に示すように，従来手法（αSA法 [17,18]，Bootstrap AMG法 [48,49]，著者らによ
る先行研究 [19]）では，最上層のみに対してニアカーネルベクトルの設定を行っていた．し
かしマルチレベルによる収束しにくい誤差成分の減衰がうまく行われているかは不明であ
り，GMG法の観点から考えると，真のマルチレベルな解法になっていないのではないかと
考えられる．
このことを数学的観点から説明する．まず，GMG法の観点から考える．減速 Jacobi法

のような定常反復法は，格子サイズと同じ波長の波数成分が減衰しやすい．GMG法はこの
特徴を利用し，離散点数を 1/2，1/4，...とすることで，各波数成分を減衰させるのであっ
た．言い換えると，減速ヤコビ法において，どの離散点数 nに対しても「中周波から高周波
が一様に減衰する」ため，「離散点数 nにおける低周波成分を，異なる離散点数（n′ = n/2

等）における中周波から高周波成分に読み替えて減衰する」ことを目的としている．そのた
め，減衰しにくい低周波な成分を減衰することを考える必要がある．ここで，収束しにくい
波数成分を eとし，各レベルでそれらがなす空間を El とする．また前処理行列をM とす
ると，

Me ≈ e (e ∈ E1)

のような形で低周波成分を表記できるのであった（2.1 節より）．そのうえで GMG法の
V-cycleを考えると，GMG法では

E1 ⊃ PE2 ⊃ ...
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• 2011：Bootstrap法提案 [42]

• 1985：AMG法提案 [26]

• 1995：SA-AMG法提案 [2,3]

（1996：Zero energy functionを用いて
補間演算子生成 [7]）

• 2016：著者らの先行研究 [11]

• 2004：αSA法提案 [10]

（ニアカーネルベクトル抽出の概念確立）

• 2019：本研究の提案手法

事前知識

ニアカーネルベクトル
の設定

抽出
（最上層のみ）

抽出
（各階層毎）

図 5.6: 関連研究まとめ

のようになる（ただし，P 1
2 はレベル 2から 1へ補間を行うProlongation行列）．つまり，レ

ベル 1から 2において，差分集合E1\PE2が，レベル 2において減衰させる対象である「レ
ベル 1では減衰しにくい成分」となる．以上のように，Multigrid法は各レベルでのEの差
を利用し，各レベルで異なる波数成分を減衰させるところにある．しかし，これを実現する
には，3.5 節や 5.1.1 節で述べたように，

E ⊆ ImP

となることが必要である．
以上で述べてきたことをまとめる．ここで，各レベルにおける係数行列をAl+1 = Rl+1

l AlP
l
l+1

とし，レベル間の補間演算子が P l
l+1, R

l+1
l = (P l

l+1)
T となっているとする．このとき，

• 各レベルの担当部分空間Elに有意な差が存在：El\P l
l+1El+1 ̸= ϕ

• レベル間の補間における有意な情報伝達：El ⊆ImP l
l+1

となれば，Multigrid法の目的である各レベルにおける波数成分の減衰が効率的に行われる．
以上を示した図を図 5.7に示す．この図における Elは上記で示した減衰しにくい成分を示
し，Glはそれ以外の減衰しやすい中波長から長波長成分を示す．このようにMultigrid法で
は，各レベルにおける異なる離散点数による波数成分の減衰を利用し，効率よく長波長成分
を減衰させることを目的とする．
ここで，これを SA-AMG法上においても同様に考える．GMG法では，各レベルは異な

る離散点数による空間離散化に対応しており，AlやElは異なる離散点数における同一の存
在として解釈できた．そして補間演算子 P に対し，適切な設定を施すことでそれらの要件
が実現できた．しかし，SA-AMG法においては（AMG法全般に言えることだが）これら
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の空間的な解釈を用いることができず，代数的な観点からAlや Plの構築を考えなければな
らない．そこで SA-AMG法では，代数的な考えにより構成された節点集合（アグリゲート，
Aggregate）と，Elの要素を近似的に満たす

Bl ≈ El

となる部分空間Blを用いることで，Alや Plの構築を行う．ここで，Bl ≈ Elとしたのは，
図 5.7に示したGMG法の例を実現するためには，「逐一固有値問題を解く」といった処理が
必要となり，実用上あまりにもコストが大きいからである．そこで SA-AMG法では，問題
設定から予想できるニアカーネルベクトルを設定するなどし，最上層における近似的なニア
カーネルベクトル部分空間B1の設定を行っていた．また，先行研究におけるニアカーネル
ベクトル抽出手法においても同様である．以上のようにマルチレベルを構成することを考え
る場合，マルチレベルを規定するのは，アグリゲートとB1のみである．この状況において
は，Multigrid法において必要な条件であったEl\P l

l+1 ̸= ϕ，言い換えると

E1 ≈ B1 ⊆ ImP 1
l (P 1

l := P 1
2P

2
3 ...P

l−1
l )

となることが必要である．しかし，SA-AMG法では代数的に各レベルの補間演算子 P を生
成するため，これを担保しないことが考えられる．このことを，図 5.8にて説明する．図 5.8

のように，粗いレベルの行列において，補間演算子生成に必要な行列 BはQR分解を用い
て生成を行うが，この行列が各レベルの行列に対するニアカーネルベクトル成分に近い成分
となっているかは不明である．これにより，粗いレベルによる収束しにくい誤差成分の減衰
がうまくいかず，効率よく減衰できない可能性がある．この状況を図 5.9に示す．図 5.9に
示すように，上記のような状況下では，補間演算子による波数成分減衰の情報がうまく伝わ
らない．以上をまとめると，以下のようになる．

• 原則として，真のニアカーネルベクトル Elはわからない（計算コストが膨大であり，
非現実的）ので，その近似空間Blを用いる．有意なマルチレベルを構成するためには
必須である．

• P 1
l := P 1

2P
2
3 ...P

l−1
l とすると，Multigrid法の観点から考えると，E1 ≈ B1 ⊆ ImP 1

l

であり，かつB1\P 1
l El ̸= ϕであることが必須である．しかし，SA-AMG法において

は代数的に各レベルの補間演算子 P が生成されるため，これが失われていると考えら
れる．

そこで，本研究の提案手法では，各レベルにおいてニアカーネルベクトルの抽出を行う
ことで，担保できていなかった各レベルにおける補間演算子の構成要件であるEl\P l

l+1 ̸= ϕ

を担保することが目的である．これを図 5.10を用いて説明する．図 5.10では図 5.8に加え，
粗いレベルにおいて抽出したニアカーネルベクトルを使用している．これにより，Multigrid

法における数学的な要請を，従来手法に比べよく実現できると考えられる．これにより，本
研究の提案手法を用いることで，補間演算子による波数成分減衰の情報がうまく伝わるよ
うになり，従来手法と比べより効率的にニアカーネルベクトル成分を減衰できることが期待
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𝐸1 𝐺1 = 𝑅𝑛1 ∖ 𝐸1
𝑅𝑛

𝐸2 𝐺2

𝐸3 𝐺3

波数

𝐺𝑙：容易に減衰

𝐸𝑙：減衰しにくい成分

Level 1

Level 2

Level 3

・
・
・

粗いレベルからの補間により減衰

高周波

図 5.7: GMG法における各レベルでの理論的な波数成分減衰のモデル

できる．以下の節より，本研究で提案するニアカーネルベクトル抽出手法についての説明を
行う．
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Level 1：𝐴1
(Original matrix)

𝐵1 ≈ 𝐸1 = {𝑒|𝐴1𝑒 ≈ 𝑒}

𝐵1 =:𝑃2
1𝐵2（QR分解）

Level 2：𝐴2 = 𝑅1
2𝐴𝑃2

1 𝐸2 = {𝑒|𝐴2𝑒 ≈ 𝑒}

𝐵2 =:𝑃3
2𝐵3（QR分解）

帰結：𝐵1 = 𝑃2
1𝐵2(⇒ 𝐸1 ≈ 𝐵1 ⊆ Im𝑃2

1)
（期待：𝐵1 ∖ 𝑃2

1𝐸2 ≠ 𝜙）

帰結：𝐵2 = 𝑃3
2𝐵3(⇒ 𝐸1 ≈ 𝐵1 ⊆ Im𝑃2

1𝑃3
2)

（期待：𝐵1 ∖ 𝑃2
1𝑃3

2𝐸3 ≠ 𝜙）

・
・
・

レベル2以降はQR分解により生成された𝐵2, 𝐵3, …
を基に補間演算子を生成
⇒ 𝐵2 ≈ 𝐸2, 𝐵3 ≈ 𝐸3となっているかは不明であり

Multigrid法の要件（ 𝐸1 ⊇ 𝑃2
1𝑃3

2𝐸3）が崩れる可能性

図 5.8: SA-AMG法のニアカーネルベクトルに基づく粗いレベルの行列生成

𝐸1

𝐸2 𝐺2

𝐸3 𝐺3

𝐺𝑙：容易に減衰

𝐸𝑙：減衰しにくい成分

𝐸3

𝐺1 = 𝑅𝑛 ∖ 𝐸1

補間演算子による
情報伝搬の失敗

Level 2

Level 3

𝑅𝑛波数Level 1

𝐸2 𝐺2

𝐺3

粗いレベルからの補間により減衰

高周波

・
・
・

図 5.9: 実際の SA-AMG法の運用において予想される各レベルでの波数成分減衰のモデル
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Level 1：𝐴1
(Original matrix)

𝐵1 ≈ 𝐸1 = {𝑒|𝐴1𝑒 ≈ 𝑒}

𝐵1 =:𝑃2
1𝐵2（QR分解）

Level 2：𝐴2 = 𝑅1
2𝐴𝑃2

1 ෨𝐵2 ≈ 𝐸2 = {𝑒|𝐴2𝑒 ≈ 𝑒}

[𝐵2, ෨𝐵2] =: 𝑃3
2𝐵3（QR分解）

帰結：𝐵1 = 𝑃2
1𝐵2(⇒ 𝐸1 ≈ 𝐵1 ⊆ Im𝑃2

1)
（期待：𝐵1 ∖ 𝑃2

1𝐸2 ≠ 𝜙）

帰結：𝐵2 = 𝑃3
2𝐵3(⇒ 𝐸1 ≈ 𝐵1 ⊆ Im𝑃2

1𝑃3
2)

(⇒ 𝐸2 ≈ ෨𝐵2 ⊆ Im𝑃3
2)

（期待：𝐵2 ∖ 𝑃3
2𝐸3 ≠ 𝜙）

・
・
・

粗いレベルで新たにニアカーネルベクトルを抽出することで，
Multigrid法の数学的要請を担保

（ ෨𝐵：抽出したニアカーネルベクトル）

図 5.10: 提案手法を用いた SA-AMG法の粗いレベル行列生成（[B2, B̃2]は Algorithm 9の
時と同様，行列B2に B̃2の要素を最後列に追加することを示す）
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5.4 全レベル近似ニアカーネルベクトル抽出法（提案手法1）

　本章では，新たなニアカーネルベクトル抽出手法の提案を行う．まず，提案手法の概要を
説明し，数値実験を交え有用性の検証を行う．

5.4.1 手法の概要

　この節では，本研究で提案するニアカーネルベクトルを問題行列から抽出する手法につい
て説明する．

[17, 18]や [19]の手法では，最終的にレベル 1としてのニアカーネルベクトルのみを出
力している．しかし，粗いレベルのニアカーネルベクトルは，細かいレベルのニアカーネル
ベクトルだけでは不十分であり，粗いレベルにおいても抽出や追加に設定を行えるようにす
るべきではないかと考えた．図 5.1で示したように，粗いレベルのニアカーネルベクトルは
細かいレベルのニアカーネルベクトルを基に生成する．しかし，粗いレベルの行列は細かい
レベルの行列とは異なるため，このように生成されたニアカーネルベクトルが，粗いレベル
のニアカーネルベクトルとして適切であるかは不明である．ここで，レベル lにおける定常
反復法で減衰しにくい成分をElとし，その近似をBlとする．また，レベルmから nへ補
間を行う補間演算子を Pn

mとする．上記で述べたことは、つまり 5.3 節でも述べたように，
Multigrid法の数学的な理論より，

E1 ≈ B1 ⊆ ImP 1
l (P 1

l := P 1
2P

2
3 ...P

l−1
l )

となることが望ましいが，粗いレベルの行列や補間演算子を代数的に構成しているため，こ
の関係が崩れている可能性がある．そこで，粗いレベルにおいてニアカーネルベクトルを個
別に追加設定することで，計算コストの増大を低く抑えつつ，崩れていた上記の数学的関係
を補修し，細かいレベルで行えなかったニアカーネルベクトル成分の減衰を，効率よく行う
ことができると期待できる．そこで本研究では [19]の手法を基に，粗いレベルにおいてもニ
アカーネルベクトルを抽出および SA-AMG法にて追加的に設定する手法の提案，および収
束性や実行時間の評価を行った [50,51]．Algorithm 10に具体的な流れを示す．Algorithm 10

の赤字箇所は，Algorithm 9から追加された箇所である．Algorithm 10からわかるように，
本手法はAlgorithm 9を基に，粗いレベルにおいてもニアカーネルベクトルを複数本抽出で
きるように改良を加えた手法となっている．本手法ではニアカーネルベクトル候補群である
行列 Bを各階層で用意しており，最終的に各階層ごとのニアカーネルベクトルがそれぞれ
出力される．これらのニアカーネルベクトルを SA-AMG法に用いる際には，まずは先行研
究による手法と同様に，最も細かいレベルにおいて抽出されたニアカーネルベクトルを設定
し，次の粗いレベルの行列とニアカーネルベクトルを生成する．そして，粗いレベルでも同
様に，細かいレベルのニアカーネルベクトルを基に，さらに粗いレベルを生成する．本手法
ではこの際，細かいレベルをもとに生成されたニアカーネルベクトルに追加して，抽出され
たニアカーネルベクトルを用いる．この操作を最大レベル数-1まで行う．図 5.11に上記で
説明した Algorithm 10の流れを図示する．図 5.11の各段は抽出対象とするレベルを示す．
図 5.11のように，提案手法 1では先行研究を基に，各レベルにおいて抽出処理を行い，各
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Algorithm 10 提案手法 1のニアカーネルベクトル抽出提案手法
Given : B1

for level = 1 to max level − 1 do
for n = 1 to extract number do

ẽlevel ← Random()
elevel ← V cycleµ(Alevelẽlevel= 0)
Blevel ← [Blevel,elevel]
Multilevel creation(Blevel)

end for
end for
Output B1, B2, ... matrices as near-kernel vectors

Random()：乱数生成
max level：階層の最大レベル数
extract number：抽出したい本数
Alevel：レベル levelにおける問題行列A
V cycleµ(Ae = 0)：Ae = 0を対象にV-cycleを µ回適用
Blevel：レベル levelにおけるニアカーネルベクトル候補群の行列
[B,e]：行列Bの最終列へのベクトル eの追加
Multilevel creation(Bl)：行列 B を基に，補間演算子 Pl, Pl+1, ...，および階層行列
Al, Al+1, ...を再生成

レベルそれぞれのニアカーネルベクトルを抽出する．図 5.11の粗いレベルにおける抽出に
おいて，レベル 1の行列を使わないため，Multilevel creationにおいて無駄な処理が行わ
れてしまうように見える．しかし，本研究の実装では粗いレベルのみにおいて階層行列の再
構築を行い，無駄な処理は行わないようにしている．以上のように本手法では，[19]で用い
た手法に加え粗いレベルのニアカーネルベクトルも考慮しているため，粗いレベルの行列が
全体の収束性に大きな影響を与えている場合，[19]よりもさらに収束性が改善することが見
込める．
外部から入力するパラメータとして，extract numberとµが存在する．extract number

は抽出したい本数であり，著者らによる研究 [19]から，適切な本数を設定することが必要
であることが考えられる．数値実験において，抽出本数による反復回数や抽出時間への影響
の分析を行う．また µは，V-cycleを繰り返す回数であり，この値により収束性が変化する
と考えられるが，本事項については今後の課題とし，本研究では µを 20に設定し，計測を
行っている．
ここで，ここまでの手法に関してまとめた表を表 5.4に示す．本研究での提案手法であ

ることを強調するために，表 5.4の本研究の箇所を赤字で示している．表 5.4からわかるよ
うに，本研究の手法における最も大きな点としては，各階層でニアカーネルベクトルを抽出，
および設定本数の変更が可能となったことである．次節の数値実験において，粗いレベルに
おけるニアカーネルベクトル抽出本数の変更による，収束性や実行時間への影響についても
示す．
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図 5.11: 提案手法 1のニアカーネルベクトル抽出手法の概要
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表 5.4: 各論文における手法の比較と実験環境設定
[Brezina et al., 2004] [17]

（αSA）
[Nomura et al., 2016] [19]

Algorithm 10
（提案手法 1）

各レベルの設定本数 一定 一定 変更

抽出方法
全階層を 1本の

ベクトルに基づき表現
レベル 1のみ抽出 各階層で抽出

設定本数 最大 6 最大 10
最大 10（レベル 1）
最大 15（レベル 2）
最大 20（レベル 3）

プロセス数 4 512 512

問題サイズ 200,000 5,120,000 5,120,000

5.4.2 実験環境と実験内容

　本研究では 5.2.1 節と同様，東京大学情報基盤センターと筑波大学計算科学研究センター
が共同運営する，最先端共同HPC基盤施設（JCAHPC：Joint Center for Advanced High

Performance Computing）による，Oakforest-PACSスーパーコンピュータシステム [21]を
使用し数値実験を行った．Oakforest-PACSは，1ノードに 1個の Intel(R) Xeon Phi(TM)

プロセッサ（68cores，1.4GHz）と，MCDRAM（16GB，400GB/s）とDDR4（16GB×6，
1メモリ当り 19.2GB/s）メモリを搭載している（本研究では，MCDRAMのみ用いる設定
を行い，数値実験を行った）．また，Oakforest-PACSでは Intel R⃝Omni-Path（12.5GB/s）
により，各計算ノードを接続している．
数値実験では最大 8ノード使用し，計測を行った．また並列化手法については，1コア

に 1プロセス起動するフラットMPIを使用した．さらに本研究では，1.3 節に示した 3次
元弾性体の問題を使用した．問題サイズについては，1プロセスあたり 15×15×15のウィー
クスケーリング（Weak Scaling）方式による計測を行った．ウィークスケーリングは，1プ
ロセスが担当する問題サイズが一定になるように問題サイズを設定するようにしたものであ
る．そのため，プロセス数が増加するほど全体の問題サイズが増加する．また，問題行列の
各プロセスへの分割は，各軸方向へ問題を均等に分割し，それにより作成された小行列を各
プロセスへ分配する単純な方法で分割を行った．
求解部では CG法 [52]を使用し，前処理として SA-AMG法を適用している．求解部で

用いる V-cycleの各レベルの緩和法として，対称Gauss-Seidel法を 2回適用する．ただし，
領域境界では，依存関係を無視している．また節点数が 100以下になったとき，最も粗いレ
ベルとし，LU分解を行い，解を求めている．また，反復の終了条件は相対残差が 1.0×10−7

とし，反復回数の上限を 500回とした．求解部のCG法は，Fortranを用い作成を行ってい
る．また，コンパイラは Intel R⃝コンパイラ（mpiifort）を使用した．

5.4.3 数値実験と結果

　本節では，提案手法 1（Algorithm 10）の実験結果を示す．数値実験による結果を図 5.12

と図 5.13に示す．図 5.12と図 5.13はそれぞれ 1並列，512並列時の，ニアカーネルベクト
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ルの設定本数による反復回数および実行時間の変化を示している．これらのグラフでは，比
較対象として 3pと 6pを設定した際の結果も記載している．まず反復回数に着目すると，本
研究の提案手法（粗いレベルで抽出）を用いることで，反復回数の改善がみられることがわ
かる．これは，粗いレベルで追加的にニアカーネルベクトルを設定することで，粗いレベル
の行列においても効率的に誤差成分の減衰が行え，全体の反復回数が削減されたものと考え
られる．次に全体の実行時間に着目しても，1並列においては提案手法を用いることで，実
行時間が改善されることがわかる（「レベル 1のみ」の最良値である 3p+3の場合と，粗い
レベルで抽出の最良値である「粗いレベルで抽出：+5」の 3p+3を比較すると，「粗いレベ
ルで抽出」を用いることで約 10%の削減効果）．しかし，1並列における 3p+4以降，およ
び 512並列では，6pの実行時間と比べ悪化していることがわかる．これは，ニアカーネル
ベクトル本数の増加に伴い，構築部における粗いレベルの行列生成にかかる時間が増加し，
結果として収束性改善の効果以上に計算時間が悪化したためであると考えられる．実際，破
線で示した求解部のみの実行時間を見ると，「粗いレベルで抽出」が「レベル 1のみ」よりも
良い結果が得られることがわかる．これは，収束性改善効果が表れたものである．このよう
に，抽出したニアカーネルベクトルを追加で設定することによる，収束性改善と計算コスト
増加のトレードオフが発生することがわかる．
ここで，プロセス数を変化させることによる反復回数および実行時間を図 5.14と図 5.15，

および図 5.16に示す．グラフ内の要素である「従来最良」は，「レベル 1のみ」において，
「複数階層最良」は「粗いレベルで抽出」において最良のものを設定した際の値となってい
る（例として図 5.15の 1プロセスにおいて図 5.12と対応させると，「従来最良」は「レベル
1のみ」の 3p+3の値を示し，「複数階層最良」では「粗いレベルで抽出:+5」の 3p+3の値を
示している）．さらに「従来最良」および「複数階層最良」について，図 5.14は反復回数，
図 5.15は全体の実行時間，図 5.16は求解部のみの実行時間にそれぞれ着目したときに，最
良となる設定を行った場合の結果である（そのため，図 5.14，図 5.15，図 5.16の「従来最
良」と「複数階層最良」では，ニアカーネルベクトル設定本数がそれぞれ異なる）．図 5.14

より，粗いレベルでニアカーネルベクトルを抽出することにより，著者らによる先行研究で
の抽出手法（Algorithm 9）と比べ収束性の改善がみられることがわかる（複数階層最良を用
いることで，512並列において「6p」と比べ約半分，「従来最良」と比べても約 30%の削減）．
これより，粗いレベルでニアカーネルベクトルを適切な本数抽出および設定を行うことで，
高並列・大規模問題においてもニアカーネルベクトル成分を効率よく減衰させることがで
き，結果として収束性の改善がみられることがわかった．次に図 5.15に着目すると，216並
列までは複数階層最良が最も良い結果が得られていたが，512並列時では 6pと比べ悪化し
ていることがわかる．しかし，図 5.16に着目すると，複数階層最良が全体的に最も良い結
果を示すこともわかる．これは上記の図 5.13についての説明でも述べたように，ニアカー
ネルベクトルの設定本数を増やすことによる構築部の計算コスト増大によるものである．さ
らに，図 5.15および図 5.16において用いたニアカーネルベクトルの本数構成を，表 5.5と
表 5.6にそれぞれ示す．表 5.5と表 5.6における複数階層最良において，「3p+3：+4」のよ
うに表記されているが，これはレベル 1において 3本抽出，粗いレベルにおいて 4本ずつ抽
出したことを示す．表 5.5より，ニアカーネルベクトルを少数設定することで，構築部にお
ける計算コストが抑えられ，全体の実行時間が改善される傾向があることがわかる．また，
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表 5.5: 図 5.15におけるニアカーネルベクトル本数の構成
1 8 64

従来最良 3p+3 3p+3 3p+3

複数階層最良 3p+3：+4 3p+3：+3 3p+1：+3

216 512 —

従来最良 3p+1 3p+5 —

複数階層最良 3p+1：+3 3p+1：+2 —

表 5.6: 図 5.16におけるニアカーネルベクトル本数の構成
1 8 64

従来最良 3p+6 3p+5 3p+5

複数階層最良 3p+6：+5 3p+6：+5 3p+7：+5

216 512 —

従来最良 3p+4 3p+5 —

複数階層最良 3p+6：+5 3p+7：+5 —

表 5.6より，ニアカーネルベクトルを多数設定することで収束性が改善し，結果として求解
部の実行時間の改善につながることがわかる．
上記より，ニアカーネルベクトルを適切な本数設定することで，提案手法 1は有用とな

ることがわかる．しかし，適切な本数の検証には，提案手法 1ではすべてのニアカーネルベ
クトルのパターンを試す必要がある（例えば図 5.12の場合，1レベル目のニアカーネルベ
クトルを 7本，2レベル目以降は 1本と 5本，および抽出なしの 3通り存在し，本実験にお
いても合計 15通り存在する）．ニアカーネルベクトルの取りうる本数は最大で行列サイズ
分あり，すべてのパターンを網羅することは不可能である．実際に，図 5.14と図 5.15，お
よび図 5.16における，「複数階層最良」の設定本数の検証にかかった時間を図 5.17に示す．
抽出適用時間総計の割合が解法適用時間総計に比べ大きいが，これは主に 2つ要因がある．
ひとつは，ニアカーネルベクトルの本数増加に伴い，階層行列の再構成（Algorithm 10に
おけるMultilevel creation(Blevel)）のコストが増大してしまうためである．もうひとつは，
細かいレベルのニアカーネルベクトルが変更された場合，粗いレベルの行列がすべて変化し
てしまうため，その都度粗いレベルの行列に対して，再抽出を行う必要があるためである．
このグラフより，検証にかかる時間は実際の実行時間と比べ約 400～500倍となることがわ
かる．現状では，本手法を実際の問題に適用する場合に，検証に膨大な時間が必要となり，
実用上の観点から問題がある．次章ではこの問題の解決に向け，適切なニアカーネルベクト
ルの本数を予測する方法を組み込んだ手法をさらに提案し，数値実験による検証を行う．
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図 5.12: ニアカーネルベクトルの設定本数による反復回数（上）と実行時間（下）の変化：
1並列（下図における実線（丸マーカー）は全体（構築部＋求解部），破線（三角マーカー）
は求解部のみ，レベル 1のみ：著者らによる先行研究の抽出手法（Algorithm 9），粗いレ
ベルで抽出：提案手法 1（+1，+5はそれぞれ粗いレベルで 1本，5本抽出））
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5.5 予測手法付全レベル近似ニアカーネルベクトル抽出法（提案手法
2）

　本節ではさらに，ニアカーネルベクトル設定本数（Algorithm 9や Algorithm 10におけ
る extract number）の適切な設定本数を予測する手法を検討する．

5.5.1 手法の概要

　前章の実験結果や著者らによる先行研究 [19]により，著者らによる先行研究においての抽
出手法（Algorithm 9）や提案手法 1（Algorithm 10）の手法において，ニアカーネルベク
トルを適切に設定することで，収束性や実行時間において有用となる．しかし，適切なニア
カーネルベクトル本数の検証には，抽出本数の取りうるすべてのパターンを網羅する必要が
ある．5.4.3 節より，現状では検証に膨大な時間を必要としてしまい，実用面からみて大き
な問題となる．そこで本研究では，[17,18]にて用いられていた判定基準値をAlgorithm 10

の手法に組み込み，ニアカーネルベクトルの抽出を行った [53]．具体的な計算式は以下の通
りとなる．

{(Alevelelevel, elevel)/(Alevelẽlevel, ẽlevel)}1/µ

ここで，(・,・)の形で表されている式は，ベクトル同士の内積を示す．上記の式において，
ẽは抽出時の V-cycleを適用する前，eは抽出のために V-cycleを µ回適用した後のベクト
ルを示す．また，levelは level番目の階層における行列やベクトルを示す．5.2 節で述べた
ように，Algorithm 9のように V-cycleを適用することで，Me ≈ eとなる成分が残り，こ
れをニアカーネルベクトルとして階層行列の再構成を行い再びV-cycleの適用を行うことで，
前回抽出されたニアカーネルベクトル成分 eが効率よく減衰し，収束性が改善する．この
性質を利用し，十分なニアカーネルベクトルが抽出された，つまり停滞を引き起こすような
ニアカーネルベクトル成分が十分抽出され，抽出時におけるAe = 0の求解による残差が早
く減衰した場合，ニアカーネルベクトルの抽出を終了する．上記の判定基準値において，n

本目に抽出したニアカーネルベクトル eによる行列ベクトル積Aeが，n− 1本目 ẽによる
行列ベクトル積Aẽよりも十分 0に近くなれば，十分にニアカーネルベクトルが抽出された
と見なすことができ，その場合式の結果が 0に近くなる．つまり，判定基準値の結果が十分
小さい値を示した際に，これ以上のニアカーネルベクトルの追加による，収束性改善の効果
が見込めないと判断できる．この際ニアカーネルベクトルの抽出を終了することで，過剰な
ニアカーネルベクトルの抽出を抑えられると期待できる．図 5.18に，Algorithm 9適用時
の，行列AとV-cycle反復中における抽出中のニアカーネルベクトル e（Algorithm 9内で
の V cycleµ(Ae = 0)はV-cycleを µ回（本研究では 20に設定）反復させるという意味であ
り，図 5.18での反復回数はこのV-cycle反復の 1反復ごとの結果を意味する）との行列ベク
トル積のノルム ||Ae||を示す．図 5.18からわかるように，ニアカーネルベクトルの設定本
数を増やすことによりニアカーネルベクトル成分が効率よく減衰され，残差のノルム ||Ae||
が 0に近くなっていることがわかる．このように，十分なニアカーネルベクトルが抽出され
た場合，抽出時の残差ノルムが 0に近くなることが予想できるため，その時点で抽出を止め
ることがよいと考えられる．
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カーネルベクトル候補となる 1・4・7本目をそれぞれ抽出しようとしたときの結果）

Algorithm 11に，予測手法を用いたニアカーネルベクトル抽出手法（提案手法 2）の概
要を示す．Algorithm 11の青字で示した箇所は Algorithm 10（提案手法 1）からの追加箇
所である．Algorithm 11において新たな値 ϵがある．これは，ユーザー側が与えるパラメー
タとなっており，この値よりも判定基準値が小さい場合，そのレベルにおける抽出は十分で
あると判断し，次のレベルの抽出に移る．次節で，Algorithm 11の手法による有用性を数
値実験により示す．

5.5.2 実験内容

　本節では，予測手法付きニアカーネルベクトル抽出手法（提案手法 2）における数値実験
の結果を示す．実験環境は 5.4.2 節と同様であるため，割愛する．以下より，数値実験の内
容とその結果を示す．
本実験では，提案手法 2の有用性検証に向けた数値実験の内容について述べる．この実

験ではまず予備実験として，反復回数と予測式の関係を，問題サイズ 10×10×10の小規模
な問題上において示す．次に，ウィークスケーリング方式による実験で，提案手法 2の有用
性を示す．ここでAlgorithm 11および 5.5 節で述べたように，提案手法 2では閾値 ϵを設定
する必要がある．本研究では閾値設定の際，各レベルで異なる値を設定し，計測を行った．
これについての具体的な設定数値を表 5.7および表 5.8に示す．表 5.7および表 5.8のよう
に，本研究では階層行列の最大レベル数に応じて，閾値 ϵの設定を変更している（本実験で
はウィークスケーリング方式による計測であるため，プロセス数の増加とともにレベル数
が増加する．今回の場合，1並列および 8並列では 3レベル，64並列および 216並列では 4
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Algorithm 11 予測手法付きニアカーネルベクトル抽出手法
Given : B1

for level = 1 to max level − 1 do
for n = 1 to extract number do

ẽlevel ← Random()
elevel ← V cycleµ(Alevelẽlevel= 0)
if (Alevelelevel, elevel)/
(Alevelẽlevel, ẽlevel)}1/µ < ϵlevel then break
Blevel ← [Blevel,elevel]
Multilevel creation(Blevel)

end for
end for
Output B1, B2, ... matrix as near-kernel vectors

Random()：乱数生成
max level：階層の最大レベル数
extract number：抽出したい本数
Alevel：レベル levelにおける問題行列A
V cycleµ(Ae = 0)：Ae = 0を対象にV-cycleを µ回適用
Blevel：レベル levelにおけるニアカーネルベクトル候補群の行列
[B,e]：行列Bの最終列へのベクトル eの追加
Multilevel creation(Bl)：行列Bを基に，補間演算子 Pl, Pl+1, ...，および

階層行列Al, Al+1, ...を再生成
ϵlevel：判定基準値の閾値

レベル，512並列は 5レベルとなる）．さらに，レベル数が下がるごとに，閾値 ϵが低くな
るように設定を行っている．著者らによる研究から，細かいレベルは問題サイズが大きいた
め，ニアカーネルベクトル設定本数の増加により，計算コストが大きく増加し，結果として
全体実行時間へ大きく影響してしまうこともわかっている．これを緩和するため表 5.7およ
び表 5.8のように，本実験では粗いレベルにおいて，閾値 ϵを低く設定することでニアカー
ネルベクトル抽出本数を増やし，ニアカーネルベクトル成分の減衰をより厳密に行うように
した．また，閾値 ϵの値を高く設定することで，ニアカーネルベクトルの抽出本数が少なく
なる．これにより，計算コストが減少するが，収束性が悪化することが考えられる．これを
検証するために，表 5.7は閾値 ϵを低く設定，表 5.8は高く設定しており，それぞれの閾値
ϵによる検証実験も行った．ここまで閾値 ϵについて述べてきたが，表 5.7および表 5.8の
ような設定は，以上のような経験則に基づいており，すべての問題で同じ設定が適用できる
かは不明である．そのため，閾値 ϵの設定手法の確立は今後の課題とする．

5.5.3 数値実験と結果

　本節では，提案手法 2（Algorithm 11）における結果を示す．まず，予備実験における結
果を図 5.19に示す．「予測式」については，3p+n本目を抽出した際に計算された時の予測
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表 5.7: 各レベルにおける ϵの値（全体実行時間優先）
ϵの値

最大レベル数 Level 1 Level 2 Level 3 Level 4

3 0.250 0.156 — —

4 0.400 0.250 0.156 —

5 0.640 0.400 0.250 0.156

表 5.8: 各レベルにおける ϵの値（収束性優先）
ϵの値

最大レベル数 Level 1 Level 2 Level 3 Level 4

3 0.100 0.070 — —

4 0.143 0.100 0.070 —

5 0.204 0.143 0.100 0.070

式の結果を示している（例として 3p+1における値は，1本目を抽出した際に算出された値
となっており，本実験では約 0.22を示した）．図 5.19より，3p+3から 3p+4にかけて，反
復回数の改善が効率よく行われていないことがわかる．これより，ニアカーネルベクトルの
設定本数増加により計算コストが増大することを考慮すると，本実験の問題設定では 3p+3

が適切な本数設定である．それと同時に，3p+3から 3p+4にかけて予測式の結果が大きく
下がっていることがわかる．これらより，本実験の問題設定では，閾値 ϵを 0.1に設定する
ことで，予測式による適切な本数の設定が可能となる．これは実際にすべてのパターンを計
測したため判明した事実であり，5.5.2 節でも述べたように，閾値 ϵの設定は今後の課題と
し，次の実験では表 5.7および表 5.8の値を使用した．
次の実験では，実際に提案手法 2を用いたウィークスケーリングにおける結果を示す．

この実験による実行時間を図 5.20および図 5.21に示す．グラフの要素である「提案手法 1」
は，提案手法 1において図 5.12や図 5.13のように，1レベル目を 7本，2レベル目以降を
5本抽出するまでのすべて組み合わせを試し，実行時間においてすべての組み合わせにおけ
る最小，最大，平均を算出したものとなる（つまり, （最小）は提案手法 2における理想の
結果であり，提案手法 2を用いることで低コストで（最小）に近づくことが目的となる）．
図 5.20より，全体の実行時間を考え，構築部の実行時間を抑えるために閾値を高く設定した
場合，全体の実行時間は従来（最小）とほぼ同等となることがわかる．しかし求解部の実行
時間に着目すると，提案手法は従来（最小）と比べ悪化していることがわかる．また図 5.21

より，求解部の実行時間を考え，逆に閾値を低く設定した場合，全体の実行時間は提案手法
1と比べ悪化しているが，求解部の実行時間は従来（最小）と同等か，さらに改善すること
がわかる．これらは，閾値を高く設定した場合，ニアカーネルベクトルの抽出本数を抑える
ため，構築部の実行時間が改善するが，収束性が悪化し求解部の実行時間が増大するためで
ある．逆に，低く設定するとその逆の効果が得られることがわかる．実際，表 5.9からもそ
の事実は明らかである．表 5.9は提案手法 2をそれぞれの閾値設定で実行した場合の反復回
数を示している．この表より，上記で述べたように，閾値を高く設定した表 5.7では反復回
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図 5.19: 予備実験：予測式と反復回数の結果（問題サイズ：10×10×10，1並列）

数が多く，閾値を低く設定した表 5.8は反復回数が少ないことがわかる．ここで，提案手法
2（閾値 ϵ設定：表 5.8）における結果が従来（最小）よりも改善していることがわかる．こ
れは，提案手法 1の結果では 1レベル目を 7本，2レベル目以降を 5本抽出するまでの組み
合わせまでのみしか検証していないが，提案手法 2により，より多くのニアカーネルベクト
ルを使用するという判断をしたためである．このように提案手法 2を用いることで，パター
ンが膨大であり通常では検証できない組み合わせにおいても，低コストで判断できること
がわかる．ここで，前実験と同様に，適切なニアカーネルベクトルの設定本数検証の時間を
図 5.22に示す．図 5.22より，提案手法 2を用いることで，従来問題となっていたニアカー
ネルベクトルの本数設定に対する検証時間が約 90%減と，大きく削減されていることがわ
かる．これより提案手法を用いることで，実際に運用する際にも低コストで容易に運用可能
となると考えられる．
以上より，本論文の提案手法 2では，用途に応じて閾値 ϵを適切に設定することで，従

来手法と比べ低コストで改善がみられることがわかった．より詳細な内容としては，与えら
れた問題行列が解法適用時に毎回異なる場合には，表 5.7のように閾値 ϵを高く設定する，
対して反復回数を多く必要とする悪条件の問題や，元の問題設定は変えずに右辺ベクトル b

の設定を変更する（この場合，構築部での粗いレベルの問題作成を 1回行えば，そのまます
べての計算に同じ階層行列を使用できる）場合には，表 5.8のように低く設定することで，
本手法が高い効果を発揮できると考えられる．
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図 5.20: 提案手法 2（Algorithm 11）を用いた際の実行時間の結果（表 5.7の閾値 ϵを使用．
実線は全体の実行時間，構築部＋求解部，破線は求解部のみの時間を示す，提案手法 1：提
案手法 1を用いて全パターン網羅したときの最小・最大・平均の実行時間，提案手法 2：提
案手法 2を使用）

表 5.9: 提案手法 2（Algorithm 11）による反復回数
1 8 64 216 512

提案手法 1（最小） 7 8 9 10 10

提案手法 2（閾値 ϵ設定：表 5.7） 12 11 17 20 24

提案手法 2（閾値 ϵ設定：表 5.8） 8 10 7 7 8
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図 5.21: 提案手法 2（Algorithm 11）を用いた際の実行時間の結果（表 5.8の閾値 ϵを使用．
グラフの要素は図 5.20と同様）
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図 5.22: 提案手法 2（Algorithm 11）による適切なニアカーネルベクトル設定本数検証にか
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提案手法 2を使用）
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5.6 固有値計算法を用いた粗レベル補間近似ニアカーネルベクトル
抽出法（提案手法3）

　本節では，本研究で提案する 2つめの抽出手法である，粗いレベルにおける固有値計算法
を用いたニアカーネルベクトル抽出手法について説明する．

5.6.1 手法の概要

　 5.4 節や 5.5 節にて述べた手法では，V-cycleを用いてニアカーネルベクトルを 1本づつ
抽出する．そのため，抽出本数により抽出時間が増加してしまう．これにより，ニアカーネ
ルベクトル抽出コストが，実際に解法を適用し連立一次方程式を解くコストと比べ，大きく
なってしまう問題がある．
そこで，Bootstrap AMG法 [48,49]と提案手法 1を基に，任意の粗いレベルにおいて固

有値解析を実施し補間を行い，ニアカーネルベクトルを複数階層において抽出，および設定
する手法を提案し評価を行った [54]．概要をAlgorithm 12およびAlgorithm 13に示す．ま
ず，Algorithm 12について説明する．Algorithm 12は，レベル 1のみを対象にニアカーネ
ルベクトルを抽出する手法である．この手法ではまず，任意の最大レベル数以下の数 L̂を入
力する（1行目）．そして，そのレベルにおいて，固有値解析を実施する（4行目）．その後，
補間演算子 P 行列とスムーザを用いて，細かいレベルに移動する．粗いレベルにおいての
抽出を行いたい場合は，Algorithm 12に加え，Algorithm 13の処理を行う．Algorithm 13

は，Algorithm 10（提案手法 1）に基づいており，粗いレベルにおけるニアカーネルベクト
ルの抽出を行う際には，まずAlgorithm 12において抽出されたニアカーネルベクトルを基
に階層行列の再作成を行い，階層行列の更新を行う．次に粗いレベルのニアカーネルベクト
ルを算出するのだが，本手法では提案手法 1とは異なり，補間演算子 R行列のみを用いて
行列行列積を行い，最終的に算出された各レベルの行列群 Ŵ2, ..., ŴL̂をニアカーネルベク
トルとして出力する．
ここで，実際に提案手法 2（Algorithm 11）の抽出および検証時間と，収束までにかかっ

た計算時間を比較したグラフを図 5.23に示す．図 5.23からわかるように，抽出および検証
時間は従来よりも大幅に改善したものの，解法を適用して連立一次方程式を解く時間と比較
すると，まだ抽出コストが大きいことがわかる．そこで上記で説明したように，粗いレベル
において固有値解析を実施することで，低コストで複数本のニアカーネルベクトルを抽出
できると期待できる．また，粗いレベルにおいてもニアカーネルベクトルの抽出を行うこと
で，さらに高い収束性能を発揮できると考えられる．

5.6.2 実験内容

　本実験では，1.3 節にて示した 3次元弾性体問題と，5.2.2 節で用いた 2次元定常熱伝導問
の 2つの問題に対し，それぞれ実験を行った結果を示す．

3次元弾性体問題に対する実験では，1プロセスと 64プロセスの，2つの環境下におい
てそれぞれ計測を行った．Algorithm 12において，抽出の際に固有値解析を実施する必要
があるが，今回の実験では，1プロセス時においては Lapackライブラリの固有値計算法の
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図 5.23: 5.5 節の実験における提案手法 2の抽出および検証時間（提案手法 2抽出時間）と
SA-AMG前処理付 CG法の解法適用時間（実行時間）

関数（dsyev）[55]を用いた．また，64プロセス時では，Scalapackライブラリの固有値計
算法の関数（pdsyev）[56]を適用した場合と，正定値対称な疎行列向けの固有値計算法であ
る Lanczos法を 300反復適用した場合の 3つにおいて，それぞれ実験結果を示す．また，2

次元定常熱伝導問題における実験では，1プロセスのみ用いて計測を行い，Algorithm 12の
固有値計算法は Lapackを用いた．

5.6.3 数値実験と結果

　本実験では 1.3 節で示した 3次元弾性体問題に加え，5.2.2 節で用いた 2次元定常熱伝導
問題に適用したときの実験結果をそれぞれ示す．本実験における比較対象を表 5.10に示す．
本実験では比較のため，著者らの研究で従来用いていた抽出手法（Algorithm 9）と，提案手
法 1（Algorithm 10）を適用した際の結果も示す．また，本実験では第 1レベルのニアカー
ネルベクトルに関しては，表 5.11に示すような本数の抽出および設定をそれぞれ行った．
表 5.11の 3pと 6pは弾性体問題の問題設定から予想されるニアカーネルベクトルである．
また，第 1レベルにて抽出したニアカーネルベクトルを用いる際には，3pに追加する形で
設定を行っている（3p+1，3p+2，...）．「提案手法 1」（Algorithm 10）と「提案手法 3（粗
いレベルあり）」（Algorithm 13）に関しては，粗いレベルでのニアカーネルベクトル設定
本数によりさらに性能が変化する．そのため，実験結果を示す際には，粗いレベルで最良の
本数を設定したときの結果を示している．
まず，1並列時の結果を図 5.24から図 5.26に示す．3つの図はそれぞれ各手法を用いた

時の抽出時間，反復回数，構築部と求解部の実行時間を合計した全体実行時間と求解部の
みの実行時間をそれぞれ示している．まず，図 5.24より，従来手法である Algorithm 9や
Algorithm 10では，抽出時間が本数とともに大きく増加してしまっていることがわかる．し
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Algorithm 12 ニアカーネルベクトル抽出手法：提案手法 3（レベル 1のみ）

Given : L̂
for l = L̂ to 1 do
if l == L̂ then

WL = {wκ
l |Alw

κ
l = λκ

l w
κ
l , κ = 1, ..., ke}

else
wκ
l = P l

l+1w
κ
l+1, λ

κ
l = λκ

l+1, κ = 1, ..., ke
for κ = 1 to ke do
Relax on Alw

κ
l = 0

end for
end if

end for
Output W1 matrix as near-kernel vectors

L̂：固有値解析の対象とする最大レベル以下の任意のレベル
Al：レベル lにおける問題行列A
P l
l+1：レベル l + 1から lへ補間を行う Prolongation行列

かし，提案手法 3であるAlgorithm 12を用いることで，抽出時間を少なく抑えることがで
き，3p+7において約 90%程度の改善効果がみられることが分かった．表 5.12に各レベル
における未知数個数を示す．表 5.12からわかるように，提案手法 3（Algorithm 12）にお
いて実際に固有値解析を実施しているレベル 2では，本実験の問題設定においては未知数
個数が 125程度と小さくなる．そのため，抽出時間を低く抑えることが可能となる．また，
図 5.25と図 5.26より，提案手法 3（Algorithm 12）は，著者らによる先行研究での抽出手
法や提案手法 1と比べ，ほぼ同等の収束性能や実行時間削減効果を示していることがわか
る．これより，1並列においては，今回の手法であるAlgorithm 12やAlgorithm 13を用い
ることで，著者らによる先行研究での抽出手法や提案手法 1と比べ低コストで比較的性質の
よいニアカーネルベクトルの抽出が行えることがわかった．
次に，64並列における結果を示す．5.6.2 節でも述べたように，本実験では Scalapackの

関数（pdsyev）と Lanczos法の 2種類を適用したときの結果を示す．本実験では，抽出時間
と収束性のみに着目する．実験結果を図 5.27と図 5.28に示す．図 5.27と図 5.28はそれぞ
れ抽出時間と反復回数を，各手法において実行した際の結果を示している．まず図 5.27よ
り，Scalapackを用いた手法は，著者らによる先行研究での抽出手法や提案手法 1と比べ大
きく抽出時間がかかってしまっていることがわかる．これは，本実験はウィークスケーリン
グなため，2レベル目においても未知数個数が十分な粗さを確保できていないことに加え，
Scalapackでは密行列を対象としており，疎行列から密行列への変換および固有値解析自体
に大きなオーバーヘッドがかかってしまったためである．一方，Lanczos法による手法では，
著者らによる先行研究での抽出手法や提案手法 1と比べても抽出時間が低く抑えられている
ことがわかる．これは，Lanczos法は疎行列向け固有値計算法であり，Scalapackを用いた
場合と比べ低コストで抽出できたためである．次に，図 5.28に着目すると，Lanczos法を
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Algorithm 13 提案手法 3における粗いレベルのニアカーネルベクトル設定方法

Given : L̂
Given : W1, ...,WL̂

for l = 1 to L̂ do
Multilevel creation(Wl)
Ŵl+1 = Rl+1

l Wl

end for
Output Ŵ2, ..., ŴL̂ matrices as near-kernel vectors

L̂：固有値解析の対象とする最大レベル以下の任意のレベル
L：最大レベル数
Al：レベル lにおける問題行列A
Rl+1

l ：レベル lから l + 1へ縮約を行うRestriction行列
Multilevel creation(W )：行列 W を基に，補間演算子 Pl, Pl+1, ...，および階層行列
Al, Al+1, ...を再生成

表 5.10: 実験 1における比較対象
表記 内容

著者らの先行研究 著者らによる先行研究の抽出手法（Algorithm 9）[19]を使用
提案手法 1 提案手法 1（Algorithm 10）を使用

提案手法 3（粗いレベルなし） 提案手法 3（Algorithm 12）を使用

提案手法 3（粗いレベルあり）
提案手法 3（Algorithm 12）+

粗いレベルでニアカーネルベクトルを設定 （Algorithm 13）

使用した手法では若干悪化しているものの，どの手法もほぼ同様の収束性能を示すことがわ
かった．本研究で用いたLanczos法は 300反復適用した際の近似的な結果であり，Scalapack
はQR法を用いた厳密な固有値と固有ベクトルの解である．そのため，Lanczos法を用いた
手法にみられた収束性の悪化に関しては，Restart付きの Lanczos法などを用い解の精度を
高めることで，さらに改善すると考えられる．
ここで，提案手法 3を用いることによる抽出時間の有用性について，提案手法 1や提案

手法 2と比較を行い示す．各提案手法の抽出時間を図 5.29に示す．図 5.29より，提案手法
3を用いることで，提案手法 1より約 99%，提案手法 2（閾値設定：表 5.7）より約 75%，提
案手法 2（閾値設定：表 5.8）より約 90%のニアカーネルベクトル抽出コストの削減効果が
得られることがわかった．以上より，提案手法 3であるAlgorithm 12やAlgorithm 13を用
いることで，抽出手法を抑えつつ，著者らによる先行研究での抽出手法や提案手法 1と同等
の高い収束性能を発揮できることがわかった．また，今回はAlgorithm 12の固有値計算法
と適用する箇所において，Lapackの固有値計算関数と Lanczos法のみを用いたが，その他
の手法を適用することによる結果の分析も必要であると考えられる．次の実験では，他問題
への有用性の検証として，2次元定常熱伝導問題における実験結果を示す．
次に，実験 2の結果を示す．本実験は 2次元定常熱伝導問題における実験結果を示す．本
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表 5.11: 第 1レベルのニアカーネルベクトル抽出本数
表記 内容
3p 平行移動成分 (X,Y, Z) (本数: 3)

6p 3p (本数: 3) + 回転成分 (X,Y, Z) (本数: 3)

3p+1,3p+2,...
3p (本数: 3) + レベル 1で抽出された
ニアカーネルベクトル (最大本数: 7)

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

10.0

12.0

14.0

16.0

18.0

3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7

実
行
時
間
[秒
]

第1レベルのニアカーネルベクトル抽出本数

著者らの先行研究

提案手法1

提案手法3（粗いレベルなし）

提案手法3（粗いレベルあり）

図 5.24: 実験 1：1並列時の抽出時間（凡例の詳細は表 5.10に記載）

実験では，1コアのみを用いて実験を行った．また本実験では比較対象として，ポアソン方
程式や拡散方程式のニアカーネルベクトルとして知られている定数ベクトル (1, 1, ...)T を，
ニアカーネルベクトルとして設定した際の結果を 1pとして記載している．結果を表 5.13と
表 5.14に示す．表 5.13はそれぞれの手法を用いた際の反復回数を示している．本実験で
は，提案手法 3（Algorithm 12）の手法における固有値解析を実施する対象のレベルに関し
て，レベル 3において適用した結果も示している．不均質性が強い問題では条件数が大き
くなり，それに伴い収束性も悪化する（これは 5.2.2 節にて示した）．しかし，いずれの手
法においても，ニアカーネルベクトルを適切に設定することで，高い収束性を発揮している
ことがわかる．以上より，ニアカーネルベクトルを適切に設定することで収束性が改善し，

表 5.12: 実験 1：1並列時の各レベルの未知数個数
Level # of DOF

1 3375

2 125

3 6
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図 5.25: 実験 1：1並列時の反復回数（内容は図 5.24と同様）

特に不均質性が強い，条件数が大きい問題に対して高い効果を発揮することがわかる．次に
表 5.14に着目する．表 5.14は，それぞれのニアカーネルベクトル抽出手法において，ニア
カーネルベクトル抽出にかかった時間を示している．表 5.14より，本実験では提案手法 3

（Algorithm 12）による抽出時間が，著者らによる先行研究での抽出手法や提案手法 1と比
べ遅くなってしまっていることがわかる（最大 74倍）．ここで，表 5.15に着目する．表 5.15

は，各レベルにおける未知数個数を示している．表 5.15と表 5.12のレベル 2を比較すると
わかるように，本実験の問題設定では，レベル 2においても未知数個数が多い．そのため，
固有値解析の計算時間を多く必要としたため，提案手法 3（Algorithm 12）の抽出時間が悪
化している．しかし，提案手法 3（Algorithm 12）における固有値解析を実施するレベルを
1つ下げ，レベル 3において固有値解析を実施することで，抽出時間を約 99%削減できるこ
とがわかる．一方，表 5.13より，反復回数が若干悪化していることもわかる．これは，レ
ベルを 1段下げたことで，問題行列の表現できる空間が小さくなり，それに伴い固有値解析
による固有ベクトルの張る空間が小さくなったことで，与えられた問題行列における低周波
なニアカーネルベクトル成分をとらえることができなくなったためであると考えられる．こ
のように，提案手法 3（Algorithm 12）において固有値解析を実施するレベルによる，抽出
時間と反復回数はトレードオフの関係があり，さらに分析する必要があると考えられる．
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図 5.26: 実験 1：1並列時の全体実行時間（下図における実線（丸マーカ）は全体（構築部+
求解部），破線（三角マーカ）は求解部のみ，凡例の詳細は表 5.10に記載）

表 5.13: 2次元定常熱伝導問題：反復回数
ニアカーネルベクトル設定本数

1p 1p+1 1p+2 1p+3 1p+4

著者らの先行研究 81 4 4 3 3

提案手法 1 — 4 4 3 3

提案手法 3（粗いレベルなし） — 6 4 4 3

提案手法 3（粗いレベルあり） — 6 4 4 3

提案手法 3（粗いレベルなし）
（レベル 3で固有値解法適用）

— 6 5 4 3

表 5.14: 2次元定常熱伝導問題：抽出時間 [秒]
ニアカーネルベクトル設定本数
1p+1 1p+2 1p+3 1p+4

著者らの先行研究 5.20 11.14 18.17 26.61

提案手法 1 19.72 30.10 43.24 57.58

提案手法 3（粗いレベルなし） 379.68 379.68 379.68 379.68

提案手法 3（粗いレベルあり） 385.36 385.36 385.36 385.36

提案手法 3（粗いレベルなし）
（レベル 3で固有値解法適用）

2.33 2.33 2.33 2.33
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図 5.27: 実験 1：64並列時の抽出時間（上：Scalapackの関数を使用，下：Lanczos法を使
用，凡例の詳細は表 5.10に記載）

表 5.15: 実験 2：1並列時の各レベルの未知数個数
Level # of DOF

1 51200

2 8550

3 884

4 131

5 21
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図 5.28: 実験 1：64並列時の反復回数（上：Scalapackの関数を使用，下：Lanczos法を使
用，凡例の詳細は表 5.10に記載）
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いる固有値解析手法に Lanczos法を用いた際の結果）



5.7. 様々な問題への適用 81

5.7 様々な問題への適用

　ここまで，3次元弾性体問題と 2次元定常熱伝導問題を対象に実験を行ってきた．本章では，
他問題に対する有用性の検証のため，Texas A&M大学のSuiteSparse Matrix Collection [20]

から取得した行列を用い，合計 7個の問題で計測した．使用した問題を表 5.16，使用した
問題行列の形状を図 5.30に示す．表 5.16は，行数の小さい順に問題を並べている．本実験
では，構造・流体解析問題を中心に，様々な大きさや条件数の持つ問題行列を使用した．ま
た，実験環境は 5.4 節と 5.6 節と同様のものを用いた．また，すべて逐次で実行した際の結
果となっている．
本実験により得られた反復回数，構築部と求解部双方を足した全体の実行時間，求解部

のみの実行時間，さらに抽出時間をそれぞれ表 5.17から表 5.21に示す．それぞれの表にお
ける要素において，SGSは対称Gauss-Seidel法を前処理に用いた CG法である．また，他
は SA-AMG法を前処理としたCG法において，抽出なしはニアカーネルベクトルとしてす
べての要素が 1の定数ベクトルを使用した際の結果，提案手法 1は Algorithm 10，提案手
法 3はAlgorithm 12とAlgorithm 13の手法を用いてニアカーネルベクトルの抽出を行った
時の，最良の結果となっている．まず，表 5.17において，提案手法を用いることで，他の
ニアカーネルベクトルを抽出しない手法と比べ改善されていることがわかる．これは，ニア
カーネルベクトル抽出による収束性削減の効果によるものである．次に，表 5.18に着目す
ると，提案手法 3が他の手法と比べ比較的良い結果を示すことがわかる．これは，表 5.19や
表 5.21より，収束性改善に伴う解法適用時間の削減も要因のひとつであるが，とりわけ提
案手法 3の抽出時間の改善効果が大きく，これが表れたものであると考えられる．ここで，
表 5.19と表 5.20に着目すると，問題サイズが比較的小さい問題においては，提案手法の実
行時間に優位性があまり見られないことがわかる．これは，1反復の計算量が小さいために，
収束性改善の効果よりも，ニアカーネルベクトル設定に伴う計算コストのほうが大きくなっ
てしまったためであると考えられる．例外として，ex10は提案手法が有用であるが，これは
反復回数が 85%から 90%と大きな削減効果を示しており，結果として計算コスト増加より
も改善効果が大きくなったためであると考えられる．また，比較的大きい問題においては，
提案手法が優れており，特に af shell1においては，SGSを前処理とした単純な CG法では
収束しなかったが，提案手法を用いることで，大きく反復回数を削減することに成功してい
る．また，今回の 2つの提案手法で比較を行うと，基本的に提案手法 1のほうが提案手法 3

よりも反復回数や実行時間の面で有用であることがわかる．しかし抽出時間に着目すると，
表 5.21からわかるように，提案手法 3のほうが低く抑えられることがわかる．例外として
af shell1は提案手法 3のほうが抽出時間が遅くなっているが，これは af shell1ではレベル
2においても十分に粗くならなかったため，固有値解析の実施に時間がかかってしまったた
めである．これは，固有値解析を実施するレベル（Algorithm 12の L̂）を今回は 2に設定
したが，これを 3以降にする，または別の固有値計算法を用いるなどの対策をする必要があ
る．提案手法 3の収束性は，固有値解析を実施したレベルにおける固有値分布に影響されて
いると考えられる．そこで以下より，固有値分布による分析を行った結果を示す．
ここで，提案手法 3についての分析を行うため，問題サイズが最も小さい ex10と 2番目

に小さい bcsstk28において，1レベルめと 2レベルめの固有値分布を図 5.31と図 5.33に示
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表 5.16: 使用した問題リスト
問題名 # of rows # of nnz kind 条件数

ex10 2,410 54,840
Computational Fluid
Dynamics Problem

9.10e+11

bcsstk28 4,410 219,024 Structural Problem 9.45e+08
s1rmq4m1 5,489 262,411 Structural Problem 1.81e+06

fv2 9,801 87,025 2D/3D Problem 8.81e+00

Pres Poisson 14,822 715,804
Computational Fluid
Dynamics Problem

2.04e+06

s3dkq4m2 90,449 4,427,725 Structural Problem -
af shell1 504,855 17,562,051 Structural Problem Sequence -

表 5.17: 各問題における各手法による反復回数（SGS：対称Gauss-Seidel前処理付 CG法，
抽出なし：ニアカーネルベクトルとしてすべての要素が 1の定数ベクトルを使用，提案手法
1：Algorithm 10を用いたときの最良値，提案手法 3：Algorithm 12+Algorithm 13を用い
たときの最良値）

問題名 SGS 抽出なし 提案手法 1 提案手法 3

ex10 369 63 36 48
bcsstk28 1,543 613 355 475
s1rmq4m1 282 120 29 72

fv2 16 5 3 3
Pres Poisson 276 34 25 30
s3dkq4m2 3574 660 275 429
af shell1 （収束せず） 418 86 157

す．提案手法 3は，粗いレベルで固有値計算法を用いているため，粗いレベルの固有値分布
により，抽出するニアカーネルベクトルの性質に影響することが考えられる．反復回数に着
目すると，ex10においては提案手法 1が 36回，提案手法 3が 48回と，提案手法 3は提案手
法 1とほぼ同等の収束性を示すことがわかった．しかし，bcsstk28においては提案手法 1が
355回，提案手法 3が 475回と，提案手法 3の収束性が悪いことがわかる．そのうえで ex10

の固有値分布を示した図 5.31に着目すると，2レベルめでは，1レベルめ最小固有値を完全
には表現できていないが，ある程度近似できていることがわかる．しかし，bcsstk28の固有
値分布を示した図 5.33に着目すると，2レベルめの固有値は 1レベルめの固有値をよく表
現できていないことがわかる．これより，提案手法 3は粗いレベルの固有値分布により，抽
出するニアカーネルベクトルの性質に影響することがわかった．また，図 5.32や図 5.34よ
り，性質のよいニアカーネルベクトルを設定することで，前処理後の固有値分布も改善する
こともわかる（特に図 5.34でこの傾向がよく見られる）．今後の課題として，他の問題に対
しても同じような分析を行い，同様の傾向がみられるかを検証する必要がある．
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ex10 bcsstk28 s1rmq4m1

fv2 Pres_Poisson s3dkq4m2

af_shell1

図 5.30: 使用した問題行列の形状図

表 5.18: 各問題における各手法による総実行時間（抽出部+構築部+求解部）
問題名 SGS 抽出なし 提案手法 1 提案手法 3

ex10 5.53e-01 3.23e-01 1.12e+00 2.98e-01
bcsstk28 7.63e+00 9.77e+00 8.76e+00 7.93e+00
s1rmq4m1 1.76e+00 2.56e+00 5.30e+00 1.94e+00

fv2 4.41e-02 1.02e-01 4.56e+00 8.87e-01
Pres Poisson 4.36e+00 1.99e+00 1.21e+01 2.30e+00
s3dkq4m2 3.69e+02 2.41e+02 1.93e+02 1.82e+02
af shell1 - 5.73e+02 4.36e+02 1.57e+03

表 5.19: 各問題における各手法による解法適用実行時間（構築部+求解部）
問題名 SGS 抽出なし 提案手法 1 提案手法 3

ex10 5.53e-01 3.23e-01 2.10e-01 2.54e-01
bcsstk28 7.63e+00 9.77e+00 5.92e+00 7.88e+00
s1rmq4m1 1.76e+00 2.56e+00 9.25e-01 1.87e+00

fv2 4.41e-02 1.02e-01 2.54e-01 2.52e-01
Pres Poisson 4.36e+00 1.99e+00 1.84e+00 2.12e+00
s3dkq4m2 3.69e+02 2.41e+02 1.15e+02 1.76e+02
af shell1 - 5.73e+02 1.49e+02 2.62e+02
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表 5.20: 各問題における各手法による求解部実行時間
問題名 SGS 抽出なし 提案手法 1 提案手法 3

ex10 5.53e-01 3.02e-01 1.78e-01 2.29e-01
bcsstk28 7.63e+00 9.71e+00 5.78e+00 7.75e+00
s1rmq4m1 1.76e+00 2.46e+00 6.79e-01 1.65e+00

fv2 4.41e-02 5.50e-02 4.61e-02 4.56e-02
Pres Poisson 4.36e+00 1.78e+00 1.40e+00 1.69e+00
s3dkq4m2 3.69e+02 2.392+02 1.10e+02 1.71e+02
af shell1 - 5.68e+02 1.34e+02 2.46e+02

表 5.21: 各問題における各手法による抽出時間
問題名 提案手法 1 提案手法 3

ex10 9.08e-01 4.44e-02
bcsstk28 2.85e+00 5.17e-02
s1rmq4m1 4.37e+00 6.67e-02

fv2 4.31e+00 6.36e-01
Pres Poisson 1.02e+01 1.72e-01
s3dkq4m2 7.80e+01 6.16e+00
af shell1 2.87e+02 1.31e+03
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図 5.31: ex10における各レベルの固有値分布（左：レベル 1，右：レベル 2）
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図 5.32: ex10における前処理適用後の行列の固有値分布（抽出なし：ニアカーネルベクト
ルの抽出を行わない SA-AMG法，提案手法 3：提案手法 3を使用しニアカーネルベクトル
の抽出を行った SA-AMG法，提案手法 1：提案手法 1を使用）
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図 5.33: bcsstk28における各レベルの固有値分布（左：レベル 1，右：レベル 2）
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図 5.34: bcsstk28における前処理適用後の行列の固有値分布（抽出なし：ニアカーネルベク
トルの抽出を行わない SA-AMG法，提案手法 3：提案手法 3を使用しニアカーネルベクト
ルの抽出を行った SA-AMG法，提案手法 1：提案手法 1を使用）
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5.8 抽出したニアカーネルベクトルの妥当性検証

　ここまでで，ニアカーネルベクトルの新たな抽出手法の提案を行い，有用性について実験
を交え示してきた．本節では，本研究において提案した抽出手法により抽出されたニアカー
ネルベクトルが，真のニアカーネルベクトルを適切に表現できているか，および収束性への
影響の分析を行った結果を示す．本検証を行うにあたり，以下のような 2つの実験を行った
（それぞれニアカーネルベクトル検証実験 1，2とする）．

1. cos類似度による類似度計算

2. 抽出されたニアカーネルベクトルに含まれるエラー成分の算出

まず，実験 1である cos類似度による類似度計算実験の内容を説明する（cos類似度は，
あるベクトル aと bに対し，cosθ = (a, b)/||a||||b||により算出される値を示す）．ここで，
以下より行う実験ではすべて，与えられた問題行列から算出された固有ベクトルを真のニ
アカーネルベクトルとし，実験を行っている（固有ベクトル算出には Lapackライブラリの
dsyev関数 [55]を使用，固有ベクトルは対応する固有値の小さい順に並ぶ）．手順は以下の
通りである．

1. 問題行列から固有ベクトルを固有値計算ライブラリにより算出

2. 抽出したベクトルと算出された固有ベクトルそれぞれにおいて，すべての取りうるパ
ターンに対して cos類似度を計算する．

3. cos類似度が最も 1に近いものを算出

上記の手順により，小さい固有値に対応する固有ベクトルに対して，cos類似度が最も 1

に近くなれば，ニアカーネルベクトル成分を適切に表現できているとみなすことができる．
つまり，ニアカーネルベクトル抽出手法により，理想的なベクトルが抽出できているとみる
ことができる．
以下より，本実験による実験結果を示す．実験環境は 5.4 節や 5.6 節と同様のものを用

いた．また，1.3 節に示した 3次元弾性体の問題に対し，逐次環境で実験を行っている．は
じめに，提案手法 1において上記の実験を行った際の結果を表 5.22および図 5.35に示す．
まず表 5.22の項目「最類似固有ベクトル番号」に着目すると，比較的小さい番号を示して
いることがわかる．これより，抽出したニアカーネルベクトルが 0固有値に近い固有ベクト
ル，つまりニアカーネルベクトル成分を適切に表現できていると考えることができる．また，
反復回数および図 5.35にも着目すると，cos類似度が 1に近い値を示した場合において，よ
り収束性の改善がみられることもわかった．例として，表 5.22の 3p+2や 3p+3は，他と
比べ cos類似度が 1に近く，同様に図 5.35の 3p+2や 3p+3に着目すると，3p+1や 3p+2

からの収束性が大きく改善していることがわかる．以上のように，抽出したニアカーネルベ
クトルと固有ベクトルの cos類似度と収束性改善には，ある程度の相関があることがわかっ
た．また，cos類似度が 0.45程度であっても，ある程度の収束性改善効果がみられることも
わかった．しかし，表 5.22の項目「最類似固有ベクトル番号」において，同じ数値が算出
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表 5.22: ニアカーネルベクトル検証実験 1結果：提案手法 1（最類似固有ベクトル：最も cos
類似度が 1に近かった固有ベクトルの番号（固有ベクトルは対応する固有値の小さい順に
並ぶ，cos類似度：算出された cos類似度，反復回数：抽出されたニアカーネルベクトルを
SA-AMG前処理付 CG法に用いた際の収束まで要した反復回数））

3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7

最類似固有ベクトル番号 6 3 1 7 7 8 1
cos類似度 0.23 0.82 0.92 0.15 0.41 0.46 0.64

反復回数 14 12 10 9 9 8 8

表 5.23: ニアカーネルベクトル検証実験 1結果：提案手法 3）
3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7

最類似固有ベクトル番号 1 2 4 10 5 8 6
cos類似度 0.99 0.98 0.99 0.09 0.92 0.86 0.95

反復回数 13 13 12 10 10 9 8

されている箇所が見受けられる．これは，同じようなニアカーネルベクトルが（今回の実験
による数字上では）抽出されてしまっていることが考えられる．これに関して，抽出したニ
アカーネルベクトル成分の詳細な分析を行う必要がある．
次に，提案手法 3において本実験を行った結果を示す．実験結果を表 5.23および図 5.36

に示す．まず表 5.22に着目すると，提案手法 1における実験と同様に，「最類似固有ベクト
ル番号」が比較的小さい値を示しており，また，cos類似度に関しても 1に近い成分が多く，
ニアカーネルベクトル成分をよく表現できていることがわかる．しかし，表 5.23の反復回
数および図 5.36に着目すると，提案手法 1における実験においてみられた「cos類似度」と
反復回数における相関が，みられないこともわかった．例として，3p+3において cos類似
度が 0.99となっており，反復回数が 3p+2から 3p+3にかけて 13回から 12回となってい
る．対して，3p+4においては cos類似度が 0.09と悪化しているが，反復回数は 3p+3から
3p+4にかけて 12回から 10回と，反復回数削減効果が高いことがわかる．これに関しては，
抽出したニアカーネルベクトルに含まれる成分のなかで，単一の成分だけでなく，含まれる
様々な成分がそれぞれ効率的に作用したためであると考えられる．このことを含めニアカー
ネルベクトルの検証を行うために，次の実験では，抽出したニアカーネルベクトルが表現す
る空間に着目した検証実験を行った結果を示す．
次に，実験 2の抽出されたニアカーネルベクトルに含まれるエラー成分の算出について

の説明を行う．式 (3.10)（||e+ Pv||A= minw||e+ Pw||A）より，真のニアカーネルベクト
ル（v1,v2, ...とする）と抽出されたニアカーネルベクトル（e1, e2, ...とする）は，必ずし
も v1 ≈ e1,v2 ≈ e2のように一致することは必要ではなく，

e1 ∈ span(v1,v2, ...) (5.1)

のように，真のニアカーネルベクトルが張る空間に抽出されたニアカーネルベクトルが所
属すればよいと予想できる．式 (5.1)の仮定を基にすると，抽出されたニアカーネルベクト
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図 5.35: 抽出したニアカーネルベクトルを用いた際の相対残差履歴：提案手法 1
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図 5.36: 抽出したニアカーネルベクトルを用いた際の相対残差履歴：提案手法 3
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ルは，

e1 = c11v1 + c12v2 + ...+ c1kvk + r1

e2 = c21v1 + c22v2 + ...+ c2kvk + r2
(5.2)

（ただし，k, c11, c
2
1, ...は適切な変数，r1はベクトル vk までの線形結合で表せなかった残り

の成分）のように，線形結合で表すことができる．ここで，真のニアカーネルベクトル vは
それぞれ独立かつ正規化されていると仮定すると，変数 cは，

c11 = e1v1

c12 = e1v2

(5.3)

のように算出可能である．
式 (5.2)内のベクトル r1は，e1 ∈ span(v1,v2, ...)とならなかった余分な成分であり，抽

出されたニアカーネルベクトル内に存在する適切でない成分である．そこで，本実験ではベ
クトル r1のノルムを算出することで，抽出されたベクトルが適切にニアカーネルベクトル
成分を表現できているかの検証を行った．具体的には，式 (5.2)と式 (5.3)より，

r1 = e1 − (c11v1 + c12v2 + ...+ c1kvk) (5.4)

であることがわかる．本実験では，式 5.4の 2ノルムをとり，抽出されたニアカーネルベク
トル内に存在する適切でない成分 r1の大きさを算出することで，妥当性の検証を行った（以
下，r1のノルムをエラーノルムとする）．ここで，変数 kは式 (5.1)における空間の次元数
を示しており，kによって比較対象である真のニアカーネルベクトルのなす空間が決定する．
そのため，本実験の結果は変数 kにより変化することが考えられるが，本研究ではこのこと
についての分析は行わず，kを 20と 30で設定し実験を行った．
以下より，本実験による実験結果を示す．まず，提案手法 1における実験結果を示す．

表 5.24に本実験の結果を示す．表 5.24と図 5.35に着目すると，エラーノルムが少ないほ
ど，収束性の改善効果が大きく見えることがわかる．例えば 3p+3から 3p+4においては，
エラーノルムが kが 20と 30の場合双方とも大きく増加しており，それに伴い収束性の改
善も悪化していることがわかる．これより本実験においては，式 (5.4)により計算されたエ
ラーノルムと収束性に，相関があることがわかった．
次に，提案手法 3における実験結果を示す．表 5.25に本実験の結果を示す．表 5.25と

図 5.36から，提案手法 1での検証実験にみられたような強い相関性はみられないという結
果となった．エラーノルムは kの値により変化することから，そこで，様々な kにより実験
を行い，有意な特徴がみられるかの実験を行った．実験結果を表 5.26に示す．表 5.26より，
本実験においては kを 10に設定した場合に，比較的収束性とエラーノルムの相関性がみら
れることがわかった．しかしニアカーネルベクトルが張る空間と収束性への影響についての
分析は不十分であり，今後の課題としてそれらの具体的な相関について，さらなる分析が必
要であると考えられる．また，変数 kの設定，および本実験では 3次元弾性体問題のみ扱っ
たが，他の問題に適用した際の分析なども必要であると考えられる．
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表 5.24: ニアカーネルベクトル検証実験 2結果：提案手法 1（抽出されたニアカーネルベク
トルに含まれるエラー成分の算出）

3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7

エラーノルム（k = 20） 2.77e-02 2.78e-02 2.21e-02 9.57e-02 1.27e-01 1.27e-01 2.59e-01
エラーノルム（k = 30） 1.76e-02 2.39e-02 1.50e-02 7.20e-02 7.50e-02 9.82e-02 1.45e-01

反復回数 14 12 10 9 9 8 8

表 5.25: ニアカーネルベクトル検証実験 2結果：提案手法 3
3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7

エラーノルム（k = 20） 3.73e-02 3.83e-02 2.59e-02 6.80e-02 7.25e-02 9.19e-02 9.16e-02
エラーノルム（k = 30） 2.77e-02 2.92e-02 2.47e-02 6.59e-02 5.10e-02 6.88e-02 5.79e-02

反復回数 13 13 12 10 10 9 8

表 5.26: ニアカーネルベクトル検証実験 2結果（kの設定による実験結果）：提案手法 3
3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7

k = 10 4.22e-02 4.26e-02 3.36e-02 9.65e-02 1.72e-01 3.27e-01 1.96e-01
k = 20 3.73e-02 3.83e-02 2.59e-02 6.80e-02 7.25e-02 9.19e-02 9.16e-02
k = 30 2.77e-02 2.92e-02 2.47e-02 6.59e-02 5.10e-02 6.88e-02 5.79e-02
k = 100 1.58e-02 1.66e-02 1.24e-02 3.95e-02 3.15e-02 3.17e-02 3.63e-02
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5.9 関連研究

　 SA-AMG法において，どのようなニアカーネルベクトルを設定するかを決めることは，
SA-AMG法において重要なこととなる．通常，このニアカーネルベクトルの設定に関しては，
問題の性質から予想されるベクトルを用いることで収束性の改善を図ることが多い [24]．[24]
では，薄板弾性体問題 [57]において，SA-AMG法の適用とその結果が報告されている．[24]

における研究では，回転成分 (0,−z, y), (z, 0,−x), (−y, x, 0)（(x, y, z)は節点要素の座標）が
ニアカーネルベクトルとして用いられている．また，[58]において 3次元弾性体問題に対し，
Hypreと呼ばれるライブラリ内の SA-AMG法を用いて，5.4.3 節の 3pと 6pのように問題設
定からわかるニアカーネルベクトルを設定したときの結果と有用性が示されている（この研
究での弾性体問題の設定は，厳密には本研究と異なる．具体的には，3d elasticity problem

with intersecting slide surfacesと呼ばれる問題を使用し，ヤング率・ポアソン比に関しては
明記されていない）．[58]では，問題サイズを 66,404に設定したものに対し，ニアカーネル
ベクトルを 3本（3pと同等）と 6本（6pと同等）を用いており，それぞれ反復回数に関し
ては 51回と 48回という結果が報告されている．5.4.3 節の結果と比較すると，本研究の問
題設定は比較的容易なため，本研究の弾性体問題を解いた際の反復回数は [58]と比べ少な
い．そのため，今後の課題として，[58]で示されているようなより悪条件な問題に対して適
用することを考えている．
ここまでで，関連研究において，問題設定から予想されるニアカーネルベクトルを設定

することによる有用性の報告例を示した，しかし，このようなベクトルのみで，十分なニア
カーネルベクトルが設定できているとは限らない．また，これは問題設定に依存したもので
あり，すべての問題において，対象とする問題の物理的性質に基づき適切なニアカーネルベ
クトルを予測できるとは限らない．そこで，ニアカーネルベクトルを問題行列から抽出する
手法が提案されてきた．この手法により，上記のようなニアカーネルベクトル設定の際に起
こる問題を解消することができると考えられる．
ニアカーネルベクトルを抽出する手法に関しての関連研究はいくつか存在する．まず，

M. Brezinaらにより提案された αSA法である [17,18]．提案手法 1や提案手法 2は，各レベ
ルでそれぞれニアカーネルベクトルの抽出を行ったが，αSA法では 1本のベクトルに基づき
全階層における行列を網羅するように，ニアカーネルベクトルを抽出する．αSA法の概要を
Algorithm 14に示す．Algorithm 14内のMultilevel creation(Bl)は，ニアカーネルベクト
ル群の行列Blを基に，レベル l以下の粗いレベルにおいて，5.1.1 節のAlgorithm 8で述べ
た補間演算子Pl, Pl+1, ...の生成，および生成された補間演算子に基づき階層行列Al, Al+1, ...

の再生成を行う処理とする．このように，1本のベクトルを基に各階層で抽出計算を行い，
最終的に粗いレベルで算出されたベクトルを補完することで，ニアカーネルベクトルの抽出
を行う，
また，Brandt A.らにより提案されたBootstrap AMG法と呼ばれる手法がある [48,49]．

この手法ではまず，Multigrid法の構築部の処理により生成された階層行列において，最下
層の行列に対し固有値解析を実施し，固有値と固有ベクトルを算出する．その後，補間演算
子であるProlongation行列を用いて，算出された最下層での固有ベクトルを細かいレベルに
移動し，ニアカーネルベクトルとして出力する．Bootstrap AMG法の概要をAlgorithm 15
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Algorithm 14 αSA法
Given : B1

Select : x1
for n = 1 to extract number do
for l = 1 to L− 1 do

x̃l ← V cycleµ(Alxl = 0)
Bl ← [Bl, x̃l]
Bl+1 ← P T

l Bl

xl+1 ← Last col. of Bl+1

Multilevel creation(Bl+1)
end for
for l = L to 2 do

xl−1 ← Pl−1xl
end for

end for
Output x1 as near-kernel vector

extract number：抽出したい本数
Alevel：レベル levelにおける問題行列A
V cycleµ(Ax = 0)：Ax = 0を対象にV-cycleを µ回適用
Blevel：レベル levelにおけるニアカーネルベクトル候補群の行列
[B,x]：行列Bの最終列へのベクトル xの追加
Multilevel creation(Bl)：行列Bを基に，補間演算子 Pl, Pl+1, ...，および

階層行列Al, Al+1, ...を再生成

に示す．Bootstrap AMG法ではまず，最下層Lにおいて，固有値解析を実施する（3行目）．
その後，補間演算子 P やスムーザを適用し（5～9行目），最上層であるレベル 1のニアカー
ネルベクトルとして出力する．提案手法 3では任意の粗いレベルで固有値解析を実施し，そ
の後補間を行い各階層で算出されたベクトルを，各階層のニアカーネルベクトルとして用い
た．Bootstrap AMG法ではこのように，最下層で固有値解析を実施し最上層まで補間を行
い，最上層のニアカーネルベクトルとしてのみの抽出を行う．
そのほかにも，M.Brezinaらにより提案された Spectral AMG法と呼ばれる手法があ

る [59]．この手法では，まず有限要素法の単位要素から，その要素ごとにおける小行列を生
成する．その後，生成された複数の小行列に対し，それぞれ 0固有値に近い固有ベクトルを
求める．最後に，以上のように各要素にて計算されたベクトルを，それぞれの要素番号に対
応するように組み合わせ，ニアカーネルベクトルとする手法である．また，J. Xuらにより
提案された Subspace correctionがある [60,61]．この手法では，与えられた問題行列から部
分行列を生成し，それぞれの部分行列上で問題を解く．また，固有値と固有ベクトルを近似
的に効率よく解くことに着目すると，A. Stathopoulosらによる Deflationに基づき固有値
と固有ベクトルを解く手法 [62]がある．この手法では，Lanzcos法のようにCG法の手順を
基に，反復内で小行列に縮約を行いそれに対して固有値計算法を用いることで，効率的に算
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Algorithm 15 Bootstrap AMG

for l = L to 1 do
if l == L then

WL = {wκ
l |Alw

κ
l = λκ

l Tlw
κ
l , κ = 1, ..., ke}

else
wκ
l = P l

l+1w
κ
l+1, λ

κ
l = λκ

l+1, κ = 1, ..., ke
for κ = 1 to ke do
Relax on (Al − λκ

l Tl)w
κ
l = 0

λκ
l = ⟨Alw

κ
l , w

κ
l ⟩2/⟨Tlw

κ
l , w

κ
l ⟩2

end for
end if

end for
Output W1 matrix as near-kernel vectors

L：最大レベル数
Al：レベル lにおける問題行列A
P l
l+1：レベル l + 1から lへ補間を行う Prolongation行列

出している．
より広い補間演算子生成という観点から考えると，M. W. Geeらにより提案されたBasis

function shifting algorithmに基づいた補間演算子生成手法がある [63]．異方性のある問題
では，補間演算子の非ゼロ要素が増大する傾向にあり，それにより粗いレベルの行列の行列
サイズが十分に粗くならない場合がある．そこで，この手法では，補間演算子生成の際に非
ゼロ要素のパターンを制御することで，粗いレベルの非ゼロ要素数を抑える．これにより，
異方性のある問題においても，粗いレベルの行列の行列サイズを十分に粗くしつつ，高い収
束性を実現したことが報告されている．
また，様々な問題への拡張として，非線形問題向けに SA-AMG法を拡張し，有用性の

検証を行った研究もある [64]．この研究において，ニアカーネルベクトルの設定に αSA法
を用いることで，収束性や実行時間において有用であることが報告されており，本研究にお
いて提案した手法を用いることで，非線形問題に対してさらに高い収束性を実現できること
が期待できる．
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第 6 章

Hybrid並列

　 5章における実験では，最大 64ノードを用い，最大問題サイズ 648,000（153×3×64）にお
いて計測を行った．しかし近年では，大規模問題を解くことが求められている．5章にて用い
たOFPスーパーコンピュータシステムでは，最大 8208ノード搭載されており，メモリ容量
（MCDRAM：16GB，DDR4：96GB）を加味すると最大420億程度（120×120×120×3×8208）
の問題を解くことが可能である．このような大規模問題を解く際には，このようにより高並
列な環境下において計算することが必要となる．しかし並列度が増加するにつれ，計算時間
よりも通信時間のコストが多くを占めるようになる．そのため，通信コストの削減は大規模
並列環境下での実行を考えるうえで，大きな課題となる．そこで本章では，高並列環境下に
おける通信コスト削減ため，メニーコアクラスタで有用とされるOpenMP/MPI Hybrid並
列を SA-AMG法前処理付 CG法に適用し，得られた結果について述べる．

6.1 Hybrid並列の概要

　 Hybrid並列とは，MPIを代表とするプロセス並列と，OpenMPを代表とするスレッド
並列を併用した並列プログラミングモデルである．
まず，プロセス並列について説明する．プロセス並列とは，複数のプロセスを起動し，並

列化を行う手法である．プロセス間はメモリが非共有であり，データを共有したい場合，通
信が必要となる．プロセス並列の実装には，MPIと呼ばれる，プロセッサ間の通信を行う
ための標準化された規格が広く用いられている．並列計算をMPIのみで行うプログラミン
グモデルは，一般的に Flat MPIと呼ばれている．Flat MPIは実装の容易さからよく用い
られている並列化手法であり，Flat MPIとHybrid並列の優劣についてはしばしば議論され
てきた．本研究においても，Hybrid並列と Flat MPIとの比較を行い，Hybrid並列を適用
することによる実行時間や並列化効率への影響の分析を行っている．
次に，スレッド並列について説明する．スレッド並列とは，共有メモリ型並列計算機上

において，複数のスレッドを起動し並列化を行う手法である．スレッド間はメモリが共有さ
れているため，通信は不要である．スレッド並列を行う際には，OpenMPと呼ばれる標準
化された規格が広く用いられている．

Hybrid並列は，上記で説明したプロセス並列とスレッド並列を併用した並列プログラミ
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図 6.1: Hybrid並列の概要

ングモデルである．近年のスーパーコンピュータでは，メニーコアプロセッサに対しネット
ワークを介して複数個数結合した，メニーコアクラスタと呼ばれる構成が主要形態のひとつ
となっている．Flat MPIの場合，コア数分の通信が発生してしまう．そのため，高並列時
において通信が実行時間のボトルネックとなってしまうといった問題があった．そこで，メ
ニーコアクラスタにおいて，ノード間の通信をMPIで行い，ノード内ではOpenMPで並列
計算を行うようにHybrid並列を適用する．これにより，通信をノード間のみに抑えること
ができるため，通信オーバーヘッドを抑えることができると期待される．図 6.1に，上記で
述べた Flat MPIと Hybrid並列の通信に関する例を示す．図 6.1の例では，1ノード内に
1CPU搭載され，その中に 2コアあるメニーコアクラスタを想定している．また，図 6.1内
の上図は Flat MPI，下図は Hybrid並列の場合を示している．この図のように，Flat MPI

ではコア間においてもプロセス間のデータ共有の際には通信が必要となり，Hybrid並列と比
べ通信回数が多くなる．一方，Hybrid並列では，通信がノード間のみでしか発生せず，Flat

MPIと比べ，通信の回数を抑えることができる．このように，Hybrid並列を行うことで，
高並列環境下で問題となる通信を削減でき，並列化効率の向上が期待できる．

6.2 マルチカラーオーダリング

Hybrid並列を実際に適用する際には，スレッド並列化部分において，データの依存性に気を
付けなければならない．そこで本研究では，マルチカラーオーダリングを行い，データ依存
性の問題への対処を行った．マルチカラーオーダリングは，依存性を持たない要素群に対し
同じ色に色付けを行い，その色分けに従って要素番号を並び替える手法である．これにより，
色内で依存性を持つことなく，同時に独立に並列処理を行うことができる．マルチカラー
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図 6.2: 修正 Cuthill-Mckee法の概要

オーダリングに関しては多くの手法が提案されている．本研究では，その中でも広く知られ
ているCuthill-Mckee法 [65]をもとに，並列計算向けにさらに修正されたCuthill-Mckee法
（以下，修正CM法と呼ぶ）を用いた．修正CM法のアルゴリズムを以下に，修正CM法の
アルゴリズムを示した図を Fugire 6.2に示す．

1. 各要素に隣接する要素数を「次数」とし，最小次数の要素をレベル 1の要素とする

2. レベル k−1の要素に隣接する要素をレベル kとする．同じレベルに属する要素はデー
タ依存性が発生しないように，隣接している要素同士が同じレベルに入る場合は一方
を除外する．

3. すべての点要素にレベル付けがされるまで，kを 1つずつ増やして 2.を繰り返す．す
べての要素がレベル付けされたら，レベルの番号に再番号付けを行う．

以上のようにマルチカラーオーダリングを行うことで，同じ色内では未知数間の依存関
係が発生しないように，色分けを行うことができる．
現状では，本手法をそのまま適用すると，未知数個数に応じて色数が多くなる．マルチ

カラーオーダリングの情報を用いて並列計算を行う場合，色ごとに並列計算を行うため，な
るべく色数は少ないほうが望ましい．そこで本研究ではさらに，Cyclicマルチカラーリング
の適用も併せて行った．Cyclicマルチカラーリングの詳細を図 6.3に示す．図 6.3は，5色
に色数を抑えるように Cyclicマルチカラーリングを適用した際の，カラーリングの状態を
示した図となっている．図 6.3のように，5色と制限した場合，6色目以降は再び 1色目か
ら色付けを行うようにカラーリングを行っている．このようにカラーリングを行うことで，
不必要に色数が増加することを抑えることができる．
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Cyclicにカラーリングを行い，使う色を制限

図 6.3: Cyclicマルチカラーリングの概要

6.3 数値実験と評価

6.3.1 実験環境と問題設定

　本研究では，東京大学情報基盤センターと筑波大学計算科学研究センターが共同運営す
る，最先端共同HPC基盤施設（JCAHPC：Joint Center for Advanced High Performance

Computing）による，Oakforest-PACS（以下，OFPとする）[21]，そして九州大学情報基
盤研究開発センターによる ITO [22]の，2つのスーパーコンピュータシステムを使用し数値
実験を行い，Hybrid並列適用による効果の分析を行った [66,67]．各計算機の構成を表 6.1

に示す．表 6.1のように，OFPは 1ノード内に 1CPU（OFP：Intel R⃝Xeon PhiTM7250（68

コア/CPU）），ITOは 2CPU（Intel R⃝Xeon R⃝Gold 6154（18コア/CPU）×2）搭載されて
いる構成となっている．また本実験では，1.3 節にて示した 3次元弾性体の問題を使用した．
用いた問題サイズについては，次章にて説明する．5.4.2 節と同様に，問題行列の各プロセ
スへの分割は，各軸方向へ問題を均等に分割し，それにより作成された小行列を各プロセス
へ分配する単純な方法で分割を行った．数値実験において使用した並列度に関しても，次節
にて説明を行う．また本実験では 5.4.2 節と同様，求解部ではCG法を使用し，前処理とし
て SA-AMG法を適用している．また，反復の終了条件は相対残差が 1.0× 10−7とし，反復
回数が 500回となったときに，収束しなかったとした．
コンパイラはOFP上では Intel R⃝コンパイラ，ITOでは富士通社製コンパイラを用いて

いる．コンパイラオプションは，OFP上では高速化のための最適化オプションである”-
O3”と“ -xMIC-AVX512”，OpenMPを用いるためのオプションである”-qopenmp”を使
用した．また，ITOでは高速化オプションである”-Kfast”，OpenMPを用いるためのオプ
ションである”-Kopenmp”を使用した．さらに，OFPにおいては，実行時において最適化
のために，環境変数に対し“ I MPI PIN DOMAIN=auto”，“ I MPI PIN PROCESSOR

EXCLUDE LIST=0,1,68,69,136,137,204,205”のような設定を施し，数値実験を行った．さ
らに，ITOに関してはNUMA構成となっているため，ITOにおける結果はすべてファース
トタッチを施したものを掲載している．
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表 6.1: 本実験で使用したスーパーコンピュータシステムの構成）
Oakforest-PACS ITO

Node # of CPUs 1 2

Memory
16[GB](MCDRAM)
(+96[GB](DDR4))

192[GB]

CPU Processor name
Intel R⃝Xeon PhiTM

7250 (KNL)
Intel R⃝Xeon R⃝Gold
6154 (Skylake-SP)

# of cores 68[cores/CPU] 18[cores/CPU]
Frequency 1.40[GHz] 3.0[GHz]

6.3.2 数値実験の内容

　本実験では，2つの数値実験を行った．行った実験の概要を以下に示す．

• 実験 1：問題サイズを 603に固定

• 実験 2：ウィークスケーリング（1ノードあたりの問題サイズ 153）

まず，実験 1について説明する．実験 1では，問題サイズを 603に設定し，小規模・低並
列な環境における実行時間の計測を行った．起動ノード数，プロセス数およびスレッド数に
関しては，各環境においてそれぞれ搭載コア数が異なるため，起動コア数が等しくなるよう
にそれぞれ設定を行っている．詳細を表 6.2，および表 6.3にそれぞれ示す．表 6.2，表 6.3

のように，OFPでは 1ノード，ITOでは 2ノード使用し，総使用コア数が同じとなるよう
に（本実験では 64コア），起動プロセス数とスレッド数の構成を行った．
次に，実験 2について説明する．実験 2では，1ノードあたりの問題サイズを 153と固

定したウィークスケーリングによる実験を行った．本実験では使用ノード数をOFPでは 1・
8・64に設定し，ITOに関しては，使用ノード制限のため，2・16・64の計測を行った．
また，本研究では 6.2 節で説明した通り，Cyclicマルチカラーリングにより，色数の制限

を行っている．この時の色数に関して，レベル 1においては，本実験では規則メッシュを用
いており，最小色数が 8と予測可能である．そのため，レベル 1では 8色に固定し，Cyclic

マルチカラーリングを適用した．2レベル目以降に関しては，最小色数が予測不可能なため，
Greedyな方法を用いてCyclicにカラーリングを行った．また，本実験ではカラーリングに
要した時間に関しては，特に言及を行わない．さらに，本実験では Flat MPIに対してはマ
ルチカラーリングを行わず，対称Gauss-Seidel法をそのまま適用した．
さらに，本研究の数値実験は，すべて「求解部の結果のみ」を載せている．構築部での

処理は，各要素で依存関係が発生しているため，スレッド並列化は困難である．これに関し
ては，様々な研究がなされており，構築部のHybrid並列化は今後の課題とする．

6.3.3 実験結果

　本節では，数値実験による結果を示す．本実験では，6.3.2 節でも述べたように，2つの
実験を行った．
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表 6.2: ノード，プロセス，スレッド数の構成（OFP）
表記 詳細

フラットMPI 1ノード使用，1ノード内 64プロセス起動

1n1p64t
1ノード使用，1ノード内 1プロセス起動し，
さらに 1プロセスあたり 64スレッド起動

　

1n2p32t
〃，1ノード内 2プロセス起動し，

さらに 1プロセスあたり 32スレッド起動
　

1n6p16t 〃4プロセス起動し，〃16スレッド起動　
1n8p8t 〃8プロセス起動し，〃8スレッド起動　

表 6.3: ノード，プロセス，スレッド数の構成（ITO）
表記 詳細

フラットMPI 2ノード使用，1ノード内 32プロセス起動

2n2p32t
2ノード使用，1ノード内 1プロセス起動し，
さらに 1プロセスあたり 32スレッド起動

　

2n4p16t
〃，1ノード内 2プロセス起動し，

さらに 1プロセスあたり 16スレッド起動
　

2n8p8t 〃4プロセス起動し，〃8スレッド起動　

まず，実験 1について，OFP上における結果を表 6.4と図 6.4，および図 6.5に示す．ま
ず，表 6.4についての説明を行う．表 6.4では，収束までに要した実行時間，反復回数を示
している．表 6.4より，Hybrid並列において 1n4p16tや 1n8p8tが良い結果を示しているこ
とがわかる．これより，OFP上においてHybrid並列を行う際には，スレッド数を 16程度
に抑えたほうがよいことがわかる．また，Flat MPIと 1n4p16tの実行時間がほぼ同等であ
ることがわかる．これは，本実験では低並列な環境であり，通信の影響がまだ小さいためで
あると考えられる．また，表 6.4から構成の変更により反復回数が変化していることがわか
る．これはカラーリングによる影響ではなく，前処理として用いている SA-AMG法の構築
部によるものである．SA-AMG法の構築部では，問題行列から生成されたグラフ構造を用
いてアグリゲートを生成し，次のレベルの問題行列を生成している．このアグリゲート生成
の際，4.3 節でも述べたように，一旦各プロセスの領域間の接続は無視して，アグリゲート
の生成を行っている．そのため，プロセス並列により，階層行列が変化し，結果として反復
回数に影響を及ぼすことがある．実際，1・2・4・8プロセスそれぞれにおいて，スレッドを
起動せず実行した際の反復回数と，1n1p64t・1n2p32t・1n4p16t・1n8p8tの反復回数が一致
することを確認した（この実行結果については，本論文には記載しない）．次に，図 6.4に
ついての説明を行う．図 6.4は，SA-AMG前処理付CG法の実行時間に占めるV-cycleの実
行時間を，各レベルで示した図となっている．図 6.4の横軸はノード，プロセス，スレッド
数を示し，縦軸は実行時間を示している．また，グラフの要素である Lev.1等は各レベル，
Lev.1-2は階層移動に要した実行時間を示している．さらに，その他は前処理であるV-cycle

を除いた，CG法の計算・通信時間の総和を示している．図 6.4より，V-cycleの時間が全
体の実行時間の約 9割を占め，特にレベル 1に占める割合が大きいことがわかった．これ
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表 6.4: 収束までの実行時間，反復回数の結果（OFP）
Flat MPI 1n1p64t 1n2p32t 1n4p16t 1n8p8t

実行時間 [秒] 2.70 2.90 3.03 2.62 2.70
反復回数 26 30 30 26 26

は，レベル 1の問題サイズが大きく，スムーザにおける計算や通信によるコストが最も大き
くなったからであると考えられる．ここで，V-cycleについてさらに分析を行う．図 6.5に，
V-cycleの実行時間における内訳のグラフを示す．図 6.5の縦軸および横軸は図 6.4と同じ
である．グラフの青色の要素はスムーザにおける通信を除いた計算時間，オレンジ色の要素
は通信のみを示す．また，灰色の要素はV-cycle内において，スムーザによる通信を除いた
通信時間（主に階層移動の際に発生），黄色はそれ以外の，階層移動や最下層の LU分解に
より発生した計算時間の総和を示す．図 6.5より，本実験の環境ではスムーザによる計算時
間がV-cycleのほとんどを占めており，全体の実行時間から見ても，多くを占めていること
がわかった．例えば，フラットMPIの場合においては，スムーザの計算時間は V-cycle内
で 81%，全体と比較しても 71%を占めることがわかった．またHybrid並列においても，ス
ムーザの計算時間はどの構成においても，V-cycle内で 80%以上，全体でも 70%以上を占め
ていることがわかった．また通信時間に占める割合は，本実験では少ないこともわかった．
これは，この実験は最大で 1ノード 64プロセスのみしか扱わない，低並列な環境であるた
めと考えられる．
次に，ITOにおける結果を表 6.5と図 6.6および図 6.7に示す．それぞれの表やグラフ

の内容はOFPのものと同様である．まず，表 6.5について述べる．表 6.5の（fit）という
項目は，プロセス内のスレッドが，CPUをまたがないようにリソース確保を調整したとき
の結果となっている．ITOは 1ノード内に 2CPU搭載されている構成となっている．その
ため，通常通りリソース確保を行うと，プロセス内のスレッドが CPUをまたいでしまい，
性能に影響を及ぼすことが考えられる．そこで，（fit）では 1つの CPU内でプロセスとス
レッドの配置が完結するように，リソース確保を行ったときの結果を示している．具体例を
図 6.8に示す．図 6.8の例では，リソース確保の時点では，vnode（仮想ノードの意味．ITO

では基本的に仮想ノードでリソースの確保を行う．基本的に起動プロセス数と等価）を 2と
設定し，core（確保する CPUコアの設定．基本的に起動スレッド数と等価）を 8と設定す
る．その後，実行時に環境変数 OMP NUM THREADSにより起動スレッド数を調整する
ことで，1つの CPU内にプロセスとスレッドの配置を完結させつつ，起動スレッド数を調
整することが可能となる．これにより，実際に表 6.5から，通常通りリソース確保をする方
法よりも，良い性能を得られることがわかる．また，Flat MPIと（fit）における 2n4p16t，
2n8p8tの実行時間がほぼ同等であることがわかる．これより，OFPと同様，Hybrid並列
を行う際には，起動スレッド数を，1CPU内に収まる 16程度に抑えたほうがよいことがわ
かる．次に，図 6.6と図 6.7に着目する．これ以降の ITOの結果は，すべて（fit）の結果
を掲載する．図 6.6と図 6.7より，基本的な傾向はOFPと同様であることがわかる．また
OFP同様，本実験では並列度が小さいため，通信による実行時間への影響が小さいことも
わかる．
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表 6.5: 収束までの実行時間，反復回数の結果（ITO）
Flat MPI 2n2p32t 2n4p16t 2n8p8t

実行時間 [秒] 0.67 0.86 0.72 0.71
反復回数 26 30 26 26

― 2n2p32t(fit) 2n4p16t(fit) 2n8p8t(fit)

実行時間 [秒] ― 0.88 0.65 0.65
反復回数 ― 30 26 26

図 6.8: (fit)の詳細

次に，実験 2の結果を示す．まず，OFPおける結果を表 6.6と表 6.7に示す．表 6.6と
表 6.7はそれぞれOFP上におけるウィークスケーリングによる実行時間と反復回数の結果
を示している．また，表 6.6の括弧内は 1反復あたりの実行時間を示している．表 6.6より，
本実験では 1ノードの傾向がそのまま 64ノードでも見られることがわかる．また，64ノー
ドの時の”Thread:64”の実行時間がその他と比べ遅くなっているが，これは表 6.7より，主
に反復回数の影響であることもわかる．これらより，本実験での並列度においても，通信の
影響があまり表れず，1ノードの傾向がそのまま 64ノードでも表れていることがわかる．実
際に，64ノードにおいて表 6.7のように分析した結果を図 6.9に示す．図 6.9より，通信時
間が 1ノード時よりも増加しているものの，全体の実行時間と比べてまだ小さいことがわ
かる．
次に，ITOにおける結果を表 6.8と表 6.9に示す．ITOの結果においては，ノード資源利

用制限のため，OFPと比べ，最大並列時における総使用コア数が少なくなっている．表 6.8

と表 6.9より，OFPと同様，1ノード時と同様の傾向が，64ノード時にみられることがわ
かる．以上の結果より，本実験における並列度においては，通信の影響がまだ少なく，今後
の課題として，より高並列な環境で計測することがあげられる．

表 6.6: OFP：ウィークスケーリングにおける実行時間 [秒]（括弧内は 1反復あたりの時間）
Flat MPI Thread:64 Thread:16

Node:1 2.70(0.104) 2.90(0.097) 2.62(0.101)
Node:8 4.47(0.128) 3.98(0.117) 4.23(0.124)
Node:64 6.13(0.153) 6.85(0.152) 6.06(0.148)
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表 6.7: OFP：ウィークスケーリングにおける反復回数
Flat MPI Thread:64 Thread:16

Node:1 26 30 26
Node:8 35 34 34
Node:64 40 45 41

表 6.8: ITO：ウィークスケーリングにおける実行時間 [秒]（括弧内は 1反復あたりの時間）
Flat MPI Thread:32 Thread:16

Node:1 0.67(0.026) 1.04(0.035) 0.64(0.025)
Node:8 1.18(0.034) 1.75(0.047) 1.17(0.033)
Node:64 1.78(0.051) 2.21(0.071) 1.38(0.045)

6.4 関連研究

　 6.2 節において，Hybrid並列を適用する際にデータ依存性の対処のための手法として，マ
ルチカラーオーダリングを紹介した．データ依存性のある計算においての並列化計算手法
の関連研究として，Asynchronous iterative method [68]がある．この手法は，データ依存
性のある計算を，依存性のあるまま計算する手法である．このままでは，収束性に大きな影
響を与えることがわかっているが，Multigrid法のスムーザとして用いる際には，あまり影
響がないともいわれている [69]．また，計算領域を通信と計算部分の領域にわけ，オーバー
ラップすることでデータ依存性を回避する手法 [70]や，計算する領域を少しずつ広げるこ
とで，データ依存性の問題を回避しつつ並列計算する手法 [71]，さらに領域境界を階層的に
計算し問題を回避する HID（Hierarchical Interface Decomposition）[72] [73, 74]と呼ばれ
る手法も提案されている．
一方，Multigrid法の Hybrid並列化による性能を，性能モデルを作成して Hybrid並列

の恩恵を得られるかを判断する研究もある [75,76]．また，上記以外にも様々なHybrid並列
化に伴う依存関係に関する手法 [77–81]や，Multigrid法向けのGPUを使用したHybrid並
列手法に関する研究 [82–92]がなされている．

表 6.9: ITO：ウィークスケーリングにおける反復回数
Flat MPI Thread:32 Thread:16

Node:1 26 30 26
Node:8 35 37 35
Node:64 35 31 31
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第 7 章

結論

7.1 まとめ

　本研究では SA-AMG法の収束性安定化のため，2つのニアカーネルベクトル抽出手法を
提案した．1つめのニアカーネルベクトル抽出手法として，粗いレベルでニアカーネルベク
トルを複数本抽出し，抽出時において適切な設定本数を予測する手法を提案し，従来手法と
比較を行い有用性を検証した．2つめのニアカーネルベクトル抽出手法として，粗いレベル
で固有値解析を実施し補間を行うことでニアカーネルベクトルを抽出する手法の提案を行っ
た．本手法の数値実験では，従来手法や 1つめの抽出手法と反復回数や抽出時間を含めた実
行時間で比較を行い，有用性の検証を行った．
提案手法 1では，ニアカーネルベクトルの設定本数の変化による収束性や実行時間の変

化を示した．この実験より，ニアカーネルベクトルを複数本設定することで，反復回数が改
善することが分かった．また実行時間に関しても，ニアカーネルベクトルを複数本設定する
ことで，反復回数の改善の影響で求解部の実行時間が改善することも分かった．しかし，階
層行列を作成する構築部においては，ニアカーネルベクトルの本数を増やすことで，階層行
列生成の計算コストが増加してしまい，結果として構築部と求解部の実行時間の合計が悪化
してしまうこともみられた．これらより，ニアカーネルベクトルを複数本設定する際には，
適切な本数設定することが必要であることがわかった．適切な本数の設定には，この手法で
はニアカーネルベクトルの本数の組み合わせを全パターン網羅する必要があるが，この検証
には膨大な時間がかかってしまうという問題があった．
そこで提案手法 2では，粗いレベルでニアカーネルベクトルを複数本抽出し，抽出時に

おいて適切な設定本数を予測する手法の提案を行った．この手法では，パラメータとして閾
値 ϵを設定する必要がある．この実験より，この値を適切に高く設定することで，構築部と
求解部の合計時間を前実験の最良実行時間とほぼ同等に，またこの値を低く設定すること
で，求解部のみであるが実行時間をほぼ同等かさらに良い結果を示した．また検証時間につ
いても，従来膨大な時間を必要としていたが，本手法によりコストを大きく抑えることに成
功した．以上より，本論文の提案手法では，与えられた問題行列が解法適用時に毎回異なる
場合には，閾値 ϵを高く設定する．対して，反復回数を多く必要とする悪条件の問題や，元
の問題設定は変えずに右辺ベクトルが毎回異なる場合には低く設定するように，目的に応じ
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て適切なパラメータを設定することで，本手法が高い効果を発揮できると考えられる．
上記で述べたニアカーネルベクトル抽出手法では，V-cycleを用いてニアカーネルベクト

ルを 1本づつ抽出するため，抽出本数により抽出時間が増加してしまう．これにより，ニア
カーネルベクトル抽出コストが，実際に解法を適用し問題を解くコストと比べ，大きくなっ
てしまう問題がある．そこで提案手法 3として，抽出のさらなる効率化のため，粗いレベル
で固有値解析を実施し補間を行うことでニアカーネルベクトルを抽出する手法の提案を行っ
た．そして，抽出されたニアカーネルベクトルを用いることによる反復回数や実行時間，お
よび抽出時間への影響の分析を行った．本研究の手法を用いることで，従来手法と比べ抽出
時間を抑えつつ，従来手法と同等の高い収束性を実現できることがわかった．本研究の手法
では，抽出時に固有値解析を実施する必要がある．本研究では Lapackライブラリの固有値
計算関数（dsyev），並列時に Scalapackライブラリの固有値計算関数（pdsyev）と正定値
対称疎行列向け固有値計算法である Lanczos法を用いて実験を行ったが，各手法により抽出
時間や抽出されたニアカーネルベクトルの性質に影響があることもわかった．そのため，他
の固有値計算法を用いることによる影響の分析も必要であると考えられる．
本研究ではさらに，高並列環境下における実行を考え，粗いレベルでプロセス領域の集

約を行う CGAについての実験を行った．本実験では，最大 1440ノード使用したウィーク
スケーリングにおいて，CGAにて用いられている閾値を変化させたときの実行時間への影
響，および関連手法である共有アグリゲート生成手法と比較を行い，有用性の検証を行った．
数値実験により，適切な閾値を設定することで，CGAは高並列環境下においても有用であ
ることがわかった．
上記に加え，本研究ではメニィコアクラスタ形式の計算機において適しているとされる

Hybrid並列を，SA-AMG法に適用した際の結果を分析した．本研究では，OpenMPとMPI

による OpenMP/MPI Hybrid並列を適用し，実験を行った．実験では，Oakforest-PACS

（JCAHPC），ITO（九州大学）スーパーコンピュータシステム上で実行時間やFlat MPIと
の比較による並列化効率への影響の分析を行った．数値実験では，問題サイズ 603に設定し
た小規模低並列環境下においての実験と，ウィークスケーリング（問題サイズを 1プロセス
あたり 153に設定）においての，2つの実験を行った．1つめの実験より，Oakforest-PACS

と ITOにおいて，Hybrid並列時にスレッド数を適切に設定することが必要であることがわ
かった．また，本実験の環境では低並列なため通信の影響があまり表れず，Hybrid並列と
Flat MPIで実行時間がほぼ同等であることがわかった．さらに，2つめの実験より，本実
験の環境ではまだ通信の影響が少なく，1ノード時と同様の傾向が並列度を増加させてもみ
られることがわかった．
以上をまとめる．まず，5章で示した本研究において提案したニアカーネルベクトル抽

出手法のまとめを表 7.1に示す．表 7.1のように，本研究において提案したニアカーネルベ
クトル抽出手法を用いることで，従来手法と比べ高い収束性とそれによる実行時間改善効果
がみられるがわかった．しかし，パラメタ設定方法など様々な課題があり，これらは今後の
課題とする．
また，本研究では高並列環境下に向けた手法として，CGAとHybrid並列の 2つについ

て実験を行った．以下に本研究で得られた知見や課題をまとめる．
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表 7.1: 本研究のニアカーネルベクトル抽出提案手法まとめ（5章）
提案手法（5.4節） 提案手法 2（5.5節） 提案手法（5.6節）

利点
・適切な本数抽出で，
収束性と実行時間改善

・検証時間削減
・提案手法 1と同等の
高収束性実現

・抽出時間をさらに改善
・提案手法 2と同等の
高収束性実現

課題
・適切な抽出本数の
検証に膨大な時間

・閾値設定が必要
・抽出時間が問題を
解く時間と比べ大

・用いる固有値問題や
パラメタ設定による
さらなる分析が必要

CGA（Coarse Grid Aggregation）：4.3 節

• 適切な閾値を設定することで，高並列環境下においても有用

• どの閾値設定が適切かは環境依存（閾値設定による実行時間予測モデルの作成等，適
切な閾値設定方法の確立と分析が必要）

Hybrid並列：6 章

• 環境に応じて起動スレッド数を適切に設定することが必要

• 本研究の環境設定では，通信の影響があまり表れず，Hybrid並列と Flat MPIで実行
時間がほぼ同等（より高並列な環境での分析が必要）

7.2 今後の課題

　今後の課題について，まずニアカーネルベクトル抽出手法に着目して述べる．まず提案手
法 2において，ニアカーネルベクトルの本数予測で用いている閾値 ϵの設定方法の確立，ま
たは新たな予測手法の提案が必要であると考えられる．本研究では閾値 ϵは利用者側が決定
することとなっているが，この値により提案手法を用いることによる収束性や実行時間が大
きく影響すると考えられる．そのため，予測手法に用いている閾値 ϵの設定方法の確立，あ
るいは閾値 ϵを必要としない新たな予測手法の確立が必要となる．
次に提案手法 2において，本研究の手法に用いる固有値計算法に関する分析を行うこと

が考えられる．実験により、抽出時間や抽出されたニアカーネルベクトルの性質が、用いた
固有値計算法に影響されることがわかった．例として，今回は並列時において Lanczos法を
用いたが，派生解法である Thick-restart Lanczos法 [93]などの解法を用いることが考えら
れる．その上で，他の問題に対して適用し，有用性の検証を行うことが考えられる．
そのうえで，新たなニアカーネルベクトル抽出手法の提案を行うことが必要である．今

回は問題行列から，V-cycleや固有値解法を用いて抽出を行った．これらとは別のアプロー
チとして，Aggregateの生成に着目しながら抽出を行うような方向性も考えられる．本研
究では単純な方法でAggregateの生成を行ったが，Aggregateの生成により，ニアカーネル
ベクトル抽出にも影響すると考えられる．これより，ニアカーネルベクトル抽出に適した
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Aggregateの生成方法が存在すると考えられ，これらの関係性の分析，および新たなニア
カーネルベクトル抽出手法が提案できると考えられる．

Hybrid並列においては，まずは京におけるスムーザの計算部分に関する分析および最適
化を行うことがあげられる．実験より，京においてキャッシュミスにより計算時間が低下す
る傾向が顕著に見られた．そのため，京におけるHybrid並列時には，ELL形式の実装など
の，キャッシュ利用に関する最適化が必要であると考えられる．これにより，本研究で用い
ていない他環境においても，Hybrid並列における通信効率化の長所が生かせると期待でき
る，さらにその上で，より高並列な環境において，Hybrid並列による効果を分析すること
が必要である．本研究ではウィークスケーリングのみの実験であったが，さらに問題サイズ
を大きくする，ストロングスケーリングにおいて計測するなどを行い，高並列環境下におけ
る通信の影響を調査する必要がある．
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[15] P. Vaněk, M. Brezina, and J. Mandel. Convergence of algebraic multigrid based on

smoothed aggregation. Numerische Mathematik, 88(3):559–579, 2001.

[16] A. Fujii, A. Nishida, and Y. Oyanagi. Evaluation of parallel aggregate creation orders:

Smoothed aggregation algebraic multigrid method. In High Performance Computa-

tional Science and Engineering, pages 99–122. Springer, 2005.

[17] M. Brezina, R Falgout, S. MacLachlan, T Manteuffel, S McCormick, and J Ruge.

Adaptive smoothed aggregation (αSA). SIAM Journal on Scientific Computing,

25(6):1896–1920, 2004.

[18] M. Brezina, T. Manteuffel, S. MCormick, J. Ruge, and G. Sanders. Towards adaptive

smoothed aggregation (α sa) for nonsymmetric problems. SIAM Journal on Scientific

Computing, 32(1):14–39, 2010.

[19] N. Nomura, A. Fujii, T. Tanaka, K. Nakajima, and O. Marques. Performance anal-

ysis of SA-AMG method by setting extracted near-kernel vectors. In International

Conference on Vector and Parallel Processing, pages 52–63. Springer, 2016.

[20] T. A. Davis and Y. Hu. The university of florida sparse matrix collection. ACM

Transactions on Mathematical Software (TOMS), 38(1):1, 2011.

[21] Joint Center for Advanced High Performance Computing (JCAHPC). https:

//ofp-www.jcahpc.jp/, (accessed: Dec. 6, 2019).

[22] 九州大学情報基盤研究開発センター. https://www.cc.kyushu-u.ac.jp/scp/system/

ITO/, (accessed: Dec. 6, 2019).

[23] 奥田洋司. 並列有限要素解析 [II]. クラスタコンピューティング, 2008.

[24] R. Tamstorf, T. Jones, and S. F. McCormick. Smoothed aggregation multigrid for

cloth simulation. ACM Transactions on Graphics (TOG), 34(6):245, 2015.



115

[25] 杉原正顕，室田一雄．線形計算の数理. 岩波書店, 2009.

[26] L. V. Kantorovich. Functional analysis and applied mathematics. Uspekhi Matem-

aticheskikh Nauk, 3(6):89–185, 1948.

[27] W. Greub and W. Rheinboldt. On a generalization of an inequality of lv kantorovich.

Proceedings of the American Mathematical Society, 10(3):407–415, 1959.

[28] W. L. Briggs, V. E. Henson, and S. F. McCormick. A multigrid tutorial, volume 72.

Siam, 2000.

[29] 建部修見，小柳義夫．マルチグリッド前処理付き共役勾配法. 情報処理学会研究報告ハ
イパフォーマンスコンピューティング (HPC), 1992(66 (1992-HPC-042)):9–16, 1992.

[30] O. Tatebe. The multigrid preconditioned conjugate gradient method. In 6th Copper

Mountain Conference on Multigrid Methods, Copper Mountain. Front Range Scientific

Computations, Inc., 1993.

[31] 建部修見. MGCG METHOD: A ROBUST AND HIGHLY PARALLEL ITERATIVE

METHOD MGCG 法: ロバストで高効率な並列解法. PhD thesis, The University of

Tokyo, 1996.
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