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概要
プラズマや流体に現れる秩序構造を特徴づけるものとして，時間発展を支配する方程式系に係わるトポ
ロジカルな束縛が指摘されている．トポロジカルな束縛を特徴づける運動の定数はたくさんあるが，最も
基本的なものの 1つとして enstrophyが挙げられる．従来の enstrophyは 2次元の流れの保存量であった
が，Clebsch表現を考えることで 3次元の流れの保存量に拡張することができる．これを高エネルギー天体
などの相対論的なプラズマについて考えようとすると，これらの保存量は修正しなければならない．
本研究では，3次元の流れに拡張された enstrophyを Lorentz共変な形に書き直す．相対論的なプラズ
マの Clebsch表現を最小作用の原理から導出したのち，従来の enstrophyの保存が破れていることを定量
的に評価し，相対論的に妥当な enstrophyを定義し直す．
第 1章では，序論として研究背景・研究目的について説明する．題目にもある Clebsch表現や enstrophy

といった概念の概説を与え，それを相対論化する動機についてまとめた．
第 2章では，非相対論的プラズマについての Clebsch表現と enstrophyの理論をまとめる．この理論が
どのような経緯を経て築き上げられたのかを見ながら，本研究で使う用語を定義していく．
第 3章では，enstrophyと並んで基本的な運動の定数として知られている helicityを相対論化した先行研
究についてまとめる．本研究が直接的に影響を受けた先行研究であり，第 5章で相対論的 enstrophyを定
義するときのヒントにもなっている．
第 4章では，相対論的なプラズマの Clebsch表現を最小作用の原理から導出する．これは 3次元の流れ
の enstrophyを相対論的描像で考える上での準備となっている．
第 5章では，まず従来の enstrophy (半相対論的 enstrophyと呼ぶ)の時間変化を具体的に記述する．そ
の時間変化は一般の場合にはゼロにならないことから，従来の enstrophyの保存が破れていることが分か
る．それを受けて，相対論的に修正された enstrophyを定義する．最後に半相対論的 enstrophyと相対論
的 enstrophyの対応を見て，相対論的修正が妥当なものであったことを確かめる．
第 6章では，相対論的プラズマの具体例を取り扱う．ここまで第 4, 5章で構築した相対論的プラズマに
対する Clebsch表現と enstrophyの一般論を試運転し，その有用性をアピールすることが目的である．こ
の章の内容は研究中で改善の余地があるが，本研究で得られた結果を記しておく．
第 7章では，本研究の結論についてまとめた．
付録 Aでは，4.2節，4.3節，5.3節で省略した式の導出の詳細を記した．本研究の詳細を追う場合に参
考されたい．
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第 1章
序論
1.1 研究背景
Kelvin の循環定理は，理想流体*1の複雑な運動に潜む不変性/保存則を明らかにした画期的な理論であ
る．循環 (circulation)という物理量は流体の速度場 V と流体と共に動く任意の閉曲線 C に対して ∮C V ·dl
と定義され，Kelvinの循環定理は理想流体では循環が時間的に保存すると主張している．質量保存則もこ
れと類似しており，質量密度を流体と共に動く体積要素で積分したものが保存する．これらの定理の本質
は，微分形式と図形との対をとるところにある．循環は運動量の 1-form と 1 次元の閉曲線の対であった
し，質量は質量密度の n-formと n次元体積要素の対であった (ただし nは空間の次元)．プラズマについ
ても，運動量を正準運動量 (電磁ポテンシャルの寄与を含めたもの)に置き換えることで，循環は保存する．
これらの不変量は Casimir としてまとめられており，helicityや cross helicityもこの仲間である [1, 2]．

Casimirの構成には，Lie-dragされる微分形式をウェッジ積で組み合わせて n-formを定義する．例えば 2

次元の理想流体では，渦度 ω は Lie-dragされる 2-formである．同じく Lie-dragされる 2-formの数密度
ρ で ω を割ると，Lie-drag されるスカラー関数 ω/ρ が得られる．よって，任意関数 f に対して f(ω/ρ)ρ

は Lie-dragされる 2-formとなり，∫Ω f(ω/ρ)ρは Casimirとなる (Ωは流体と共に動く体積要素) [3]．こ
の Casimir は，一般化 enstrophy あるいは cross-enstrophy と呼ばれるものであるが，本研究では単に
enstrophyと呼ぶことにする．一般に Casimir C とは，Poisson代数の中心 (center)，すなわち任意の仮想
的な Hamiltonian H に対して {C,H} = 0となるような物理量として定義される．
非自明な Casimirは非正準 Hamilton力学系にのみ存在し，正準 Hamilton力学系の Poisson代数の中
心は定数関数のみとなる (2.2 節を参照)．正準な Poisson 代数において注目する変数を減らした (縮減，
reduction)際に非正準な部分代数となり [4]，非正準な部分代数における Casimirはもとの正準な Poisson

代数において減らした変数のゲージ対称性に相当する．逆に，非正準 Hamilton力学系の中には，それを包
含するような大きな正準 Hamilton力学系の部分代数と捉えることができる場合がある (正準化)．このと
き，Casimir C は追加された変数 (仮に P とする)とカップリングしてトポロジカルな束縛でなくなる [5]．
大きな正準 Hamilton力学系から見ると，C が保存するのは共役な変数 P が Hamiltonianに含まれないか
らだと解釈される．このような P のことを [1]では phantom と呼んでいた．
理想流体/プラズマは非正準 Hamilton 力学系であり [3]，これらは Clebsch 表現を使うことで正準化で
きる [6–9]．言い換えると，Clebsch変数からなる正準 Hamilton力学系が，もとの理想流体/プラズマの非
正準 Hamilton力学系を部分代数として含む (2.2節を参照)．この Clebsch変数は，数密度と共役なもの以
外すべて Lie-dragされるようにとることができるため，Casimirを構成するのに便利である [10, 11]．前

*1 粘性が無いバロトロピー流体のこと．
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述の enstrophyは 2次元流体に対して定義されていたが，Clebsch表現を用いることで 3次元流体に対し
て拡張することができる (2.4節を参照)．

1.2 研究目的
ここまでの理論は，非相対論的な古典系に対しては既にある程度確立されている．しかし，現実には相対
論的なプラズマを扱う場合も多い．降着円盤やガンマ線バーストなど，巨大質量天体に関係のある天体現象
がその代表例である．
相対論的な理想流体を考えたとき，Casimirは相対論的に補正される可能性がある．例えば helicityの場
合は，従来の helicityは相対論的には保存せずに，相対論的に修正された helicityが Casimirとなることが
分かっている [12]．通常の 2次元流体の enstrophyが相対論的にどう修正されるかは知られているが [13,

14]，3次元流体に一般化した enstrophyについてはまだ分かっていない．そこで本研究では，3次元流体
での enstrophyが相対論的効果によってどのように変わるかを調べる．

1.3 本研究で扱うモデルについて
(電気的に中性な) 理想流体と (電磁場との相互作用のある) プラズマは，平行に議論することができる．
以下，本研究ではプラズマについて議論していく．本研究では「プラズマ」という用語は，単一種類の荷
電粒子から構成されていてエネルギー散逸 (粘性抵抗や電気抵抗) のないバロトロピー流体のことを指す．
helicityを相対論化する論文 [12]と同じモデルを使い，結果を比較したかったからだ．荷電粒子の電荷 eと
してゼロを代入すると理想流体のモデルとなるため，この研究は理想流体についてもほとんどそのまま適
用できる．また，正電荷と負電荷の 2種の流体が混合したモデルを考えることで，理想MHDに対しても
同様に拡張できることも追記しておく [15]．
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第 2章
非相対論的プラズマの Clebsch表現と
enstrophy

2.1 Lagrange力学系と正準 Hamilton力学系
古典力学では Newtonの運動方程式

m r̈ = F (r, ṙ, t) (2.1)

を出発点とする．質量mの質点 (大きさを持たない粒子)の各時刻 tでの位置を r(t)，その 1回微分を ṙ，
2 回微分を r̈ として，関数 r についての 2 階の常微分方程式を解く問題に帰着される．右辺の F (x,v, t)

は「力 (ちから)」と呼ばれるもので，問題設定に応じて関数形を定める: 例えば，速度に比例する空気
抵抗 (粘性抵抗) を受けて一様重力場 g 中を自由落下する物体の場合，粘性抵抗の比例係数を b とすると
F (x,v, t) := −bv + g とする．特に，或るスカラー関数 U(x)を用いて F = −∇U と書ける場合，この
F を保存力と呼ぶ．以下，この論文で扱うのは力 F が保存力である場合のみである．
注意点として，Newtonの運動方程式 (2.1)は慣性系でなければ成り立たない．また，デカルト座標では

r̈ は単純な形になるが，極座標や球座標など一般の座標系で考えようとした場合，その形は複雑になる．
Newtonの運動方程式を数学的に整備して，より一般的な基本公式にまとめたのが，解析力学である．解
析力学は Lagrange力学と Hamilton力学から構成されており，互いに密接に関係しているが相異なる定式
化である．
Lagrange力学では「すべての力学系に対して，作用 (action)と呼ばれる或る積分 S が存在して，S は現
実の運動に対して停留値をとる」という最小作用の原理を出発点とする．力学系の状態を決定するために必
要十分なだけ集めたパラメタ (一般化座標)の集合を考える．力学系の時間発展は時刻 tから一般化座標へ
の関数 q で表し，作用 S は関数を引数として実数値を返す汎関数

S[q] =

∫ t1

t0

L(q(t), q̇(t)) dt (2.2)

で定義される．これを作用汎関数と呼ぶこともある．L(x, v)は Lagrangianと呼ばれる関数である．S が
停留値をとるような q においては微小な関数 δq を足しても S は 1 次のオーダーでは変化しないから，
δS = 0を計算することで S[q]が停留値をとる関数 q を求める微分方程式 (Euler-Lagrange方程式)が得ら
れる．有限自由度 q = {qi}i の場合

pi :=
∂L

∂vi
(2.3)
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は一般化運動量と呼ばれる．無限自由度の場合には，一般化運動量をどう定めると良いかは自明ではな
い．流体/プラズマは無限自由度の系であるため，本研究においてもこの点は苦労した．質点系の場合は，
Lagrangianを (運動エネルギー)− (ポテンシャルエネルギー)で定義することで，Euler-Lagrange方程式
が Newtonの運動方程式と一致する．
Hamilton力学では，一般化座標と一般化運動量の両方を基本変数として運動を記述する．有限自由度の
系の Lagrangian L(x, v)に対して Hamiltonian を

H(x, p) :=
∑

i

vipi − L(x, v) (2.4)

で定めて最小作用の原理を計算すると
q̇i =

∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(2.5)

が得られる．これは正準方程式と呼ばれ，Euler-Lagrange方程式と等価である．
相空間上の関数 f, g に対して，Poisson括弧を関数

{f, g} :=
∑

i

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂g

∂qi

∂f

∂pi

)
(2.6)

で定める．Poisson括弧は，双線型性・反対称性・Jacobiの恒等式・Leibniz則を満たす: 任意の相空間上
の関数 f, g, hに対して

{f, g} = −{g, f}, (2.7a)

{{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g} = 0, (2.7b)

{fg, h} = {f, h}g + f{g, h}. (2.7c)

H を時間不変な Hamiltonian，F を任意の物理量としたとき，F の時間発展は
dF

dt
= {F,H} (2.8)

で記述される．
一般化座標と一般化運動量を z = (q, p)とまとめると

Jc :=

(
0 I
−I 0

)
(2.9)

を用いて
d

dt
z = Jc ∂zH(z) (2.10)

と書くことができる．Poisson括弧は，z の関数 F,Gに対して
{F,G} = (∂zF, Jc ∂zG) (2.11)

と書き直せる．2.2節では，式 (2.10), (2.11)をもとに Hamilton力学系を一般化していく．

2.2 非正準 Hamilton力学系と Casimir

Hamilton力学系とは，相空間での時間発展が
d

dt
z = Jz ∂zH(z) (2.12)
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と書けるような力学系を指す．z は相空間の座標，H は z の関数 (Hamiltonian)，Jz は各点で反交換関係
と Jacobiの恒等式を満たすような作用素 (Poisson作用素)である．特に

Jz =

(
0 I
−I 0

)
(2.13)

となる特殊な Hamilton力学系 (I は恒等作用素)を正準 Hamilton力学系と呼び，2.1節で述べていたもの
はこれに該当する．正準ではない Hamilton力学系のことを非正準 Hamilton力学系と呼ぶ．
Poisson括弧は，z の関数 F,Gに対して

{F,G} := (∂zF, Jz∂z G) (2.14)

で定義する．任意の関数 F に対して {F,C} = 0 となるような関数 C のことを Casimir と呼ぶ．これは
JzC = 0とも書けるため，Casimir全体の集合は kerJz と一致する．
有限自由度の Hamilton 力学系について，z の要素数を K とすると，rank(Jz) = 2N ≤ K のように

Poisson作用素の rankは偶数となっている．さらに，Lieによって示された Darbouxの定理の一般化 [16,

17]から，Jz は局所的に以下の形に変形できる:

Jz =




0N IN 0
−IN 0N 0
0 0 0K−2N



. (2.15)

このとき，K − 2N 個の退化した変数が Casimirとなっている [3]．

2.3 非相対論的理想流体の Clebsch表現
簡単のため，3次元の理想流体の占める領域を 3次元トーラス T3 とする．理想流体は粒子数密度 nと速
度場 V で記述される．これらの時間発展は Euler方程式に従う:

∂tn = −∇·(nV ), (2.16)

∂tV = −(V ·∇)V − 1

m
∇h̃. (2.17)

ただし，mは理想流体を構成する粒子の質量で，cは光速である．また単位粒子数あたりの enthalpy h̃は
nのみに依存すると仮定しており，圧力 pとの間には n−1∇p = ∇h̃なる関係がある*1．渦度 ω := ∇× V

を用いて
C(t) :=

∫

T3

V · ω d3x (2.18)

で定義される物理量 C(t) は helicity と呼ばれる．helicity は磁力線の絡みつき (Gauss linking number)

に対応している [12, 18, 19]．(n,V ) で記述される Hamilton 力学系は非正準で，全粒子数と helicity が
Casimirであることが知られている [3]．
この非正準 Hamilton力学系は，以下で定義する正準 Hamilton力学系の部分系である [10]．仮想的なポ
テンシャル場を導入して，相空間を

{
ξ =

(
n,ϕ,Λ1,σ1,Λ

2,σ2

)T ∣∣∣ n,Λk : 3-form, ϕ,σk : 0-form
}

(2.19)

*1 関係式 n−1∇p = ∇h̃の相対論版は，補遺 A.2の式 (A.24)で導出している．
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で定義する．Hamiltonian H と，運動量場の 1-form P ↔ mV は，
P := dϕ+ λ1dσ1 + λ2dσ2 with λk :=

(Λk)∗

n∗ , (2.20)

H(ξ) :=

∫

R3

[
1

2
iV P + ε(n∗)

]
n (2.21)

で定める．単位粒子数あたりの内部エネルギー ε は，単位粒子数あたりの enthalpy h̃ と関係式 h̃(n∗) =
∂(n∗ε(n∗))

∂n∗ で結びついている．スカラー関数 n∗ は，n = n∗vol3 が成り立つという意味で 3-form nの成分
である．これらを Hamilton方程式

d

dt
ξ(t) = J ∂ξH |ξ(t), (2.22)

J := Jc ⊕ Jc ⊕ Jc, Jc :=

(
0 I
−I 0

)
, (2.23)

に代入すると，運動方程式は
L̃V n = 0, (2.24a)

L̃V Λk = L̃V σk = 0, (2.24b)

L̃V ϕ =
1

2
mV 2 − h̃ (2.24c)

と書ける．L̃V := ∂t + LV は時間変化と Lie 微分*2 を足したものであり，非相対論のモデルでは，式
(2.24a), (2.24b) のように L̃V を作用させてゼロになることを「Lie-drag される」と言うことにする．式
(2.19)以降で述べてきた，ポテンシャルを用いて流体を記述する方法を Clebsch表現という．Clebsch表現
で導入されたポテンシャル場 ϕ,Λk,σk (あるいは ϕ,λk,σk)のことを，Clebschパラメタあるいは Clebsch

変数と呼ぶ．粒子数保存則の式 (2.16) は式 (2.24a) そのものである．Euler 方程式 (2.17) は式 (2.24b),

(2.24c) から導出できる．数学的には，一般の 3 次元ベクトル場が式 (2.20) の形で表せる [9]．従って，
Euler方程式で定義される非正準 Hamilton力学系は，Clebsch表現で定義される正準 Hamilton力学系の
部分系である．
(n,V )で記述したときに Casimirであった保存量は，Clebsch表現で記述したときにはゲージ対称性と
して解釈される．詳細な議論は，[10, Sec. 3.2]などを参照のこと．

2.4 3次元の流れに対する enstrophy

2次元の流れにおいては，helicityは自明にゼロとなる．例えば，z 方向に流れがなく物理量も z 方向に
依存しない系を考えると

V = (vx, vy, 0)
T, (2.25)

ω = ∇× V = (∂xvy − ∂yvx)ez. (2.26)

V と ωは垂直なので，式 (2.18)で定義された helicity C(t)は恒等的にゼロとなる．helicityが意味を持た
なくなる代わりに，enstrophy という別の運動の定数が現れる．enstrophyは

∫

Σ(t)
f
(ωz

n∗

)
n∗d2x (2.27)

*2 Lie 微分とは，微分幾何学では LV = diV + iV d と定義される作用素．スカラー関数 (0-form) に対しては L̃V σk =

∂tσk + (V ·∇)σk のように，n-formの成分に対しては L̃V Λk = [∂t(Λk)∗ +∇·((Λk)∗V )] vol のように書き下される．な
お，式 (2.24b)には L̃V Λk = 0 という式が含まれているが，λk の定義式 (2.20)と式 (2.24a)から，これは L̃V λk = 0 と等
価であることが導ける．
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で定義される．式 (2.26)を意識して ωz = ∂xvy − ∂yvx が渦度の z 方向成分，f : R → Rは任意の滑らか
な関数，Σ(t) ⊂ R2 は 2次元流体と共に動く任意の領域とする．f = idR とした最も単純な場合では，式
(2.27)は以下のように書き直される:

∫

Σ(t)
ωz d

2x =

∫

∂Σ(t)
V · dx. (2.28)

式 (2.28) の右辺は Σ(t) を貫く渦糸の本数を表しており，これが保存することは Kelvin の循環定理
(Kelvin’s circulation theorem)として知られている．密度一定の流れで f(x) = x2 とした場合の式 (2.27)

は ∫Σ(t)(ωz)2 d2x という形となり，これが伝統的に enstrophy と呼ばれていたものである．式 (2.28) は，
本来はこれと区別して「一般化 enstrophy」「cross-enstrophy」などと呼ばれるが，命名を簡単にするため
に本研究では単に enstrophyと呼ぶことにする．
enstrophyを一般の 3次元の流れに拡張するために，Clebsch表現に従って渦度を 2つに分解する必要が
ある．式 (2.20)で表される 3次元の流れ V に対して，Q̃1(t)と Q̃2(t)を以下のように定義する:

Q̃1(t) :=

∫

Ω(t)
f(ϑ1)n, ϑ1 :=

(ω1 ∧ dσ2)
∗

n∗ , ω1 := dλ1∧ dσ1 (2.29a)

Q̃2(t) :=

∫

Ω(t)
f(ϑ2)n, ϑ2 :=

(ω2 ∧ dσ1)
∗

n∗ , ω2 := dλ2∧ dσ2. (2.29b)

f : R → R は滑らかな任意関数，Ω(t) ⊂ R3 は流体と共に動く任意領域としている．Q̃1(t) と Q̃2(t) は
Lie-dragされる Clebschパラメタの積で構成されているから，両方とも保存する．
2次元流体との対応を見るために，3次元空間中で z 方向に一様で xy 方向にのみ運動する流体を考える．

σ2 = z ととれば，Q̃1(t)は 2次元流体の enstrophyと一致する [10]．この意味において，ここで定義した
Q̃k(t)は 2次元流体の enstrophyの拡張となっている．V が 3次元空間に埋め込まれた 2次元の流れでな
い場合についても，λ1 または λ2 がゼロの領域では，従来の enstrophy同様に Q̃2(t)または Q̃1(t)が渦糸
の本数を表す．しかし，λ1 も λ2 もゼロでない領域では，Q̃k(t) は観測可能な量にはならない．というの
も，与えられた流れに対して Clebsch表現は一意に定まらないからである．
enstrophyを 3次元の流れに拡張しようというアイデアは，[10, 11]に由来している．この論文では 2次
元と 3次元の間のクラスとして epi-2D flow が導入されており，helicityと enstrophyの相互作用が調べら
れている．
Q̃1(t)と Q̃2(t)の議論は同様に行うことができるので，以下では Q̃1(t)のみを扱うことにする．その際
は，Q̃1(t)の添字を省略して Q̃(t)と書く．

2.5 非相対論的プラズマの Clebsch表現およびその導出
2.3節では Clebsch表現を天下り的に与えたが，この節ではその導出を概観する．ここまでは電気的に中
性な流体の話をしていたが，次章以降への接続を考えて，この節ではプラズマを扱う．
質点の力学系は 2.1 で見たとおり Lagrangian を用いて記述できた．流体/プラズマでこれを真似て

Lagrangianを構成すると，Lagrange描像では上手くいくが，Euler描像では素朴にやると上手くいかずに
運動量を持つような流れを表せない [20]．Serrin [6]が先駆的に提唱したように，Lagrangeの未定乗数と
して機能する仮想的なポテンシャル場を導入し，速度場 V に拘束条件を与えると，Euler描像の流体/プラ



14 第 2章 非相対論的プラズマの Clebsch表現と enstrophy

ズマを Lagrangianで表せることが分かっている．具体的には
L̃F =

[
1

2
mV 2 − ε− e

c
(φ− V ·A)−Dtϕ−

∑

k

λkDtσk

]
n, (2.30)

L̃EM =
1

2c
E2 − 1

2
B2 (2.31)

のように Lagrangian密度を定める．作用汎関数は
S̃[n,V ,ϕ,λk,σk] :=

∫
(L̃F + L̃EM ) d4x. (2.32)

ただし，Dt は Lagrange微分 Dt := ∂t + V (x)·∇である．ϕ,λk,σk が Lagrangeの未定乗数であり，2.3

節で導入された Clebschパラメタである．この作用汎関数 S̃ に対して最小作用の原理を計算すると，以下
の関係式が得られる:

∂tn+∇·(nV ) = 0, (2.33a)

(∂t + V ·∇)λk = (∂t + V ·∇)σk = 0, (2.33b)

(∂t + V ·∇)ϕ =
1

2
mV 2 − h̃− e

c
(φ− V ·A), (2.33c)

∇·E = en, (2.33d)

∇×B − 1

c
∂tE =

e

c
nV , (2.33e)

mV +
e

c
A = ∇ϕ+

∑

k

λk∇σk. (2.33f)

式 (2.33a) は粒子数保存則，式 (2.33d), (2.33e) は Maxwell 方程式を表している．式 (2.33b), (2.33c) は
Clebschパラメタの時間発展を表している．
式 (2.33f)は Clebschパラメタと現実の物理量との対応を表している．これをもとに非相対論的プラズマ
の正準運動量場を

P := mV +
e

c
A (2.34)

で定めると，
P = ∇ϕ+

∑

k

λk∇σk (2.35)

のように正準運動量場が Clebsch 表現される．さらに，式 (2.33) の関係式を組み合わせることで，Euler

方程式
(∂t + V ·∇)

(
∇ϕ+

∑

k

λk∇σk

)

i

= −∇
(
h̃+

e

c
φ
)

i
+

e

c
vj∂iAj (2.36)

∴ (∂t + V ·∇)mV = −∇h̃+
e

c
(E + V ×B) (2.37)

が得られることが確認できる．2.3節で導入していた Clebsch表現は，この節で得られたもので e = 0とし
たものである．
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第 3章
helicityの相対論化
ここまでは非相対論的流体を見てきたが，[12]において相対論的 helicityが定式化された．相対論的なモ
デルでは，従来の helicityは保存せず，相対論的に修正された helicityが保存することが示された．ここま
では電気的に中性の理想流体を主に扱ってきたが，これ以降の章ではプラズマを扱う．1.3節で言及した通
り，プラズマのモデルとしては，単一種類の荷電粒子から構成されていてエネルギー散逸 (粘性抵抗や電気
抵抗)のないバロトロピー流体を採用する．
γ を Lorentz因子，hを enthalpy密度，U := γ (c ∂0 + V i∂i)を固有速度場，Aµ を電磁ポテンシャルと
する．1-form P := [(h/c2)Uµ + (e/c)Aµ] dxµ が正準運動量場を表し，2-form dP が渦度を表す．非相対
論における渦度は 3成分だったが dP は 6成分あり，基底 dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx∧ dyに対応する成分 (いわ
ゆる空間成分)が非相対論における渦度に対応する．3-form K := P ∧ dP の 4成分を Kµ で書くとする．
非相対論的 helicityは

C(t) =

∫

X(t)
P ∧ dP =

∫

X(t)
K0 d3x (3.1)

と記述される．ここで，積分範囲 X(t) は 4 次元の Lorentz 多様体中の 3 次元超平面に含まれており，
Lorentz不変ではない．その時間発展は

d

dt
C(t) = −2

∫

X(t)
θB ·∇γ−1 d3x (3.2)

となる [12]．B := ∇ × (Pi) は dP の空間成分を指している．またここでは，スカラー関数 θ を用いて
TdS = dθ と記述できる準静的な熱的相互作用を仮定している (S は entropy，T は温度)．C(t)は，非相
対論的極限 γ → 1では保存するが，一般には保存しない．
そして，相対論的 helicityは以下のように定義される:

C(s) :=

∫

V (s)
P ∧ dP. (3.3)

積分範囲 V (s)は，領域 V0 をベクトル場 U によって固有時間 sだけ押し流した 3次元部分多様体として定
義されるものであり，Lorentz不変である．実際，その時間発展は

d

ds
C(s) = c−1

∫

∂V (s)

(
h+

e

c
iUA− θ

)
dP (3.4)

となり，もし supp dP ∩X(0) ⊂ V0 であれば C(s)は運動の定数となる [12]．
[12]では，慣性系での時刻 t一定の超平面のことを t-plane，固有時間 s一定の超曲面のことを s-plane

と呼んでいる．この論文の肝は，積分範囲を t-plane から s-plane に取り直すことで，相対論的に妥当な
helicityに定義し直せたこと，と言って良いだろう．
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第 4章
相対論的プラズマの Clebsch表現
2.4節で定義された 3次元の流れに対する enstrophyは，定義する際に Clebsch表現を用いるものであっ
た．この章では，3 次元の流れに対する enstrophy を相対論化する準備段階として，相対論的プラズマの
Clebsch表現の一般論を構築する．非相対論的プラズマの Clensch表現は最小作用の原理から求まるもの
だった [6, 7, 20]．ここでもそれに倣い，まず Lorentz不変な作用汎関数を構築してから，最小作用の原理
を計算する，という手順で導出する．最小作用の原理を計算する上では各物理量の成分を直接扱った方が便
利なので，この章では微分形式を用いた記法ではなくテンソル計算の記法を用いることにする*1．

4.1 状況設定
符号 (+,−,−,−) の Minkowski 空間M = R4 を，プラズマの存在する 4 次元時空とする．光速度を c

で表し，空間M の自然な座標系として xµ = (ct, x, y, z)を導入する．ここで「自然な座標系」というのは，
計量 η の表示が ηµν = ηµν = diag{+1,−1,−1,−1}となることを指す．本論文では，静止質量m，電荷 e

*2 の単一種類の粒子からなるプラズマを考えることとする．
プラズマの振る舞いは，粒子数密度と関係した場 n(x)，粒子速度場 vj(x)，電磁ポテンシャル場 Aµ(x)

で表される．静止系からみた非相対論的な四元速度場 uµ(x)と相対論的な四元速度場 Uµ(x)は，それぞれ
以下のように定義される:

uµ(x) := (c, vj(x)), Uµ(x) := γ(x)uµ(x). (4.1)

ただし，γ(x)は Lorentz因子である:

γ(x) :=

(
1− V (x)2

c2

)− 1
2

. (4.2)

ここで Uµ(x)の Lorentzノルムは各点で cに規格化されていることに注意する． また，四元ベクトル nUµ

のうち*3，時間成分 nU0 = γnが粒子数密度，空間成分 nU j = γnvj が流束密度を指す．つまり，非相対
論の nと相対論の nU0 = γnが対応しており，nの定義には γ 倍のズレがある．
単位粒子数あたりの内部エネルギーを E とし，本研究では E が数密度 nにのみ各点で依存していると仮
定する．単位粒子数あたりの enthalpy h(n)は，

h :=
∂(nE(n))

∂n
= E + n E ′ (4.3)

*1 次の第 5章では，幾何学的意味の分かりやすい微分形式を用いた記法を使っていくことになる．
*2 ここでの eは，必ずしも素電荷 1.602× 10−19 Cとは限らない．
*3 微分幾何学の記法では iUnなる 3-form．
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で定義される．内部エネルギー E と圧力 pの関係は，熱力学的関係式 E = −

∫
p d
(
n−1

) で結びついてい
るから，

h = E +
1

n
p (4.4)

と書くこともできる．
非相対論的な場合の内部エネルギー εおよび enthalpy h̃との関係は，

E = mc2 + ε, (4.5)

h = mc2 + h̃ (4.6)

で表される．両方とも定数mc2 ぶんのズレがある．

4.2 最小作用の原理
ここで，相対論的プラズマの Clebschパラメタ ϕ(x), λk(x), σk(x) (k = 1, 2) を，非相対論的プラズマ
の場合 (2.5節)を真似て導入する．これらのスカラー関数たちは，Lagrangeの未定乗数として，相空間上
の軌道に拘束条件を課すことになる．
非相対論的な流体の Lagrangian密度は

L̃F =

[
1

2
mV 2 − ε− e

c
(φ− V ·A)−Dtϕ−

∑

k

λkDtσk

]
n, (2.30)

L̃EM =
1

2c
E2 − 1

2
B2 (2.31)

であった．これとの類推から (詳細は 4.4 節参照)，相対論的な場合の Lagrangian 密度を以下のように定
める:

LF := −nUµ

(
1

c2
E(n)Uµ +

e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)

= −n

[
E(n) + Uµ

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)]
, (4.7)

LEM := −1

4
FµνFµν . (4.8)

ただし，F は電磁テンソル Fµν := ∂µAν − ∂νAµ である．相対論的なプラズマの作用汎関数は
S
[
n, vj ,ϕ,λk,σk, A

µ
]
:=

∫
(LF (x) + LEM (x)) d4x (4.9)

で定義する．
ここで，作用汎関数 S の引数が Uµ(x)ではなく vj(x)であることに注意する．Uµ(x)の各成分は自由に
決めてよいものではなく，第 0成分 U0(x)が正，Uµ(x)の Lorentzノルムが定数 c，という 2つの制約条
件を満たさなくてはならない．もし S の引数を Uµ(x)としてしまうと，このような条件のもとで汎関数の
停留点を探す問題となってしまい難しい．しかし，Uµ(x)は vj(x)を用いて表すことができ，vj(x)は半径
cの 3次元開球の任意の値をとってよい．vj(x)を引数とすることで条件付きではないシンプルな問題とな
ることから，作用汎関数 S の引数は vj(x)とした．
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式 (4.9)で定められた作用汎関数に対して最小作用の原理を適用すると，以下の関係式が得られた:

∂µ(nUµ) = 0, (4.10a)

Uµ∂µλ
k = Uµ∂µσk = 0, (4.10b)

Uµ∂µϕ = −h(n)− e

c
UµAµ, (4.10c)

"Aµ − ∂µ(∂νA
ν) =

e

c
nUµ, (4.10d)

1

c2
h(n)Uµ +

e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk = 0. (4.10e)

途中計算は補遺 A.1を参照すること．式 (4.10a)は粒子数保存則を，式 (4.10d)はMaxwell方程式を表し
ている．式 (4.10b)と (4.10c)は Clebschパラメタの時間発展を表している．式 (4.10e)は，Clebschパラ
メタと現実の物理量との対応を表している．

4.3 既存の物理量との対応
式 (4.10)をもとに，相対論的プラズマの正準運動量場を

Pµ :=
1

c2
h(n)Uµ +

e

c
Aµ (4.11)

で定義する．このように定義すると，正準運動量場を Clebschパラメタ ϕ(x), λk(x), σk(x)で表すことが
できる:

Pµ = −∂µϕ−
∑

k

λk∂µσk. (4.12)

式 (4.10a)–(4.10c), (4.10e)および enthalpy hの定義を用いると，一般化オームの法則
∂ν

[
1

c2
nh(n)UµUν

]
=

e

c
nUνF

µν + ∂µp (4.13)

が得られる．途中計算は補遺 A.2を参照すること．式 (4.13)の左辺の (1/c2)nh(n)UµUν は流体のエネル
ギー運動量テンソルに対応している．この式ではエネルギー・運動量のバランスを考える上で電磁気力を外
力として扱っているということだ．
正準運動量場 P を用いることで式 (4.13)は以下のように書き直すことができる:

nUν∂νPµ =
e

c
nUν∂

µAν + ∂µp. (4.14)

中性流体 (e = 0)においては，これは Euler方程式となっている．
Clebsch表現の符号は，非相対論の場合の式 (2.20)と相対論の場合の式 (4.12)では逆になっているよう
に見える．これは，非相対論的運動量場の 3 成分は相対論的運動量場の空間成分に対応していることと，
Lorentz計量 η の空間成分が負であることに因る．実際，このようにしないと 4.4節で示すように非相対論
極限をとった際に非相対論の Clebsch表現 (2.33)と一致する．符号の流儀の違いを除けば，ここで導出し
た Clebsch表現は [15]などの先行文献と一致している．
以上のとおり，前節で導かれた相対論における Clebsch表現から一般化オームの法則が導けることが確
認できた．
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4.4 非相対論的な場合との対応
4.4.1 最小作用の原理に用いた Lagrangian密度の対応
非相対論的な場合の Lagrangian密度は

L̃F =

[
1

2
mV 2 − ε− e

c
(φ− V ·A)−Dtϕ−

∑

k

λkDtσk

]
ñ, (2.30)

L̃EM =
1

2c
E2 − 1

2
B2, (2.31)

相対論的な場合の Lagrangian密度は
LF = −n

[
E(n) + Uµ

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)]
, (4.7)

LEM = −1

4
FµνFµν (4.8)

であった．後者の非相対論極限が前者に一致することを示しておく．
4.1節で述べたとおり，非相対論と相対論で nの定義に γ だけ異なり，これらが混在するのは好ましくな
い．この節では特別に，非相対論での nを ñで書くことにする．このとき ñ = nγ が成り立つ．
まず，電磁場の Lagrangian密度 L̃EM , LEM の対応を見ておく．電磁ポテンシャルは Aµ = (φ/c,A)で
あり，電場 E および磁場B は

E = −∇φ− ∂tA, (4.15)

B = ∇×A. (4.16)

電磁テンソル Fµν := ∂µAν − ∂νAµ とは
F0i =

1

c
Ei, Fij = εijkB

k (4.17)

のように結びついている．εijk は完全反対称テンソルである．よって，
LEM = −1

4

(
2F 0iF0i + F ijFij

)
= −1

4
× 2

(
−c

E2

c2
+B2

)
= L̃EM (4.18)

となっており，L̃EM , LEM は近似なしに完全に一致する．
次に，流体の Lagrangian密度 L̃F , LF の対応を見る．Uµ = γ(c,V )を思い出すと

UµAµ = γ(φ− V ·A), (4.19a)

Uµ∂µϕ = γ(∂t + V ·∇)ϕ = γDtϕ, (4.19b)

Uµ∂µσk = γ(∂t + V ·∇)σk = γDtσk (4.19c)

より
LF = −nγ

[
E(n) 1

γ
+

e

c
(φ− V ·A) +Dtϕ+

∑

k

λkDtσk

]
(4.20)

と式変形される．全体の先頭に γ が括り出されているのは，相対論的な場合における ñ = nγ が非相対論
的な場合の nと一致するためである (詳細は 4.1節参照)．式 (4.20)は式 (2.30)とほぼ一致しており，あと
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は第 1項の E/γ の対応である．ここで初めて V + cなる近似を導入する (非相対論的極限)．内部エネル
ギーが ε/(mc2) = O(V 2/c2)程度に小さいとすると

E 1

γ
=
(
mc2 + ε

)(
1− V 2

c2

)1/2

= mc2
(
1 +

ε

mc2

)(
1− V 2

2c2
+O

(
V 4

c4

))

= mc2
(
1 +

ε

mc2
− V 2

2c2
+O

(
V 4

c4

))
(4.21)

が成り立つ．よって
E 1

γ
≈ mc2 + ε− 1

2
mV 2 (4.22)

と近似することにする．mc2 は定数であるから，これは定数からのズレが見える最低次のオーダーでの近
似である．この近似を適用すると

LF = −ñ

[
E(n) 1

γ
+

e

c
(φ− V ·A) +Dtϕ+

∑

k

λkDtσk

]

≈ −ñ

[
mc2 + ε− 1

2
mV 2 +

e

c
(φ− V ·A) +Dtϕ+

∑

k

λkDtσk

]

= −ñmc2 + L̃F (4.23)

となり，L̃F と LF は非相対論的極限では ñmc2 ぶんの差を除いて一致する．この差はエネルギーを測る基
準の差 (εと E の差，あるいは h̃と hの差)として解釈される．
4.4.2 Clebsch表現の対応
4.4.1節で Lagrangian密度が非相対論的極限で一致することを見たから，Clebsch表現も非相対論的極
限で一致することはほぼ明らかである．しかし念の為，この節で対応を確認しておく．
非相対論的な場合の Clebsch表現は

∂tn+∇·(nV ) = 0, (2.33a)

(∂t + V ·∇)λk = (∂t + V ·∇)σk = 0, (2.33b)

(∂t + V ·∇)ϕ =
1

2
mV 2 − h̃− e

c
(φ− V ·A), (2.33c)

∇·E = en, (2.33d)

∇×B − 1

c
∂tE =

e

c
nV , (2.33e)

mV +
e

c
A = ∇ϕ+

∑

k

λk∇σk, (2.33f)
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相対論的な場合の Clebsch表現は

∂µ(nUµ) = 0, (4.10a)

Uµ∂µλ
k = Uµ∂µσk = 0, (4.10b)

Uµ∂µϕ = −h(n)− e

c
UµAµ, (4.10c)

"Aµ − ∂µ(∂νA
ν) =

e

c
nUµ, (4.10d)

1

c2
h(n)Uµ +

e

c
Aµ = −∂µϕ−

∑

k

λk∂µσk (4.10e)

であった．
nUµ = nγ(c,V ) = ñ(c,V ) であるから，粒子数密度保存の式 (2.33a)と式 (4.10a)，およびMaxwell方
程式 (2.33d), (2.33e)と式 (4.10d)は一致する．Uµ∂µ = γ(∂t +V ·∇)であるから，λk,σk の時間変化の式
(2.33b)と式 (4.10b)も一致する．
ϕの時間変化について．式 (4.10c)は，式 (4.19)より

(∂t + V ·∇)ϕ = −h(n)
1

γ
− e

c
(φ− V ·A) (4.24)

と変形できる．ここで出てくる h/γ は，E/γ のときと同様に
h
1

γ
=
(
mc2 + h̃

)(
1− V 2

c2

)1/2

= mc2
(
1 +

h̃

mc2
− V 2

2c2
+O

(
V 4

c4

))
(4.25)

を使って近似して
(∂t + V ·∇)ϕ ≈ −

(
mc2 + h̃− 1

2
mV 2

)
− e

c
(φ− V ·A) (4.26)

を得る．式 (2.33c)と比較すると，定数mc2 を除いて一致していることが分かる．
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相対論的プラズマの enstrophy

前章で得られた Clebsch表現を用いると，相対論的枠組みの中で enstrophyがどのように振る舞うかを
調べることができる．まず最初に従来の enstrophyを相対論の枠組みで記述してその時間発展の様子を調
べる．そこで従来の enstrophyはもはや保存しないことが明らかになるので，相対論的に妥当な enstrophy

を定義し直す．

5.1 数学的な道具の準備
この章以降では，微分幾何学に基づいた定式化をおこなう．0-formと 4-formはともに 1成分なためベ
クトル解析では意識しないと違いが分かりにくいが，0-formは単に各点に値が割り振られているのに対し
て 4-formは単位体積あたりの値で「密度」であるなど，その意味は明確に異なる．このように物理量の意
味を理解しようとすると微分形式で記述した方がわかりやすいため，この定式化を採用する．
まずは数学的なノーテーションについて．M を一般の C∞ 級の微分多様体とする．

• C∞ 級のベクトル場全体を X(M)，
• C∞ 級の k 次微分形式 (k-form)全体を Ωk(M)，
• C∞ 級のスカラー関数全体を C∞(M) = Ω0(M)，
• ω ∈ Ωk(M)の外微分を dω ∈ Ωk+1(M)で表す．
• ω ∈ Ωk(M)と V ∈ X(M)の内部積 iV ω ∈ Ωk−1(M)は次のように定める:

– k ≥ 1のとき，(iV ω)(X2, · · · , Xk) := ω(V,X2, · · · , Xk)

– k = 0のとき，iV ω := 0．
• V ∈ X(M)に沿った ω ∈ Ωk(M)の Lie微分を LV ω ∈ Ωk(M)で表す．

Cartan公式と呼ばれる等式 LV = diV + iV dで，外微分・内部積・Lie微分が結びついている．ここまで
のノーテーションは Tu [21]に準ずるものとなっている．
多様体M の次元を nとし，これに体積形式 voln ∈ Ωn(M)が定められているとする．体積形式とはM

上の至るところゼロでない最高次 (n次)の微分形式で，体積を測る基準を与えるものである (M の n次元
部分多様体を積分範囲として voln を積分したものを，その部分多様体の体積とする)．α ∈ Ωn(M)に対し
て α = f voln を満たすようなスカラー関数 f はただ 1つ存在するから，それを α∗ で表すことにする．こ
れは k-form全体と (n− k)-form全体との間に同型写像を与える Hodge star ∗に由来するノーテーション
である．
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5.2 状況設定
数学的な準備を終えたので，考えている物理的な状況に話を移す．第 4章では最小作用の原理を出発点
にして議論していたが，この章ではそこで導かれた Clebschパラメタの時間発展に熱力学的な項を付け加
えたものを出発点にする．ここに論理の飛躍があることに注意すること．
時空を表す多様体M = R4，その大域的な座標 (x0, x1, x2, x3)，標準的な Lorentz計量 η，光速度 c，プ
ラズマを構成する荷電粒子の電荷 eについては，前章と同じとする．時空多様体M = R4 に対して，体積
形式 vol4 := dx0∧dx1∧dx2∧dx3 ∈ Ω4(M)を導入する．
プラズマの運動を表す相空間を

{ (
n,ϕ,λ1,σ1,λ

2,σ2, A
) ∣∣ n ∈ Ω4(M),ϕ,λk,σk ∈ Ω0(M), A ∈ Ω1(M)

}
(5.1)

とする．nは粒子数密度，Aµは電磁ポテンシャルとそれぞれ解釈される．他のスカラー関数たちはClebsch

パラメタで，相空間に拘束条件を与えるものである．ここでもまた，単位粒子数あたりの内部エネルギー E
は nのみに依存すると仮定して，単位粒子数あたりの enthalpy hは式 (4.3)で定義する．
正準運動量場 P は式 (4.12)をもとに P := −dϕ−

∑
k λ

kdσk ∈ Ω1(M)で定義する．相対論的な四元速
度場 U ∈ X(M)は，1-form U := c2

h

(
P − e

cA
)
∈ Ω1(M)の双対として定義する．ここでいうベクトル場

と 1-formの双対とは，Hodge star ∗を用いれば U = −∗(iUvol4)で書かれる 1対 1対応のことであり，成
分表示をすれば U = Uµ∂µ に対して U = Uµdxµ である．座標系 (x0, x1, x2, x3)における非相対論的な四
元速度場 uは，u := (c/U0)U ∈ X(M)で定義される．U0 は座標系に依存する量だが，ここでは座標系を
(x0, x1, x2, x3)に固定しているため問題ない．
以下ではプラズマのエントロピー S が温度 T の関数で書けることを仮定する (バロトロピー流体)．この
場合，ある関数 θ を用いて TdS = dθ と書くことができる．相空間内の時間発展は，以下の方程式系で与
えられる:

LUn = 0, (5.2a)

LUλ
k = LUσk = 0, (5.2b)

LUϕ = −iUP + c−1θ, (5.2c)

d ∗ dA =
e

c
iUn. (5.2d)

相対論のモデルでは，式 (5.2a), (5.2b)のように LU を作用させてゼロになることを「Lie-dragされる」と
言うことにする．

5.3 半相対論的 enstrophyおよびその時間発展
ここから，相対論的枠組みの中で従来の enstrophyを記述することを試みる．非相対論では 3次元空間
上の nと ω1 ∧ dσ2 はともに 3-formであり，これらの比で ϑを定義した．しかし，相対論では 4次元時空
が舞台であり，n が 4-form なのに対して ω1 ∧ dσ2 は 3-form である．非相対論的な物理量を求める際に
は，積分領域 Ω(t)は x0 一定の超平面 (これを t-planeと呼ぶことにする)に含まれるとして，この上で何
らかの密度を積分する．dx0 とのウェッジ積をとることは空間方向成分の射影として振る舞うから，これを
利用して相対論的な状況での非相対論的な enstrophy Q(t)を定める:

Q(t) :=

∫

Ω(t)
f(ϑ) i∂0n. (5.3)
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スカラー関数 ϑと 2-form ω1 は，それぞれ
ϑ :=

(dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

(dx0 ∧ i∂0n)
∗ =

(dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ , (5.4)

ω1 := dλ1 ∧ dσ1 (5.5)

で定める．以下では Q(t) を半相対論的 enstrophy と呼ぶことにする*1．ϑ の定義において，dx0 との
ウェッジ積をとることで ω1 ∧ dσ2 の空間成分のみを取り出しており，半相対論的 enstrophy Q(t)は非相
対論的 enstrophy Q̃(t)と合致している．
Q(t)の時間微分を補遺 A.3のように計算すると，次のような結果が得られた:

d

dt
Q(t) =

∫

Ω(t)

{
f ′(ϑ) c (d log γ ∧ ω1 ∧ dσ2)

∗ − f(ϑ)n∗u(log γ)
}
d3x. (5.6)

右辺第 2項の u(log γ)は，log γ を uで微分したもの uµ∂µ(log γ)を指す．
式 (5.6)の右辺の被積分関数は log γ の微分に比例している．非相対論極限 γ → 1では log γ は定数なの
で d

dtQ(t)はゼロに漸近するが，一般には Q(t)はもはや定数ではない．これは，Lorentz収縮によって体
積を測る単位が変化してしまったからであると考えられる．同様の現象は helicityでも起きており，[12]で
は relativistic baroclinic effect と呼ばれていた．非相対論極限で Q(t) と Q̃(t) が一致するということも，
helicityと同様である．

5.4 相対論的 enstrophyの定義
半相対論的 enstrophyが保存しなかったのは，各変数が相対論的な時間発展をしたのに，物理量を非相
対論的に測定したからである．helicityの場合に倣って，相対論的な描像に合った enstrophyを再定義した
い．積分領域 V (s)を，時空多様体M 内の 3次元超曲面であって V (s) := TU (s)V0 で定義されるものとす
る．各流体要素の経過した固有時間 sが一定となる超曲面であることから，この V (s)を s-planeと呼ぶこ
とにする．積分範囲を s-planeにとるというアイデアは，helicityの相対論化の論文 [12]に由来している．
enstrophy密度を定義する際には，任意関数 f の引数となるスカラー関数 ϑを定義しなくてはならない．
非相対論での舞台であった 3次元空間では，nと ω1 ∧ dσ2 はともに 3-formであり，比較は容易である．し
かし，相対論で 4次元時空を考える場合，nは 4-form，ω1 ∧ dσ2 は 3-formとなり，これらの比較は自明
でなくなる．ω1 ∧ dσ2 と何らかの 1-formとのウェッジ積をとって 4-formとして nと比較するという方法
も考えられたが，上手い方法を見つけられなかった．
今回は，nの代わりに iUnと ω1∧dσ2 を比較する方法をとる．これらはともに 3-formであるが，3-form
全体からなる線型空間 Ω3(M)は 4次元なので，iUnと ω1∧dσ2が必ずしも平行になるとは限らない．これ
らを比較するために V (s)上の座標を用いる．3-formを座標写像で引き戻すと 3次元部分空間上の 3-form

となり，このようなもの全体からなる線型空間 Ω3(V (s)) は 1 次元なので，一方が他方の定数倍となる．
V (s)の自然な座標写像として，TU (s) : V0 → V (s) を採用することにする．
TU (s)による引き戻しを sで微分することと Lie微分 LU が関係していることを示しておく．スカラー関

*1「半相対論的 (semi-relativistic)」という形容詞は，helicityの相対論化の論文 [12, Sec. III.A]における「半相対論的 helicity

(the semi-relativistic helicity)」に由来している．
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数 g ∈ C∞(M)に対して，
d

ds
TU (s)∗g =

d

ds
g ◦ TU (s) =

∂g

∂xµ

[
d

ds
TU (s)

]µ

=
∂g

∂xµ
Uµ|TU (s) = iUdg|TU (s)

= LUg|TU (s) = TU (s)∗(LUg). (5.7)

任意の k-formは，スカラー関数の外微分をウェッジ積で組み合わせたものの線型結合で書ける．引き戻し
はウェッジ積と可換であり， d

ds と LU はともに Leibniz則を満たし外微分と可換であるから，式 (5.7)は
スカラー関数だけでなく一般の k-formで成り立つ．すなわち，任意の ω ∈ Ωk(M)に対して

d

ds
TU (s)∗ω = TU (s)∗(LUω). (5.8)

この事実に基づいて，相対論的 enstrophy Q(s)を以下のように定義する:

Q(s) := c−1

∫

V0

f(ϑ) TU (s)∗(iUn). (5.9)

スカラー関数 ϑと 2-form ω1 は，それぞれ
ϑ := c

(TU (s)∗(ω1 ∧ dσ2))
∗

(TU (s)∗(iUn))∗
, (5.10)

ω1 := dλ1 ∧ dσ1. (5.11)

で定める．ω1 の定義は式 (5.5) と同じであるが，ϑ の定義は式 (5.4) と異なっていることに注意する．ま
た，ϑの定義において，TU (s)∗(ω1 ∧ dσ2) と TU (s)∗(iUn) は 3次元多様体 V0 ⊂ R3 上の 3-formであり，
これらは Hodge star ∗を作用させると 0-formとなっていることにも注意する．Clebschパラメタの時間
発展の式 (5.2a)–(5.2c)から

LU (iUn) = LU (ω1 ∧ dσ2) = 0 (5.12)

が導かれるから，式 (5.8)より
d

ds
TU (s)∗(iUn) =

d

ds
TU (s)∗(ω1 ∧ dσ2) = 0 (5.13)

が得られる．したがって，相対論的 enstrophy Q(s)の保存則が導かれた，すなわち
d

ds
Q(s) = 0. (5.14)

Q(s)の定義式 (5.9)–(5.11)はやや煩雑な形をしているが，やりたいことは
Q(s) := c−1

∫

V (s)
f(ϑ) iUn, (5.15)

ϑ := c
ω1 ∧ dσ2

iUn
. (5.16)

である．引き戻しを明示しないこのシンプルな表式だと，定義の気持ちを理解したり従来の enstrophyと
比較したりしやすいかもしれない．しかし，ω1∧dσ2

iUn が ill-definedでありあくまで気持ちを表した式に過ぎ
ないので，実際の計算は式 (5.9)–(5.11)を使うしかない．



5.5 相対論的 enstrophyと半相対論的 enstrophyの対応 27

5.5 相対論的 enstrophyと半相対論的 enstrophyの対応
ここからは，半相対論的 enstrophyと相対論的 enstrophyが，非相対論極限で一致することを確認して
いく．これは相対論的 enstrophyの定義の妥当性を示す 1つの根拠となっている．相対論的 enstrophyの
定義に現れる U をすべて uに変えると半相対論的 enstrophyと一致することを示せば十分である．
まず，初期範囲が同じ (V0 = Ω0) であれば，s-plane V (s) は非相対論極限で t-plane Ω(t) := Tu(t)Ω0

と一致し，流体とともに動く積分範囲 V (s) は固定した s に依らずに超平面になる．積分範囲が超平面に
なったことによって V (s) にも自然に Hodge star を考えられるようになった．しかし，Hodge star を作
用させる際は微分形式が 3次元多様体上のものか 4次元多様体上のものかを区別する必要があるので，以
下では包含写像 ι : R3 ⊃ Ω(t) → Ω(t) ⊂ R4,x 2→ (ct,x) を明示的に書く．微分同相写像 Tu(t) は，ι と
T̃u(t) : R3 ⊃ Ω0 → Ω(t) ⊂ R3 に分解できる，すなわち Tu(t) = ι ◦ T̃u(t)．
これから，ι による引き戻しが微分形式にどのような影響を与えるのかを見ていく．大域座標

(x0, x1, x2, x3) を用いた 1-form の基底については，関係式 ι∗dx0 = 0, ι∗dxi = dxi が成り立つ．任意の
ω ∈ Ω3(M)は，何らかの関数 a0, a1, a2, a3 を用いて

ω = a0 dx1∧dx2∧dx3 + a1 dx0∧dx2∧dx3

+ a2 dx0∧dx1∧dx3 + a3 dx0∧dx1∧dx2 (5.17)

と書ける．このように書いたとき，
ι∗ω = a0 dx1∧dx2∧dx3, (5.18)

dx0 ∧ ω = a0 dx0∧dx1∧dx2∧dx3 (5.19)

より，等式
(ι∗ω)∗ = a0 = ι∗(dx0 ∧ ω)∗ (5.20)

が成り立つ．式 (5.20)を使うと，ϑの分子・分母をそれぞれ計算できる．
Tu(t)∗(ω1 ∧ dσ2) = T̃u(t)∗[ ι∗(ω1 ∧ dσ2) ]

= T̃u(t)∗
[
(ι∗(ω1 ∧ dσ2))

∗vol3
]

= T̃u(t)∗[ ι∗(ω1 ∧ dσ2) ]
∗ T̃u(t)∗vol3

=
[
T̃u(t)∗(dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)

∗
]
T̃u(t)∗vol3. (5.21)

同様にして，
Tu(t)∗iun =

[
T̃u(t)∗(dx0 ∧ iun)

∗
]
T̃u(t)∗vol3 (5.22)

も得られる．式 (5.21), (5.22) の両辺に Hodge star を作用して比をとると，ヤコビアンに相当する
T̃u(t)∗vol3 が打ち消しあう:

Tu(t)∗
(dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

(dx0 ∧ iun)∗
=

(Tu(t)∗(ω1 ∧ dσ2))
∗

(Tu(t)∗iun)∗
. (5.23)

以上より，半相対論的 enstrophy Q(t)と相対論的 enstrophy Q(s)の対応が分かった．
相対論的に保存すること，非相対論的極限で Q(t)と一致することから，Q(s)は enstrophy相当する相
対論的に妥当な Casimirであると結論づける．非相対論的なプラズマだけでなく相対論的なプラズマでも
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Casimirがあることが分かったため，相対論的効果でプラズマの振る舞いが劇的に変化することはないと分
かる．
[10, Sec. 5]で議論されているとおり，λ2 = 0を満たす領域は quasi-particleと見なすことができる．特
に f = idR のとき，Q(s)は V (s)上で σ2 一定の超曲面を貫く渦糸の本数と解釈される．
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第 6章
具体例の構築
ここまでは Euler方程式の任意の古典解 V に対して成り立つ一般論について述べてきた．その有用性を
アピールすることを目的に，具体例の構築に取り組んだ．
今回は，渦の存在する流れ V の最も単純な例として剛体回転の流れを取り扱うことにした．z 軸に固定
した慣性系から見た際に，z 軸まわりの角速度が一定となっているような流れのことである．流速が光速を
超えないような有限領域内に限って考える．

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

図 6.1 剛体回転の流線プロット．

あらかじめ断っておくと，この章の内容は研究中で，改善の余地があると考えている．疑問点や今後の課
題については 6.4節に記述した．

6.1 非相対論的な場合の Clebsch表現
(r, θ, z)を円柱座標とする．最終的に渦度の密度となることを期待した定数 ω を用いて，

vθ =
1

2
ωr, vr = vz = 0 (6.1)

と書ける非相対論的な速度場
V =

1

2
ωr eθ =

1

2
ω(−y ex + x ey) (6.2)
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を考える．

∇ · V = 0, (6.3)

∂V

∂t
= 0, (6.4)

(V ·∇)V = −1

8
ω2 ∇(x2 + y2) (6.5)

であるのに対して，Euler方程式は
∂n

∂t
+∇ · (nV ) = 0, (2.16)

∂V

∂t
+ (V ·∇)V = − 1

m
∇h̃ (2.17)

であるから，これが理想流体となるために満たすべき条件式は
(

∂

∂t
+ V ·∇

)
n = 0, (6.6)

∇h̃ =
1

8
mω2∇(x2 + y2) (6.7)

である．式 (6.7)より enthalpy hは
h̃ =

1

8
mω2(x2 + y2) + K̃ (6.8)

と求まる (K̃ は定数)．よって ϕの Lie微分は
L̃V ϕ =

1

2
mV 2 − h̃ = −K̃ (6.9)

となる．
以上より，定数 K̃ と任意の C1 関数 f に対して，Clebschパラメータを

ϕ := −K̃

ω

(
θ +

1

2
ωt

)
, (6.10a)

λ :=
1

2
mωr2 +

K̃

ω
, (6.10b)

σ := θ − 1

2
ωt (6.10c)

と定めると，L̃V := ∂t + LV に対して
L̃V ϕ = −K̃, L̃V λ = L̃V σ = 0 (6.11)

が導かれ，(ϕを除いて) Lie dragされていることが分かる．また，得られる 1-formは
P := dϕ+ λdσ =

1

2
mωr2 dθ (6.12)

である．計量が
dr ⊗ dr + r2 dθ ⊗ dθ + dz ⊗ dz (6.13)

であることから，双対なベクトル場は
v =

1

2
ω

∂

∂θ
(6.14)
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となり，もともと定義したかったものと一致する．式 (6.1) と式 (6.14) とで見かけ上形が違うのは，
∥∥ ∂
∂θ

∥∥ = r なことによる．
なお，nが rのみの関数で書けることを仮定すると，式 (6.6)は自動的に満たされる．n = f(x2 + y2)と
書くと，∇p = n∇h̃より，圧力は f の原始関数 F を用いて

p =
1

8
mω2F (x2 + y2) (6.15)

と求まる．また，渦度 ω は
ω := ∇× V = ω ez (6.16)

となり，渦度が一様一定で大きさ ω であることが分かる．

6.2 相対論的な場合の Clebsch表現
時間方向の座標は x0 := ctを使う．符号 (+,−,−,−)の Lorentz計量

η = dx0 ⊗ dx0 − dr ⊗ dr − r2 dθ ⊗ dθ − dz ⊗ dz (6.17)

を採用する．式 (6.14)で定められている v の Lorentz因子は 1√
1− ω2

4c2
r2
であるから，四元速度場は

U =
c√

1− ω2

4c2 r
2

∂

∂x0
+

1

2
ω

1√
1− ω2

4c2 r
2

∂

∂θ
(6.18)

である．相対論的 Euler方程式 nUν∂ν(hUµ) = c2∂µp を書き換えると
Uν∂ν Uµ = (c2ηµν − UµUν) ∂ν log h (6.19)

であるから，hはU 方向の変化を除いて一意的に求まる．しかし，例えば「hは nのみに依存する」のよう
に hが Lie dragされる仮定を置いておけば，式 (6.19)の右辺第 2項はゼロになる．

Uν∂ν Uµ =
1

8
ω2 1

1− ω2

4c2 (x
2 + y2)

∂µ(x2 + y2)

= −1

2
c2∂µ

[
log

(
1− ω2

4c2
(x2 + y2)

)]
(6.20)

であるから，
h =

K√
1− ω2

4c2 (x
2 + y2)

=
K√

1− ω2

4c2 r
2

(6.21)

と求まる (K は定数)．正準運動量は
P = K

[
c

1− ω2

4c2 r
2
dx0 −

1
2ωr

2

1− ω2

4c2 r
2
dθ

]
(6.22)

である．
hが定数でないために，速度場を考えることと正準運動量場を考えることに明確な違いが生じる．速度場
に対して Clebsch表現を求めようとして構成できなかったが，正準運動量場を考えると構成できた．
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ϕの Lie微分は

LUϕ = −h = − K√
1− ω2

4c2 r
2

(6.23)

となる．これを踏まえて Clebsch表現を
ϕ := −K

ω

(
θ +

ω

2c
x0
)
, (6.24a)

λ :=
K

ω
·
1 + ω2

4c2 r
2

1− ω2

4c2 r
2
, (6.24b)

σ := θ − ω

2c
x0 (6.24c)

で定めると，Lie-dragされていることも P = −dϕ− λdσ を満たしていることも分かる．渦度に対応する
2-formは

dP = −dλ ∧ dσ = −Kω

c2
r

(
1− ω2

4c2 r
2
)2 dr ∧ d

(
θ − ω

2c
x0
)

(6.25)

である．非相対論の場合の式 (6.16)とは異なり，もはや渦度は一様ではない．
逆に，与えられた Clebsch表現から速度場を求める際は，
1. P = −dϕ− λdσ から正準運動量を求める．
2. P = (h/c2)U と ‖U‖η = cから，hと U を求める．

という手順を踏めばよい．

6.3 enstrophyの計算
Clebsch表現は以下で定める:

ϕ := −K

ω

(
θ +

ω

2c
x0
)
, (6.26a)

λ1 :=
K

ω
·
1 + ω2

4c2 r
2

1− ω2

4c2 r
2
, (6.26b)

σ1 := θ − ω

2c
x0, (6.26c)

λ2 := 0, (6.26d)

σ2 := z. (6.26e)

渦度に対応するものは
ω1 := dλ1 ∧ dσ1 =

Kω

c2
r

(
1− ω2

4c2 r
2
)2 dr ∧ d

(
θ − ω

2c
x0
)
, (6.27)

ω1 ∧ dσ2 =
Kω

c2
r

(
1− ω2

4c2 r
2
)2
(
dr ∧ dθ ∧ dz +

ω

2c
dx0 ∧ dr ∧ dz

)
(6.28)

である．
数密度 nは r のみの関数であれば任意でよかったので

n := g(r) dx0 ∧ dx ∧ dy ∧ dz

= rg(r) dx0 ∧ dr ∧ dθ ∧ dz (6.29)



6.3 enstrophyの計算 33

なる形を仮定する．このとき
iUn =

rg(r)√
1− ω2

4c2 r
2

[
c dr ∧ dθ ∧ dz +

1

2
ω dx0 ∧ dr ∧ dz

]
. (6.30)

6.3.1 半相対論的 enstrophy

任意関数 f の中身は
dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2 =

Kω

c2
r

(
1− ω2

4c2 r
2
)2 dx

0 ∧ dr ∧ dθ ∧ dz, (6.31)

∴ ϑ :=
(dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ =
Kω

c2
r

(
1− ω2

4c2 r
2
)2

1

g(r)
(6.32)

であるから，半相対論的 enstrophyは
Q(t) :=

∫

Ω(t)
f(ϑ) i∂0n =

∫

Ω0

f

(
Kω

c2
1

(
1− ω2

4c2 r
2
)2

1

g(r)

)
rg(r) drdθdz (6.33)

である．最右辺に tが出てきていないことから，これは時間変化しない量となっている．
例えば Ω0 として「半径 a高さ ∆z の円柱」をとり，f = idR をとった場合は

Q(t) =
4πK

ω

1

1− ω2

4c2 a
2
∆z (6.34)

となる．
6.3.2 相対論的 enstrophy

s-plane V (s)のパラメタ付けとして微分同相写像 TU (s) : R3 ⊃ V0 → V (s) ⊂ R4 を採用する:

TU (s)[R,Θ, Z] =



 cs√
1− ω2

4c2R
2
, R, Θ+

1
2ωs√

1− ω2

4c2R
2
, Z



. (6.35)

1-formの引き戻しは
TU (s)∗dx0 = cs

ω2

4c2
R

(
1− ω2

4c2R
2
)3/2 dR, (6.36a)

TU (s)∗dr = dR, (6.36b)

TU (s)∗dθ =
1

2
ωs

ω2

4c2
R

(
1− ω2

4c2R
2
)3/2 dR+ dΘ, (6.36c)

TU (s)∗dz = dZ (6.36d)

となる．ϑの引き戻しは
TU (s)∗(ω1 ∧ dσ2) =

Kω

c2
R

(
1− ω2

4c2R
2
)2 dR ∧ dΘ ∧ dZ, (6.37)

TU (s)∗(iUn) = c
R g(R)√
1− ω2

4c2R
2
dR ∧ dΘ ∧ dZ, (6.38)

∴ ϑ = c
TU (s)∗(ω1 ∧ dσ2)

TU (s)∗(iUn)
=

Kω

c2
1

(
1− ω2

4c2R
2
)3/2

1

g(R)
(6.39)
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であるから，相対論的 enstrophyは

Q(s) =

∫

V0

f



Kω

c2
1

(
1− ω2

4c2R
2
)3/2

1

g(R)



 Rg(R)√
1− ω2

4c2R
2
dRdΘdZ (6.40)

と求まる．これは sに依存していないから，確かに f や V0 に依らず保存量となっている．

6.4 考察・今後の課題
一般の状況では，半相対論的 enstrophyの時間発展は

d

dt
Q(t) =

∫

Ω(t)

{
f ′(ϑ) c (d log γ ∧ ω1 ∧ dσ2)

∗ − f(ϑ)n∗u(log γ)
}
d3x. (5.6)

であり保存するとは限らないのであったが，剛体回転流れの具体例では式 (6.33) のとおり保存している．
その理由は，剛体回転流れは対称性の高い流れであったからだと考えられる．流れ (より正確には，流跡線)

に沿って辿っていくと速度場の大きさは一定のため，u(log γ) = 0となり右辺第 2項はゼロとなる．また，
log γ も λ1 も r のみの関数であるために，d log γ ∧ ω1 = 0となり右辺第 1項もゼロとなる．第 1項と第 2

項が打ち消しあっているのではなく，対称性に起因する別の理由でそれぞれゼロとなっていることに注意
する．
本研究は Q(t) が一般には保存するとは限らないから修正するという論旨であるため，Q(t) が保存しな
い具体例の方が本研究には相応しい．しかし，その構築は以下に示すとおり困難であり，今のところ上手く
いっていない．
まず，渦度がゼロの流れだと ω1 = 0であり，Q(t)が恒等的にゼロで trivialな例となってしまう．Q(t)

がゼロでなかったとしても，今回の剛体回転流れの具体例のように dQ
dt = 0とならないためには，式 (5.6)

右辺の第 1項と第 2項の少なくとも一方が非零となる必要がある．第 1項の d log γ ∧ ω1 ∧ dσ2 が非零とな
るためには，渦度の方向に流れの速さが変化する必要があると思われる．第 2項の u(log γ)が非零となる
ためには，流跡線に沿って速度場の大きさが変化する必要がある．いずれにしろ，相対論効果で enstrophy

の保存の破れが見えるのは，流れがある程度複雑な構造をもつときのみであると言える．
しかし，enstrophyを求める際には四元速度場 U から各パラメタが Lie-dragされるような Clebsch表現
を求めなくてはならないし，特に相対論的 enstrophyを求めるためには TU (s)，すなわち U の積分曲線を
求める必要がある．手計算でこれらを求められるのは U がある程度簡単な形のときのみである．
このように，手計算で扱えるためには簡単な具体例でなければならないのに，簡単すぎると enstrophy

の保存の破れは見えないという状況で，「適度に複雑な」具体例の構成は未だ成功していない．．
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結論
プラズマの運動の複雑性に潜む秩序を特徴づけるトポロジカルな束縛の 1つとして 3次元の流れに拡張
された enstrophyに着目して，それが相対論的状況ではどのように修正されるのかを明らかにしようとし
た．その結果，本研究では 4つの主な成果が得られた．
1つ目は，相対論的プラズマの charged fluidモデルに対するClebsch表現を導出できたことである．これ
は，相対論的プラズマの従う非正準 Hamilton力学系が部分代数として埋め込まれるような正準 Hamilton

力学系 (Poisson多様体)を構築できたことを意味する．ここで得られた Clebschパラメタは Lie-dragされ
ているものだから，プラズマのトポロジカルな束縛を特定するのに便利である．
2 つ目は，相対論的プラズマでの従来の enstrophy の時間発展を具体的に求めたことである．従来の

enstrophy は Lorentz 共変な物理量ではなく，相対論的効果によって保存が破れることが示された．それ
だけでなく，通常の実験で観測しやすいのは非相対論的な物理量であるから，相対論効果がどれくらい生じ
るかを定量的に求めることができたのは意義深い．従来の enstrophyの保存が破れていることから，循環
(circulation)も相対論的効果を受けていると言える．
3つ目は，相対論的に保存するような enstrophyを定義できたことである．定義にあたっては，積分範囲
を Lorentz共変なものに取り直す，平行になるとは限らない物理量の比較に微分同相写像による引き戻し
を用いるなどの工夫をした．非相対論極限で従来の enstrophyと一致することを確認して，定義の妥当性
を確かめた．
4つ目は，簡単な具体例について Clebsch表現や enstrophyを構成できたことである．計算手順がやや
抽象的に見える一般論をどのように適用すれば良いかを示せた．また，対称性が高い流れでは相対論効果に
よる enstrophy保存の破れが見られないことがあると分かった．実際に enstrophy保存の破れが見られる
ような具体例の構築は，今後の課題として残っている．
相対論的プラズマでも enstrophyに相当するトポロジカルな拘束が存在することから，プラズマが相対
論的効果によって秩序を大きく乱される可能性は低いと考えられる．半相対論的な enstrophy (相対論的な
補正を行っていない enstrophy)は，相対論効果で保存が破られる．このことは一見，運動の自由度が高ま
ることを意味するようであるが，実際はそうではなく，相対論的に補正された保存則が運動をトポロジカル
に制限することが示された．もし相対論的効果によってトポロジカルな束縛の数が減るとすると，そのぶん
カオスな流れになりやすいことが考えられたが，その可能性は低いことを本研究は指摘している．
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付録 A

導出の詳細
A.1 Clebsch表現の導出のための作用汎関数の変分
この節では，4.2節で省略した，作用汎関数の式 (4.9)の変分原理から相空間の基本変数の時間発展の式

(4.10)を導出する途中計算を記す．
まずは，式 (4.9)で定義された作用汎関数の変分を計算する．

δS := S
[
n+ δn, vj + δvj ,ϕ+ δϕ,λk + δλk,σk + δσk, A

µ + δAµ
]
− S

[
n, vj ,ϕ,λk,σk, A

µ
]

=

∫
δn

[
LF

n
− n E ′(n)

Uµ Uµ

c2

]
d4x−

∫
δ Uµ

[
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

]
n d4x

−
∫

nUµ∂µδϕ d4x−
∑

k

∫
δλk ·nUµ∂µσk d

4x−
∑

k

∫
nλkUµ∂µδσk d

4x

−
∫

δAµ · e
c
nUµ d

4x+

∫
δ

(
−1

4
FµνF

µν

)
d4x+O(δ2). (A.1)

この式 (A.1)を項ごとに変形させていく．変分の偏微分が出てきた場合は，部分積分で変分を別の項に押
し付ける:

−
∫

nUµ∂µδϕ d4x =

∫
δϕ ∂µ(nUµ) d4x, (A.2)

−
∑

k

∫
nλkUµ∂µδσk d

4x =
∑

k

∫
δσk ∂µ

(
nλkUµ

)
d4x. (A.3)

作用汎関数は (vj を使わずに) Uµ で表されているから，vj の変化が Uµ にどのように影響するかを調べ
る．Uµ と vj が式 (4.1), (4.2)で結びついていることを思い出すと，

∂γ

∂vj
= −2vj

c2
·
(
−1

2

)(
1− V 2

c2

)− 3
2

=
vj

c2
γ3, (A.4)

∴ ∂ U0

∂vj
=

vj

c
γ3,

∂ U i

∂vj
= δijγ + vi

vj

c
γ3, (A.5)

すなわち
δ U0 =

γ3

c
vjδvj , (A.6)

δ U i = γδvi +
γ3

c2
vivjδvj . (A.7)
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途中式が長くなるのを避けるために，ここでベクトルW を導入する:

Wµ :=
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk. (A.8)

この記法を用いると，式 (A.1)の第 2項は
−
∫

δ Uµ nWµ d
4x = −

∫
δ U0 nW0 d

4x−
∫

δ U i nWi d
4x

= −
∫

δvi · γ
3

c
vi nW0 d

4x−
∫

δvi ·γnWi d
4x−

∫
δvi · γ

3

c2
vivjnWj d

4x

= −
∫

δvi · γ
2

c2
vi nUµWµ d

4x−
∫

δvi ·γ nWi d
4x (A.9)

となる．
加えて，式 (A.1)の第 7項は以下のように変形できる:

∫
δ

(
−1

4
FµνF

µν

)
d4x = −1

4

∫
(∂µδAν − ∂νδAµ)(∂

µAν − ∂νAµ)× 2 d4x

=
1

2

∫
{δAν ∂µ(∂

µAν − ∂νAµ)− δAµ ∂ν(∂
µAν − ∂νAµ)} d4x

=
1

2

∫
δAµ (∂ν∂

νAµ − ∂ν∂
µAν − ∂ν∂

µAν + ∂ν∂
νAµ) d4x

=

∫
δAµ ("Aµ − ∂µ(∂νA

ν)) d4x. (A.10)

1行目の右辺に ×2があるのは，FµνFµν の変分に対して chain ruleを適用したとき，前半から出てくる項
と後半から出てくる項が同じになるから，それをまとめたものである．
以上をまとめると，

δS =

∫
δn

[
LF

n
− n E ′(n)

]
d4x−

∫
δvi · γ

2

c2
vi nUµ

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)
d4x

−
∫

δvi ·γn
(
e

c
Ai + ∂iϕ+

∑

k

λk∂iσk

)
d4x

+

∫
δϕ ∂µ(nUµ) d4x−

∑

k

∫
δλk ·nUµ∂µσk d

4x+
∑

k

∫
δσk ·∂µ

(
nλkUµ

)
d4x

+

∫
δAµ

{
"Aµ − ∂µ(∂νA

ν)− e

c
nUµ

}
d4x+O(δ2). (A.11)

Euler-Lagrange方程式は
by δn,

LF

n
= n E ′(n) (A.12a)

by δvi,

(
e

c
Ai + ∂iϕ+

∑

k

λk∂iσk

)
− 1

c2
Ui Uµ

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)
= 0 (A.12b)

by δϕ, ∂µ(nUµ) = 0 (A.12c)

by δλk, Uµ∂µσk = 0 (A.12d)

by δσk, ∂µ
(
nλkUµ

)
= 0, ∴ Uµ∂µλk = 0 (A.12e)

by δAµ, "Aµ − ∂µ(∂νA
ν)− e

c
nUµ = 0. (A.12f)
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となる．式 (A.12c)–(A.12f)は，最終的に得られる式 (4.10a), (4.10b), (4.10d)に他ならない．関係式
h(n) =

∂(nE(n))
∂n

= E(n) + nE ′(n) (A.13)

を用いると，式 (A.12a)は式 (4.10c)と一致する．
式 (A.12b)については，もう少し式変形をしていく．式 (A.8)の記法を再び用いると，式 (A.12b)は以
下のように書き直せる:

Wi −
1

c2
Ui UµWµ = 0 (A.14)

ただし，i = 1, 2, 3．式 (A.14)の両辺について U i と縮約をとると，
0 = U iWi −

1

c2
U i Ui UµWµ

= UµWµ − U0W0 −
1

c2
(
c2 − U0 U0

)
UµWµ

= −U0

(
W0 −

1

c2
U0 UµWµ

)
. (A.15)

U の第ゼロ成分 U0 = cγ は各点で正だから，式 (A.14)において (もともとは適用範囲外だが) i = 0とし
た式も成り立つ，すなわち

Wν − 1

c2
Uν UµWµ = 0. (A.16)

ただし，ν = 0, 1, 2, 3．
ここで，行列 q を以下のように導入する:

qν
µ := δµν − 1

c2
Uν Uµ. (A.17)

ただし，δµν は Kroneckerのデルタを指す．この q は射影演算子であり，その核は Ker(q) = Span{Uµ}で
ある．式 (A.16)は qW = 0と書き直せるので，q の意味を考えると，何らかのスカラー関数 f(x)を用い
るとWµ + f Uµ = 0が従う．Wµ + f Uµ = 0の両辺について Uµ と縮約をとると，式 (A.12a)より

fc2 = −Uµ

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)
=

LF

n
+ E(n) = n E ′(n) + E(n). (A.18)

enthalpyの定義式 (4.3)を思い出すと，f = h(n)/c2 が得られる．以上より，式 (4.10e)から式 (A.12b)が
得られたことになる．

A.2 Clebsch表現から一般化オームの法則の導出
この節では，4.3節で省略した，Clebsch表現の時間発展の式 (4.10)から一般化オームの法則 (4.13)を
導出する途中計算を記す．
式 (4.13)の左辺は，式 (4.10a)を用いると

1

c2
∂ν [nh(n)UµUν ] = −∂ν

[
nUν

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)]

= −nUν∂ν

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)
. (A.19)
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最右辺の第 2,3項はそれぞれ以下のように変形できる: 第 2項は式 (4.10c)より

nUν∂µ∂νϕ = n ∂µ(Uν∂νϕ)− n (∂µ Uν)∂νϕ

= −n ∂µ
{
h(n) +

e

c
UνAν

}
− n (∂µ Uν)∂νϕ (A.20)

であり，第 3項は式 (4.10b)より
nUν∂ν

(
λk∂µσk

)
= n

{
Uν∂νλ

k
}
∂µσk + nUνλk∂ν∂

µσk

= nUνλk∂µ∂νσk

= nλk∂µ(Uν∂νσk)− nλk(∂µ Uν)∂νσk

= −nλk(∂µ Uν)∂νσk (A.21)

である．これらを代入すると，
1

c2
∂ν [nh(n)UµUν ]

= −nUν∂ν

(
e

c
Aµ + ∂µϕ+

∑

k

λk∂µσk

)

= −e

c
nUν∂νA

µ + n ∂µ
{
h(n) +

e

c
UνAν

}
+ n (∂µ Uν)∂νϕ+

∑

k

nλk(∂µ Uν)∂νσk

=
e

c
nUν(−∂νA

µ + ∂µAν) + n ∂µh(n) + n (∂µ Uν)

{
e

c
Aν + ∂νϕ+

∑

k

λk∂νσk

}

=
e

c
nUν(∂

µAν − ∂νAµ) + n ∂µh(n)− 1

c2
nh(n)Uν(∂

µ Uν). (A.22)

これの最終項は
Uν(∂

µ Uν) =
1

2
∂µ(Uν Uν) =

1

2
∂µ(c2) = 0 (A.23)

よりゼロになる．圧力 pと enthalpy hは式 (4.4)から得られる関係式
∂µp = ∂µ{nh(n)− nE(n)}

= ∂µ

{
n
∂(nE(n))

∂n

}
− (∂µn)

∂(nE(n))
∂n

= n∂µ

{
∂(nE(n))

∂n

}

= n ∂µh(n) (A.24)

で結びついているので，式 (4.13)の証明はできたことになる．式 (4.13)を少し変形すれば，相対論的 Euler

方程式 (4.14)も得られる:

nUν∂νPµ = nUν∂ν

(
1

c2
h(n)Uµ +

e

c
Aµ

)

=
1

c2
∂ν [nh(n)UµUν ] +

e

c
nUν∂νA

µ

=
e

c
nUν(∂

µAν − ∂νAµ) + ∂µp+
e

c
nUν∂νA

µ

=
e

c
nUν∂

µAν + ∂µp. (A.25)
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A.3 半相対論的 enstrophyの時間発展
この節では，5.3節で省略した，半相対論的 enstrophy Q(t)の時間発展を表す式 (5.6)を導出する途中計
算を記す．
積分範囲 Ω(t)が x0方向に垂直であることを考えると，式 (5.3)で定義される半相対論的 enstrophy Q(t)

は
Q(t) = c−1

∫

Ω(t)
f(ϑ) iun (A.26)

と書き直される．
非相対論的プラズマの運動は，非相対論的四元速度場 uによって生成される微分同相写像 Tu(t)で記述
される．積分範囲 Ω(t)は Tu(t)Ω0 とも記述できることから，

d

dt
Q(t) = c−1

∫

Ω(t)
Lu(f(ϑ) iun)

= c−1

∫

Ω(t)
f ′(ϑ)(Luϑ) iun+ c−1

∫

Ω(t)
f(ϑ)Lu(iun). (A.27)

まずは Luϑを計算する．Clebschパラメタの保存則の式 (5.2a)–(5.2b)を使いたいので，U による Lie微
分で一旦記述してから uによる Lie微分に戻す，という手順をとる．ϑの分子については，

iUdx
0 = dx0(U) = U(x0) = U0 = cγ, (A.28)

∴ LU (dx
0 ∧ ω1 ∧ dσ2) =

(
LUdx

0
)
∧ ω1 ∧ dσ2 = c dγ ∧ ω1 ∧ dσ2. (A.29)

一般に，n-form α = α∗vol ∈ Ωn(M)の両辺に Lie微分 LX を適用すると，
LXα = (LX(α∗))vol + α∗LXvol

= (LX(α∗))vol + α∗(divX)vol, (A.30)

∴ (LXα)∗ = LX(α∗) + α∗(divX). (A.31)

ただし，ベクトル場 X ∈ X(M)のダイバージェンス divX は，LXvol = (divX) volを満たすスカラー関
数として定義している．これと Leibniz則を LUϑに適用すると，

LUϑ = LU

(
(dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗

)

=
LU (dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ − (dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗LU (n∗)

(n∗)2

=
(c dγ ∧ ω1 ∧ dσ2)∗ − (dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗divU

n∗ − (dx0 ∧ ω1 ∧ dσ2)∗{0− n∗divU}
(n∗)2

=
(c dγ ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ . (A.32)

ここで，LU と Lu を結びつけるために一般的な関係式を導入する: 一般の C∞ 多様体 M 上の任意の
f ∈ C∞(M), X ∈ X(M), ω ∈ Ωk(M)に対して，

LfXω = d ifXω + ifXdω

= d(f iXω) + f iXdω

= df ∧ iXω + fdiXω + f iXdω

= df ∧ iXω + fLXω. (A.33)
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式 (A.32), (A.33)を組み合わせると，

Luϑ = L(γ−1U)ϑ = 0 + γ−1LUϑ

= γ−1 (c dγ ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗

=
(c d(log γ) ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ . (A.34)

Lu(iun) の式変形に話を移す．式 (A.33) を用いると，粒子数保存則の式 (5.2a) は以下のように変形で
きる:

Lun = L(γ−1U)n = d
(
γ−1

)
∧ iUn+ 0

= d
(
γ−1

)
∧ i(γu)n

= d
(
γ−1

)
∧ (γ iun)

= −d(log γ) ∧ iun. (A.35)

一般に LX と iX は可換だから，
Lu(iun) = iu(Lun)

= −iu(d(log γ) ∧ iun)

= −(iud(log γ)) ∧ iun− d(log γ) ∧ iuiun

= −u(log γ) iun+ 0. (A.36)

以上より，半相対論的 enstrophyの時間発展は
d

dt
Q(t) = c−1

∫

Ω(t)

{
f ′(ϑ)

(c d(log γ) ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ − f(ϑ)u(log γ)

}
iun

= c−1

∫

Ω(t)

{
f ′(ϑ)

(c d(log γ) ∧ ω1 ∧ dσ2)∗

n∗ − f(ϑ)u(log γ)

}
c n∗ d3x

=

∫

Ω(t)

{
f ′(ϑ) c (d log γ ∧ ω1 ∧ dσ2)

∗ − f(ϑ)n∗u(log γ)
}
d3x. (A.37)

となる．これは式 (5.6)に他ならない．
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