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概要

免疫系は体内環境を監視し状況に応じて適切な応答をすることで, 感染病原体やがん細
胞の排除, 生体組織の再構築などの重要な役割を担っている. 特に, T 細胞集団の多様性
が免疫応答の決定に寄与していること, この多様性は末梢リンパ節での T細胞の増殖と死
滅, および胸腺からの新規 T細胞の流入といった過程によって制御されていることが分か
っている. しかしこれらの T細胞集団動態によって, どのように状況に応じた適切な免疫
応答が実現されているのかは十分に理解されていない.
本研究では, 数理的な基盤が確立されつつあり工学的にも成功を収めている学習理論を
援用してこの問題に取り組んだ. 具体的には, T細胞の増殖・死滅過程を強化学習アルゴ
リズム, 胸腺からの流入過程を転移学習アルゴリズムの実装として捉える, T細胞集団動
態モデルを提案した. 強化学習では現在の個体による試行錯誤的な経験をもとに, 転移学
習では進化的な時間スケールでの先祖個体の経験をもとにして適切な免疫応答を惹起する
T細胞多様性が調節される.
この考え方のもと, リーマン多様体上での勾配系の考え方を用いることで具体的な数理
モデルを構築し, 実際に適切な免疫応答が学習されることを数値シミュレーションによっ
て確認した. 構築した数理モデルは実際の免疫系の分子や細胞との対応付けが可能であり,
実験的に観測されている結果を再現することもできた. 特に, 胸腺の退縮という現象と定
性的に類似した現象が学習の性能が高いモデルで確認できること, その原因はバイアスと
バリアンスのトレードオフという機械学習の概念によって理解できることを示した. この
結果から, 胸腺の退縮の機能的意義という免疫学上の未解決問題に対する新たな仮説を提
案した.
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第 1章

序論

1.1 研究背景
本研究では 2つの異なる分野が扱われる. １つ目が免疫系についての生物学である免疫
学, もう一つが学習について学習理論である.

免疫学
2019年コロナウイルス感染症のパンデミックが発生し, ウイルスや免疫系についての関
心が高まっている. 免疫学は 18世紀の Jennerによる天然痘ワクチン開発から始まったと
言われており, それから 200年以上の研究によって多くのことが分かってきた. たとえば,
免疫系は感染症に対する生体防御だけでなく, アレルギーやがん [1], 精神疾患 [2]に至る
まで多くの病気に関与していることが明らかになった. 特に近年は生物学における計測技
術の発展が目覚ましく, 免疫学にも大きな影響を与えている.
免疫系についての膨大な知識が蓄積されていく一方で, 免疫系をどう理解したら良いの
かを明らかにするのが理論研究である. 免疫学の歴史において理論研究は重要な役割を果
たしてきた. Burnetによるクローン選択説 [3]は, 免疫系がダーウィン進化的機構を内包
していると提唱して, 抗原に特異的に反応する抗体が出来る理由を説明し, 後に実験的に
証明されている. Jerneと Hoffmannによる免疫ネットワーク理論 [4], [5]は, 免疫細胞と
分子の特異的な反応で作られるネットワークを考え, 複数の定常状態の間を遷移すること
で免疫記憶が実現できることを示した. Burnetと Jerneはこれらの功績でノーベル生理
学・医学賞を受賞している. しかしこれらの研究はその後の実験的研究で明らかになった
多くの重要な要素を欠いており, 免疫系の一側面を捉えているに過ぎない. 以降, 数理モ
デルではなく概念的なモデルとして免疫系をどう見るかといった研究 [6]–[12]や, 免疫系
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の一部の現象に注目し分子・細胞生物学的知見から構築した数理モデルを用いて実験では
捉えられない現象や測定が困難な性質を予測・推定するといった研究が多くなされてきた
[13]. しかし, これらの研究では免疫系全体がなぜ上手く機能しているのかという問いに
対して定量的で明快な説明を与えられていない.
生命現象の数理モデルを構築する方法として, 分子・細胞生物学的なミクロな機構から
数理モデルを構築する方法 (分子・細胞生物学的モデル化), マクロな現象からなるべく簡
潔な数理モデルを構築する方法 (現象論的モデル化), 果たすべき機能からあるべき姿をモ
デル化する方法 (規範的モデル化), などがある. 細胞生物学的モデル化と現象論的モデル
化では, 構築されたモデルが生物的な機能を再現することによって免疫系がなぜ上手く機
能しているのかということを説明する. 規範的モデル化では, 構築したモデルと実際の現
象との対応を検証することによって説明する. 規範的なモデル化においては, 免疫系の機
能をまず同定する必要がある. 免疫系の機能としてまず挙げられるのが未知の病原体を学
習・記憶することである.

学習理論
学習という言葉は日常的にも用いられ, 旺文社国語辞典によれば「(学校などで)学問や
技術の基礎的知識を学び習うこと」である. 通常学習する主体は人間である. 一方, 専門用
語としては分野によって意味が異なり, まず学習する主体が異なる. 心理学や生理学, 動物
行動学では, ヒトなどの動物において脳神経系によって実現される現象が学習と呼ばれる
ことが多い. 一方機械学習の分野では, コンピュータープログラムによって実現される現
象が学習と呼ばれる.
心理学の分野において学習という言葉は, 「類似する経験を繰り返すことにより生じる,

比較的永続的な行動変容の過程」と定義されている [14]. 免疫系においては免疫応答が
「行動」に対応すると考えれば, それは過去の免疫学的な「経験」によって変化する. 例え
ば, T細胞や B細胞による獲得免疫系は記憶を持つ. 一度感染した病原体に再び感染した
際の免疫応答は一度目よりも速くなることはよく知られており, ワクチン接種が感染症対
策に有効である根拠の１つである. つまり, 心理学の学習の定義のもとで免疫系は学習す
るといえる.
一方機械学習の分野においては, 「性能指標 P で測定されるタスク T の性能が経験 E

により改善される場合, そのタスク T のクラスおよび性能指標 P に関して経験 E から学
習する」という定義がある [15]. この定義においては, ただ行動が変わるだけでなく具体
的なタスクと性能指標を想定して良くなることが求められる. 免疫系が機械学習の定義の
もとで学習すると言えるかどうかは自明ではないが, 免疫系を学習システムとしてモデル
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化する試みは人工知能研究の歴史と並行して実際に行われてきている.
遺伝的アルゴリズムを開発した Holland[16]などによるルールベース機械学習の流れの
中で, 1980 年代に免疫系を学習システムとしてモデル化する人工免疫系という分野が興
った [17], [18] ものの, その後人工知能研究の冬の時代を経て人工免疫系研究は下火にな
った. 異なる人工知能研究の流れとして, 強化学習や深層学習といった概念の発達がある.
心理学において Thorndikeや Skinnerによる試行錯誤学習やオペラント条件付けといっ
た概念が強化学習の一つの源流である. 一方, 工学や数学の分野では Bellmanが 1953年
に確立した動的計画法 [19]という強力な基盤があった. これらは, 1980年代の Suttonに
よる TD学習やWatkinsによる Q学習 [20]として合流した [21]. さらに強化学習と深層
学習技術 [15] が組み合わさることで囲碁やロボット制御など工学応用として顕著な成果
を挙げたほか, 脳神経科学では計算論的神経科学 [22]という分野の拡大にもつながってい
る. このような流れの中で, 2019年には Katoらによって強化学習によって免疫系を捉え
直す先駆的な試みが発表された [23].

1.2 研究目的
本研究では学習理論を活用して規範的にモデルを構築し, 現象論的モデルや実際の免疫
系におけるミクロおよびマクロな現象との一致を確かめることで, 免疫系全体がなぜ上手
く動いているのかの理解を試みる. これによって, 免疫系がある種の学習を行っていると
考えることは, 免疫系についての理解を深め, 免疫学的に意義のあるアプローチであると
示すことが本研究の目的である.
本研究において学習という言葉は機械学習分野の定義で用いられる. すなわち, 具体的
なタスクや性能指標を提示した上で経験から性能が向上することをもって学習と呼ぶ. た
だし, 学習の主体はコンピュータプログラムとは限らない. また, 学習の主体が生物個体や
その免疫系でない場合にも学習という言葉を用いる. たとえば, 第6章で転移学習という機
械学習における概念を導入して免疫系の胸腺という臓器の役割を調べるが, 転移学習する
主体は T細胞でも胸腺でも個体でもない. あえて言えば, 胸腺のふるまいを決定する遺伝
子が主体であり, 多数の世代を経て進化することを指している.
その前提にあるのは, DarwinとWallaceによる自然選択説である. 生物の形や振る舞
いが何らかの機能を果たすために合目的的に設計されている, あるいは最適化されている
ように見える, ということは古くから指摘されていた. これはダーウィンとウォレスの自
然淘汰の原理によって説明される. 現代的な進化の総合説によれば, 選択だけでなく中立
的な遺伝的浮動など様々な要因が存在することがわかっている. あらゆる生物のすべての
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形や振る舞いが最適化されているとは限らないが, 個体の生存や繁殖の成功に大きく寄与
するようなものはある程度の最適化がされていると考えられる. すなわち, この自然選択
が機械学習アルゴリズムを実装している, という意味でも学習という言葉を用いる [24].
この進化により実装される学習と対をなすのが, 動物個体の行動として実装される学習
である. このような個体の経験に基づく学習については, 強化学習という枠組みによって
非常に一般的な形で整理されており, 本研究でもこの枠組みを用いる. 既に述べたように,
強化学習という枠組みは生物を理解する上でも工学的にものをつくる上でも有用であるこ
とが示されている. 強化学習の枠組みが十分一般的であり, 生物個体が経験をもとに学習
するように自然選択の力が働いているとすれば, その生物のふるまいを強化学習の枠組み
で理解するという考え方は自然である.
このように学習理論を活用することで免疫系の理解を試みる上で, 既存の学習理論の枠
組みでは不足している部分がある. それが学習のアルゴリズムをどのように生物に実装す
るかという点である. この点について, 本研究ではリーマン多様体上での勾配系 (第4章)
という考え方が有用であることを示す. 免疫系だけでなく生命現象をモデル化する上でも
一般的に役立つと思われる. 何らかの現象を勾配系としてのモデル化することは, その現
象が最適化という機能を持つことを示すことができ, 安定性という概念とも深く関わって
いる. 工学分野でも, 与えられたハードウェアにおいてどのように最適化アルゴリズムを
実装するかを考える際に有用だと思われる.

1.3 論文の構成
本論文ではまず第2で本研究の主題となる T細胞を含めた免疫学の基礎を紹介し, 第3で
は T 細胞の集団動態をモデル化する研究を紹介する. 続いて第4と5では勾配流と強化学
習の考え方を導入して, これらを用いた免疫系のモデル化手法を示す. 第6では胸腺にまつ
わる免疫系の現象が, このモデルによって理解できることを示す. 最後に第7章でこれまで
の結果を整理し, 今後の展望を述べる.
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第 2章

免疫学の基礎

本章では, 主にヒトやマウスなど哺乳類の免疫系について, 実験によって明らかにされ
た事実をまとめる. 特に, 免疫系の中でも司令塔的な役割を果たす T細胞に注目して概説
する.

2.1 病原体感染における免疫応答の全体像
免疫系の重要な役割の一つが, 病原体から個体を防御することである. 病原体

(pathogen) は病気の原因となり生体組織に損傷や病変をもたらす微生物のことであ
り, ウイルス, 細菌, 真菌, 寄生虫 (原虫・蠕虫)がある. 各病原体の感染経路, 生息環境, 増
殖機序などは異なるため, それぞれに適した免疫系の応答 (エフェクター機構)が必要にな
る [25].
病原体からの防御は３つの段階的障壁によって実現されている [25]:

1. 上皮による障壁 (皮膚, 口腔粘膜, 気道上皮, 小腸）
2. 自然免疫系（補体系, マクロファージ, 顆粒球, ナチュラルキラー細胞など）
3. 獲得免疫系（B細胞・抗体, T細胞）

上皮は, 外界と生体内を分けるバリアであり, 物理的・化学的・微生物学的な機構によっ
て病原体が生体 (宿主) 内へ侵入することを防いでいる. まず上皮細胞が互いに密着結合
することで内外を遮断し, 上皮の外側を流れる気体や液体によって上皮への病原体の接着
を防ぐという物理的な機構がある. また細菌の細胞壁を破壊する抗菌タンパク質による化
学的な機構に加え, 病原性のない常在細菌の存在も上皮での病原微生物の増殖を防ぐ重要
なバリア機構である.
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環境に多種存在する通常の微生物は上皮障壁によって侵入を防げるが, 病原体とされる
微生物はこれを突破して体内に侵入する. この侵入にまず対処するのが自然免疫系である.
自然免疫系の応答はさらに二段階に分けられる.
第一段階では, 上皮直下において補体系や貪食細胞による病原体の認識と排除が試みら
れる. 補体系は補体と呼ばれる 30種類以上もの可溶性タンパク質からなり, 通常は不活性
型で血中を循環している. 一部の補体は微生物表面の糖鎖などを認識して活性化すること
ができ, 別の補体分子を切断 (タンパク質分解)することによって活性化させる. このよう
な活性化経路を完了すると, 補体系は特定の病原体の細胞膜に穴を開けたり, 貪食細胞を
誘引したりすることができる. マクロファージなどの貪食細胞は, 補体系によって付けら
れた目印によって侵入した微生物を速やかに発見, 貪食して消化する. 補体系による目印
の他にも, 貪食細胞はパターン認識受容体 (PRR)とよばれる多種の受容体を表面にもっ
ているため, 微生物を認識して特異的に貪食することができる. このパターン認識受容体
は, 病原体に特徴的で生体内に存在しない分子構造のパターン (病原体関連分子パターン,
PAMP)や, 宿主の細胞が傷害やストレス・がん化することによって誘導される分子のパ
ターン (傷害関連分子パターン, DAMP)を認識する.
第二段階は, パターン認識受容体を介して活性化した貪食細胞や補体系が炎症を誘導す
ることで始まる. 貪食細胞, とくにマクロファージはサイトカインやケモカインと呼ばれ
る分子を周辺に分泌することで, 周辺組織が炎症状態となり他の自然免疫系の細胞を動員
する. 自然免疫系の細胞はそれぞれ異なるサイトカインの受容体を持っており, サイトカ
インを認識することで活性化し, さらにサイトカインを産生する. この連鎖によって, 病原
体に適したエフェクター機構が誘導される. 情報伝達分子サイトカインは 60種類以上あ
り, 誘導されるエフェクター機構も多くの種類の細胞が関わる複雑なものであるが, その
機能や対処する病原体の種類によって表2.1のように３つに分類されて理解されることが
多い [26], [27].

名称 自然免疫細胞 活性化するサイトカイン 病原体の種類
１型免疫 NK細胞,ILC1 IL-12,IL-18 細胞内寄生細菌・ウイルス
２型免疫 ILC2 IL-25, IL-33, TSLP 細胞外寄生体 (原虫・蠕虫)
３型免疫 ILC3, LTi細胞 IL-23,IL-1β 細胞外寄生細菌・真菌

表2.1 自然免疫系のエフェクター機構. 略称：ILC1(１型自然リンパ球), ILC2(２型
自然リンパ球), ILC3(３型自然リンパ球), NK細胞 (ナチュラルキラー細胞), LTi細胞
(リンパ組織誘導細胞).
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大抵の病原体はこの自然免疫系による障壁も突破することができる. たとえば, パター
ン認識受容体によって感知されるような分子を表面からなくしたような細菌は生体内で増
殖することができる. このような場合には, より精密な標的設定が可能な獲得免疫系が対
応することになる. ただし, 獲得免疫系も基本的に自然免疫系と同じエフェクター機構を
誘導する. つまり, 標的となる病原体の種類や量・場所に応じてエフェクター機構を効果
的に誘導するのが獲得免疫系の役割である.
ただし, 実際には病原体の感染以外にも免疫系は幅広い役割を担っている. たとえば,
免疫系は正常であった自己組織に腫瘍が発生するとすぐに見つけて排除する仕組みがあ
り, 通常はがんを防いでいる. その他, 皮膚の創傷治癒 [28], [29] や血管の新生・再構築
[30],内分泌組織の異常細胞の除去 [31], オタマジャクシがカエルに変態する際の尻尾の退
縮 [32]など幅広く生体組織の維持と再構築に携わっている. したがって, 病原体だけでな
く生体内の異常を総合的に監視しており, その異常の種類や場所, タイミングを見極め, 適
切な応答をしているといえる.

2.2 獲得免疫系の多様性による特異的な免疫応答
T細胞と B細胞からなる獲得免疫系は, 非常に多様な抗原を多様な抗原認識受容体によ
って識別する点が自然免疫系の病原体認識と明確に異なる. 抗原とは, これらの受容体に
結合しうる分子である. 誘導するエフェクター機構は自然免疫系と同じだが, 抗原認識受
容体と抗原の特異的な結合によって, 狙いを絞った効率的なエフェクター機構を誘導でき
る. 以下では獲得免疫系の T細胞・B細胞の多様性について述べ, 感染応答においてその
多様性がどのように機能するかを述べる.

B細胞では免疫グロブリン (Ig)と呼ばれるタンパク質が抗原認識受容体であり, 細胞膜
に B細胞受容体 (BCR)としてもつほか, 抗体として細胞外に分泌することもできる. 免
疫グロブリンの一部は可変部といって細胞ごとに異なる立体構造をもつが, 同じ細胞であ
れば同じ構造をもつ. つまり, 同じ個体の細胞にもかかわらず B細胞の免疫グロブリン遺
伝子の配列は細胞ごとに異なる. この受容体可変部の多様性が形成される仕組みについて
は T細胞受容体と類似しており後述する. 抗体の機能としては病原体に結合することによ
って毒素やウイルスが細胞に侵入するのを防ぐこと (中和)や, 補体と同じように貪食細胞
による捕食を推進すること (オプソニン化), 補体系を活性化させることなどがある. 抗体
には IgM, IgG, IgE, IgAといったようにいくつかの種類 (クラス)があり, それぞれ機能
や空間的分布が異なる. そして免疫グロブリンの立体構造は細胞ごとに異なる. 異なるク
ラスの抗体は異なるクラスの B細胞によって分泌されるが, B細胞は抗原認識とともに受
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け取るサイトカインによってクラスを切り換えることが知られている [25].
一方 T細胞では, T細胞受容体 (TCR)として膜において抗原認識するのみである. T
細胞受容体も B細胞と同様に可変部を持ち, 細胞ごとに異なる立体構造を持っている. 1
細胞で 2種類の T細胞受容体をもつような T細胞が存在することも分かっているが, 多
くの T 細胞は 1 種類の T 細胞受容体を発現する [33]. 同じ T 細胞受容体を持つ T 細胞
集団をクローンとよぶ. T細胞受容体も免疫グロブリンと同様の機構で多様性が形成され
る. T細胞は通常 CD4か CD8のどちらかのタンパク質を膜上にもっているため, これに
よって CD4陽性 T細胞と CD8陽性 T細胞に分類でき, 機能も大きく異なる. CD8陽性
T細胞は, 抗原を認識すると細胞傷害性 T細胞となる. ウイルス等に感染した細胞を排除
することが主な機能であるるためこの細胞自身が自然免疫系とは別系統のエフェクター機
構といえる. 一方で CD4陽性 T細胞は, 免疫系のエフェクター機構全体を制御している.
たとえば, B 細胞の抗体産生を開始するには CD4 陽性 T 細胞からの刺激が必要であり,
CD8陽性 T細胞が細胞傷害性 T細胞となるためにも多くの場合 CD4陽性 T細胞の関与
が必要である. また, 自然免疫系のエフェクター機構も CD4陽性 T細胞から放出される
サイトカインによって制御される. CD4陽性 T細胞にはさらにいくつかのサブタイプに
分類されており, ヘルパー T細胞と制御性 T細胞に分けられる. 一般に, ヘルパー T細胞
は免疫応答を促進するのに対し, 制御性 T細胞は免疫応答を抑制するという違いがある.
ヘルパー T細胞の中でも, 抗原に出会ったことのないナイーブ T細胞や, 抗原に出会って
から分化してそれぞれ異なる機能をもつエフェクター T細胞 (Th1, Th2, Th17など), 免
疫応答収束後も長く残り再度の感染に備えるメモリー T細胞などがある [25].
免疫グロブリンは抗原そのものに結合することができるが, T細胞受容体は抗原提示と
いう仕組みを通してのみ抗原認識する. 様々な細胞が表面に持つ主要組織適合遺伝子複合
体 (MHC)と, そこに結合している抗原の断片のペプチドの複合体 (ペプチド-MHC複合
体)が T細胞受容体と結合することで, 抗原が認識される. MHCを持つ細胞は, 細胞内で
分解処理されたペプチドをMHC分子の溝に結合させて細胞膜に提示する. MHCにはク
ラス Iとクラス IIという２つのクラスがある. クラス Iはほぼ全ての有核細胞がもち, そ
の細胞に感染したウイルスなどの病原体に由来するペプチドを細胞傷害性 T細胞に提示
する. もし細胞傷害性 T細胞がウイルス由来のペプチドとMHCに結合した場合, T細胞
はそのペプチドを提示した細胞を破壊する. 一方, クラス II の MHC は樹状細胞や B 細
胞, マクロファージなど抗原提示細胞とよばれる細胞にのみ発現する. 樹状細胞に提示さ
れた抗原を認識したナーブ T細胞は活性化・増殖してエフェクター T細胞に分化する. B
細胞に提示された抗原を認識したヘルパー T細胞はサイトカインを放出してその B細胞
が産生すべき抗体のクラスを指示する [25].
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2.3 T細胞多様性の発生および制御機構
T細胞に限らず生体を構成するすべての細胞は, 受精卵から分裂増殖した子孫細胞であ
る. 特殊化していない母細胞から, 機能や形態を変化して特殊化した娘細胞が生まれるこ
とを細胞分化と呼ぶ. 分裂によって自身と同じ細胞を複製することも, 別の種類の細胞に
分化することもでき, 際限なく増殖できる細胞は幹細胞とよばれる. T細胞や B細胞を含
めた免疫系の細胞と赤血球・血小板は, 骨髄に存在する造血幹細胞に由来する. 分化途上
にある T細胞 (胸腺細胞)は骨髄から血流にのってまずは胸腺に入る. 胸腺の中では胸腺
皮質から胸腺髄質に移動しながら以下の３つの過程を経る.
まず, 皮質で胸腺細胞は T細胞受容体遺伝子の再構成が行われて T細胞受容体を細胞
膜上に発現するようになる. T細胞受容体遺伝子は, α鎖と β 鎖, V(D)J領域に分けられ,
それぞれ多数の候補の中からランダムに選ばれる. その組み合わせと, それぞれの結合部
へのランダムな DNAの挿入や削除によって, T細胞受容体の膨大な多様性が生まれる.
次に, 皮質に存在する胸腺皮質上皮細胞 (cTEC)と相互作用する. cTECのMHCクラ
ス I分子に抗原提示された自己由来の抗原を認識した T細胞は CD8陽性 T細胞となり,
MHCクラス II分子の抗原を認識した T細胞は CD4陽性 T細胞となる. この自己ペプチ
ド-自己 MHC 複合体と結合できない T 細胞受容体をもつ T 細胞は無視によって死滅す
る. この過程は正の選択とよばれる [34].
最後に, 皮質および髄質において負の選択と呼ばれる過程を経た T細胞が胸腺から出て
全身を循環するようになる. 負の選択においては胸腺髄質上皮細胞 (mTEC)に加え, 樹状
細胞・B細胞などの抗原提示細胞が T細胞と相互作用する. 樹状細胞は胸腺以外の末梢リ
ンパ節に偏在する自己抗原を提示し, mTEC は全身の組織に特異的に発現する自己抗原
を提示する. これらの自己抗原を認識した T細胞は死滅する. 正の選択と負の選択を比較
すると, 同じ自己抗原への反応によって生存と死滅という一見逆の結果がもたらされてい
るように見える. 胸腺選択の親和性説によれば, 正の選択の閾値は負の選択の閾値より低
く, 弱すぎず強すぎない反応性をもつ T細胞が選ばれるとされる. また, 負の選択の閾値
よりもわずかに弱い刺激を受けた T細胞は制御性 T細胞に分化するとされる [34].
胸腺から流出したナイーブ T細胞は, 血管と二次リンパ組織 (リンパ節・脾臓・腸管の
パイエル板など) を循環する. 二次リンパ組織において, T 細胞は樹状細胞によって抗原
提示された抗原を認識すると活性化して増殖し, エフェクター T細胞に分化する.
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第 3章

T細胞集団動態の数理モデル

前章で示したように, ヘルパー T細胞の集団には T細胞受容体の遺伝子型の多様性と
表現型の多様性の両方が存在し, この多様性が獲得免疫系によって惹起される免疫応答の
要となっている. この多様性がどのように調整されているのかを理解し, 定量的に予測す
ることは感染症やがん, 免疫系の関与する疾患において非常に重要であり, 本研究の主題
である. ただし, 本研究では表現型の多様性については区別せず T細胞受容体の遺伝子型
の多様性に注目する. 表現型の多様性も含めた扱いは今後の課題である. また, 以下では
主に CD4陽性のヘルパー T細胞のことを単に T細胞と呼ぶことにする.
本章では, T細胞集団の多様性の動態を記述するいくつかの数理モデルを紹介する. モ
デルを細胞生物学的・現象論的・規範的の３つに分類することで, モデル化の考え方の違
いを明らかにする. 現象論的モデル以外は先行研究によるモデルである.

3.1 細胞生物学的な T細胞集団動態モデル
T 細胞集団の多様性の時間変化を記述する数理モデルを構築する手法として最も基
本的なのは, 分子や細胞による素過程から導出する手法である. 1994 年の De Boer と
Perelsonによる T細胞集団動態のモデル [35]およびその発展 [36]が決定論的なモデルと
しては古典的であり, 以下では [37]の解析と共にこれを紹介する.
N 種類の抗原提示されたペプチドとK 種類のクローンの T細胞による競争的な相互作
用を考える. i番目のペプチドのうち T細胞と結合していない自由なものを P ◦

i と書き, ペ
プチドと結合していない k 番目の T細胞を T ◦

k と書く (i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,K). こ
れらは反応速度定数 kbik で結合して複合体 Cik をつくり, この複合体は反応速度定数 kdik

でそのまま解離するか, kaik で活性化した T細胞 T ∗
k として解離する. 活性化した T細胞
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はある速度定数 kp で２つに分裂する. また, T細胞は σk の速度で胸腺から流入し, dの
速度定数で死亡する. 以上を化学反応式のようにまとめて書くと以下のようになる:

T ◦
k + P ◦

i

kbik
⇄
kdik

Cik
kai−→ T ∗

k + P ◦
i , (3.1)

T ∗
k

kp−→ 2T ◦
k , (3.2)

T ◦
k

d

⇄
σk

∅, T ∗
k

d−→ ∅, Cik
d−→ ∅. (3.3)

質量作用の法則を仮定して, 細胞や分子の名前と同じ文字でその個数 (細胞数,分子数)
を表すことにすれば, T ◦

k , Cik および T ∗
k の時間変化は以下のようになる:

dT ◦
k

dt
= σk −

N∑
i=1

kbikT
◦
kP

◦
i +

N∑
i=1

kdikCik + 2kpT ∗
k − dT ◦

k , (3.4)

dCik
dt

= kbikT
◦
kP

◦
i −

(
kdik + kaik + d

)
Cik, (3.5)

dT ∗
k

dt
= −(kp + d)T ∗

k +
N∑
i=1

kaikCik. (3.6)

これらをもとに, k 番目の全 T細胞数 Tk := T ◦
k + T ∗

k +
∑
i Cik の時間変化

dTk
dt

=
dT ◦

k

dt
+
dT ∗

k

dt
+

N∑
i=1

dCik
dt

(3.7)

を調べる. 今注目する T細胞数の時間変化にくらべて, 受容体とペプチドの結合解離反応
や細胞分裂が十分速いと仮定すると, 複合体 Cik および活性化した T細胞数 T ∗

k は概定常
状態にあると近似できる. まず dT ∗

k /dt ≈ 0から

T ∗
k =

1

kp + d

N∑
i=1

kaikCik (3.8)

が得られるので, Tk の時間変化は

dTk
dt

= σk + κ
N∑
i=1

kaikCik − dTk (3.9)

のように, Cik で表される. ただし κ = kp/(kp + d)とおいた. dCik/dt ≈ 0より

Cik = KikT
◦
kP

◦
i = Kik

(
Pi −

K∑
l=1

Cil

)(
Tk −

N∑
i=1

Cik

)
. (3.10)
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ただし, Kik := kbik/(k
d
ik + kaik + d)とおき, 各ペプチドの総量 Pi = P ◦

i +
∑
k Cik は時間

によらない定数 (保存量) になることを用いた. 式3.10は多変数の非線形代数方程式にな
っており解析的には解くのは難しいが,

∑
i Cik ≪ Tk のとき近似解が解析的に求められる

[37]. これは T 細胞のうちペプチドと結合している T 細胞の割合が少ない場合に対応す
る. 式3.10より

Cik ≈ KikTk

(
Pi −

K∑
l=1

Cil

)
(3.11)

であり, 両辺の iについて和を取ると∑i Cik について解ける. 最終的に

Cik = Pi
KikTk

1 +
∑K
l=1KilTl

(3.12)

となる. よって T細胞数の時間発展は

dTk
dt

= σk + Tk

(
N∑
i=1

κkaikKikPi

1 +
∑K
l=1KilTl

− d

)
(3.13)

となる.
このモデルの長時間的な振る舞いを調べるために, 全ての k で dTk/dt = 0を満たす T
細胞数の分布 {T stk }Kk=1を考える. ここでは簡単のため,流入はない σk = 0(k = 1, . . . ,K)

とする. すると, 全ての k において T stk = 0あるいは
N∑
i=1

κkaikKikPi

1 +
∑K
l=1KilT stl

− d = 0⇔
N∑
i=1

κikαi = d (3.14)

が成立する. ここで, 未知の細胞数分布を含む項を αi := 1/(1+
∑K
k=1KikT

st
k ), その係数

を κik := κkaikKikPi としてまとめた. もし全ての Tk で式3.14が成立すると仮定すると,
未知数 N 個, 式が K 本の線形連立方程式となる. {κik}の値の組み合わせによっては線
形従属性によって実質的に式の数が減るが, ランダムな値を取る場合はそのようなことが
起こる確率は低い. そのようなことが起こらないとすれば, K 本のうち最大でも N 本の
式しか同時に成立しない. 式3.14が成立しないような k では Tk = 0 となるので, 結果と
してペプチドの種類数 N と等しいかそれより小さい種類しか T細胞が最終的に生存でき
ないということが分かる. また一般に, 各ペプチドに対して最も結合できる種類の T 細
胞のみが生き残ることも分かる. すなわち, T細胞クローンは抗原提示されたペプチドと
いう「資源」を巡って競争しており, いずれかの「資源」の競争において一番にならない
限り絶滅してしまう. 類似の現象は生態学において競争排他原理 (competitive exclusion
principle)[38]としてよく知られている.
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一方実際のヒト健常者の T細胞クローンの種類数は, 見積もりが難しいが, 少なめの見
積もりでも 106 種類以上とされており [39], この多様性の大きさと競争排他原理は一見矛
盾している. いくつか理由が考えられるが, まず明確にしておくべき点は, T 細胞は病原
体由来のペプチドのみを認識するのではなく, 正常な組織や細胞に由来するペプチドも認
識するという点である. これによって, 競争排他原理が成立するとしても正常な組織由来
のペプチドの多様性と同じ程度には T細胞の多様性が大きくても矛盾しない. また, そも
そも競争排他原理は成立しないと考えられる. その要因として上述の競争排他則の導出で
は, 胸腺からの流入を無視している点, T細胞数分布の定常状態への到達を仮定している
点, 空間的不均一性を無視している点が挙げられる [35].

3.2 現象論的な T細胞集団動態モデル
分子や細胞による素過程から導いたモデルは実際の多様性をうまく説明できなかった.
特に近年は, 次世代シーケンサー等計測技術の発展により T細胞受容体の多様性を実験的
に観測できるようになったため, その多様性を説明する数理モデルの構築が重要になって
きている. とくに, 文章中の単語の出現頻度と同じようなべき乗則 (ジップ則)が T細胞や
B細胞受容体の頻度分布でも観測されるということが見いだされ [40]–[43], その数理モデ
ルによる再現が試みられている [23], [44]–[46]. これらのモデルは, 各 T細胞クローンの
増殖率がばらついていたり, 時間的に変動したりする様子を適当な確率分布や確率過程に
よって確率論的にモデル化したものである. 一方, ニュートンの運動方程式のような 2階
の常微分方程式による決定論的な T細胞集団動態モデルでも多様性を説明できることが
示されている [47]. どのモデルも分子や細胞の素過程からではなく, 現象論的 [48]になる
べく簡潔な数理モデルを構築するという観点からのモデル化であると言える. 本節では,
最低限の仮定から T細胞集団動態を表すような決定論的モデルを考える.

仮定１
第一に T細胞は分裂増殖・細胞死・胸腺からの流入という３つの素過程によってその細
胞数分布が変化すると仮定する. K 種類あるうちの k 番目の T細胞数を nk で表すと, そ
の時間変化は以下のようになる:

dnk
dt

= nkλk + σk. (3.15)

ここで, λk は増殖率で増殖・死滅の効果を表し, σk は胸腺からの時間あたりの流入細胞数
で, どちらも時間や T細胞数分布 {nk}に依存しうる. 細胞数は非負なので nk は常に非
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負であるべきだが, この力学系は RK≥0 := {n ∈ RK | nk ≥ 0, k = 1, . . . ,K}上の点 n0 を
初期値とすると, RK≥0 内にとどまり続けることが示せる.

仮定２
２つ目の仮定として, 総細胞数 ∥n∥ = ∑

k nk が ntot より大きい, つまり ∥n∥ > ntot

ならば全ての k で λk < 0 となるような定数 ntot > 0 が存在するとする. 総細胞数
が ntot より多くなると増殖より死滅が支配的になるので, これによって細胞数が無限に
発散するような非現実的な解が排除される. 総細胞数が ntot 以下になるような領域を
N = {n | ∥n∥ ≤ ntot}とかくと, 定常状態の集合 I は N に含まれ, I ⊂ N である.

仮定３
また, 全てのクローンが絶滅せずに生き残るような定常解が存在することを仮定する.
すなわち, N < K でも定常状態において競争排除則は成り立たないとする. 全てのクロ
ーンが生存する解を n† として表すことにすると, n†は唯一とは限らずその集合を I† と
書く. 仮定２と合わせると

I† ⊂ I ⊂ N ⊂ RK≥0 (3.16)

で, I† ⊂ RK>0 である.

仮定４
最後に, この力学系は散逸的で, 長期的にはいずれかの平衡点へ収束すること (安定性)
を仮定する. これは, 病原体への感染応答で一時的に T細胞数が変化しても, 病原体が排
除されて十分時間が経過すると健康な状態へ戻るというような状況を想定している. 実際,
ヒトを対象に免疫細胞数の「状態」を調べると, 個体間のばらつきに比べて同じ個体の時
間的なばらつきはとても小さく, 各個体の免疫系は感染やワクチン接種といったイベント
のあとにもそれ以前と同様の状態へ戻ることが多いことが分かっている [49].
以上の仮定１から４を元に, 特に増殖率 λk の関数形を考える. 増殖率を細胞数 {nk}の
関数にすることで, T細胞の競争的な様子を表現できるがここでは最も簡単な一次関数

λk = bk +

K∑
l=1

aklnk (3.17)

の場合を考える. ベクトル・行列表示すれば
dn

dt
= diag(n)(b+An) + σ (3.18)
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となる. ここで diag(n) は {nk} を並べた対角行列で, A は i, j 番目の要素が aij である
ようなK ×K 行列である. この増殖率をもつ流入がない場合の集団動態は一般化 Lotka-
Volterraモデルとして知られ, 異なるクローン間での競争 (akl < 0)や協力 (akl > 0)の
存在を自然と表現できている. １次関数より複雑なものも考えられるが, 種類数が 5より
大きい (K ≥ 5)場合は１次関数でも, 平衡点やリミットサイクルだけでなくカオスなどあ
らゆる長時間的振る舞いが現れることが示されている [50], [51].
仮定２および３と整合するための Aや bの条件を流入がない場合で考えてみる. n ∈ I
は nkλk = 0(k = 1, . . . ,K)を満たすので, 全ての k で nk = 0あるいは λk = 0である.
絶滅するクローンの集合を K0 = {k | 1 ≤ k ≤ K,nk = 0}, 生き残るクローンの集合を
K1 = {k | 1 ≤ k ≤, nk > 0}と表すことにすれば, K0 の要素が 0で, K1 の要素が非ゼロ
となる定常解 nは, 線形連立方程式

b1 +A1n1 = 0 (3.19)

の解である. ここで, b1, A1, n1 はそれぞれ b, A, n の K1 に対応する部分を抜き出し
たものである. 仮定２より, この線形連立方程式の解が有界でなければならない. [52]よ
り, 任意の bに対して, n ∈ RK≥0 の範囲で解が有界になることは, A1 の零空間 kerA1 と
R|K1|

≥0 の共通部分が原点しかないことと同値である. また, 仮定３より正象限 RK>0 に要素
を持たなければならない. 少なくとも非負象限に解があることは Farkasの補題 [53]によ
って, A⊤v ≥ 0 かつ b⊤v < 0 を満たすような v ∈ RK が存在しないことと同値である.
また, 疑似逆行列 A+ を使った最小ノルム解 A+bが存在して正象限にあることは十分条
件を与える.
次に, 細胞生物学的な T細胞のモデルと近づけるため, 増殖率がN 個の資源をめぐる競
争 (あるいは協力) によって決まっているような状況を考える. これは１次関数の係数を
b = Gr, A = −GF と置くことによって表現できて,

dn

dt
= diag(n)G(r − Fn) + σ, (3.20)

あるいは
dnk
dt

= nk

N∑
i=1

Gki

(
ri −

K∑
l=1

Filnl

)
+ σk (3.21)

となる. ただし, Gは K ×N 行列, F は N ×K 行列で r は N 次元ベクトルである. こ
れは細胞生物学的なモデルの式3.13において∑kKikTk ≪ 1の極限における近似式

dTk
dt

= Tk

(
N∑
i=1

κkaikKikPi

(
1−

K∑
l=1

KilTl

)
− d

)
+ σk (3.22)
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と同様の式になっている. つまり, N 種類の抗原やペプチドとの相互作用をめぐって K

種類の T細胞クローンが競争するようなモデルとして解釈できる.
最後に, このモデルが仮定４の安定性を満たすための条件を考える. 平衡点の漸近安
定性やリアプノフ安定性の十分条件として, リアプノフ関数の存在がある. 安定性の定
義やリアプノフ関数を用いる手法については付録Aにまとめた. ここでは, 安定性の必
要条件は考えず, リアプノフ関数が構成できる例として以下のモデルを紹介する. 全て
の k = 1, . . . ,K, i = 1, . . . , N で Gki = qiFik つまり G = F⊤ diag(q) を満たすような
q = {qi} ≥ 0が存在する場合, すなわち

dn

dt
= diag(n)F⊤ diag(q)(r − Fn) + σ, (3.23)

あるいは
dnk
dt

= nk

N∑
i=1

qiFik

(
ri −

K∑
l=1

Filnl

)
+ σk (3.24)

のときを考える. 非負定値な関数 V : RK≥0 → Rを

V (n) =
1

2

N∑
i=1

qi

(
ri −

K∑
k=1

Fiknk

)2

(3.25)

とすると, 流入がないとき (σk = 0)は

dV (n)

dt
=

K∑
k=1

∂V

∂nk

dnk
dt

= −
K∑
k=1

nk

(
N∑
i=1

qiFik

(
ri −

K∑
l=1

Filnl

))2

≤ 0 (3.26)

を満たすので V はリアプノフ関数である. 集合 {n ∈ RK≥0 |
dV (n)
dt = 0}を考えると, これ

は平衡点の集合 I と一致する. また, 仮定２より全ての解は有界である. したがって, 付
録Aの定理A.2.7より, 任意の点 n0 ∈ RK≥0 を初期値とする解軌道は t → ∞ で I に近づ
く. ただし, I は孤立した有限個の平衡点ではなく, 無限個の連結した平衡点となりうるた
め, これらの平衡点は安定ではない. なぜなら, ある平衡点 n∗ の安定性を示そうとすると
近傍の任意の点 nで V (n) > V (n∗)を示す必要があるが, 近傍には別の平衡点 n∗∗ があ
り V (n∗) = V (n∗∗)となる. しかし, 平衡点の集合としては大域的に漸近安定である.

3.3 規範的な T細胞集団動態モデル
本節では, T細胞や B細胞の集団動態をある種の最適化の過程として規範的にモデル化
している先行研究を紹介する. ここ数年で T細胞や B細胞の振る舞いを最適化のように
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モデル化する研究は増えている. T細胞と B細胞の双方に適用できるようなやや抽象的な
モデル [54], [55]もあるが, より最近の研究では, 抗体 [56]や記憶 B細胞 [57], ヘルパー T
細胞 [23]や制御性 T細胞 [58]など個別の現象に注目した研究が多い.
ここでは, 2015 年の Mayer らによる先行研究 [54] を紹介する. まず異なる受容
体 k = 1, . . . ,K を持った獲得免疫系の T 細胞あるいは B 細胞の集団 (細胞数分布
n = {nk})と, 病原体由来の異なる種類 i = 1, . . . , N の抗原の集団 (頻度分布 q = {qi})
を考える. 各抗原はある確率で受容体をもつ細胞と出会い, そのペアの結合親和性によっ
て決まるある確率で細胞は抗原を認識できる. 抗原をうまく認識できないと生体に害をな
すと考えられるのでその大きさをコスト C として表現する. 細胞集団と抗原集団による
多対多の反応なので, 各ペアの和によって C を記述してもよいが, ここでは細胞集団の頻
度分布 pk = nk/

∑
l nl を, 抗原被覆率 Pi :=

∑
k fikpk に変換して考える. ここで, fik は

k 番目の受容体と i番目の抗原の結合親和性を表すような値である. 抗原被覆率を用いる
ことによって, 抗原の種類に関する和として以下のようにコスト関数を定義する.

C(n) =

N∑
i=1

qic(Pi). (3.27)

ここで, c : R → Rは各抗原の抗原被覆率に依存して決まる害の大きさで, 様々な関数形
が考えられる. c(P ) = P−α のときをべき乗型コスト, c(P ) = − log(P )のときを対数型
コストと呼ぶことにする. 病原体の指数的な増殖などを仮定するとべき乗型コストが自然
であることが導ける [54].
最適な免疫細胞の細胞数分布は, このコスト関数 C を最小化するものとして定義され
る. 細胞数分布ではなく, 抗原被覆率は解析的に最適なものを求められる場合があるので
まずはこれを示す. コスト関数を抗原被覆率の関数として C(P )と書くと, 指数 αのべき
乗型コストのとき

C(P ) =
N∑
i=1

qiP
−α
i (3.28)

= Z1+α
∑
i=1

(q
1/(1+α)
i /Z)1+α

Pαi
(3.29)

= Zβ exp
{
(β − 1)Dβ

(
q1/β

Z

∥∥∥P)} . (3.30)
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ただし, Z =
∑
i q

1/(1+α)
i , β = 1 + αで, Dβ は Renyiダイバージェンス

Dβ(p∥q) =
1

β − 1
log
(∑

i

pβi

qβ−1
i

)
(3.31)

である. Renyi ダイバージェンスは p = q のときのみ D(p∥q) = 0 でそれ以外のとき
D(p∥q) > 0となる性質を持つので, 最適な P は Pi = qβi /Z で与えられる. 対数型コス
トのときは C が交差エントロピーとなって, 同様にして最適な P は Pi = qi と求まる.
次に, このコスト関数を最小化するような免疫細胞の集団動態を考える. 細胞生物学的

なモデルや現象論的なモデルと同様に, N 種類の抗原と反応できた細胞だけが増殖でき,
抗原をめぐって細胞間で競争が生じているというようなモデルを用いる. 細胞生物学的な
モデル (式3.13)では 1/(1 +

∑
kKikTk), 現象論的なモデル (式3.24)では ri −

∑
k Fiknk

という項が, 競争によって反応できる抗原数が実質的に減るような効果を表していた. こ
こではその効果を抗原被覆量 Ni :=

∑
k fkink の減少関数 A : R → R≥0 として表す. す

ると以下のような細胞数の時間発展となる

dnk
dt

= nk

(
N∑
i=1

qifikA

(
K∑
l=1

filnl

)
− d

)
. (3.32)

定常状態での総細胞数を nst としたときに, Aと前述のコスト関数を与える cとの間に
以下の関係式

A(Ni) = −γc′
(
Ni
nst

)
(3.33)

が成立して, かつ後述する Aのスケール不変性が満たされる場合, この細胞数動態の平衡
点はコスト関数を最小化することが示せる. 実際, コスト関数 C(n)はリアプノフ関数に
なっていることが以下のように示せる.
まず増殖率に相当する項を λk(n)とかくと式3.32は

dnk
dt

= nk(λk(n)− d) (3.34)

となる. 細胞数 nk を総細胞数 ntot =
∑
l nl で割った割合 pk = nk/ntot に変数変換する.

dpk
dt

=
1

ntot

dnk
dt
− nk
n2tot

dntot
dt

(3.35)

= pk

(
λk(n)−

K∑
l=1

plλl(n)

)
. (3.36)
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A がスケール不変性を満たす, つまり関数 ν を用いて任意のスカラー a で A(ax) =

ν(a)A(x)とできると仮定する. べき乗型コスト c(P ) = P−α のときは満たされる. する
と, 増殖率が λk(n) = ν(ntot)λk(p)のように分解できる. よって細胞数割合の時間発展は

dpk
dt

= ν(ntot)pk
(
λk(p)− λ̄(p)

)
(3.37)

となる. ここで, λ̄(p)は λk の平均値
∑
k pkλk(p)である.

コスト関数の時間発展は

dC

dt
=

K∑
k=1

∂C

∂pk

dpk
dt

(3.38)

= ν(ntot)
K∑
k=1

pk

(
N∑
i=1

qifikc
′

(
L∑
l=1

filpl

))(
λk(p)− λ̄(p)

)
(3.39)

= −ν(ntot)
γ

K∑
k=1

pk

(
N∑
i=1

qifikA

(
nst

K∑
l=1

filpl

))(
λk(p)− λ̄(p)

)
(3.40)

= −ν(ntot)ν(nst)
γ

K∑
k=1

pk

(
N∑
i=1

qifikA

(
K∑
l=1

filpl

))(
λk(p)− λ̄(p)

)
(3.41)

= −ν(ntot)ν(nst)
γ

K∑
k=1

pkλk(p)
(
λk(p)− λ̄(p)

)
(3.42)

= −ν(ntot)ν(nst)
γ

K∑
k=1

pk
(
λk(p)− λ̄(p)

)2 ≤ 0. (3.43)

したがって, コスト関数 C はリアプノフ関数になっている.
式3.33は, 指数 αのべき乗型コスト c(P ) = P−α のとき

A(Ni) = γα

(
nst
Ni

)1−α

(3.44)

となる. α→ 0で対数型コスト近づいて,

A(Ni) = γα
nst
Ni

(3.45)

となり, 細胞生物学的モデル3.13の 1≪
∑
lKilTl のときに相当する.
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第 4章

勾配系による T細胞集団動態のモ
デル化

第3章では, 様々な異なる観点からの T細胞集団動態のモデル化について紹介した. 現
象論的なモデルでも安定性の要求からリアプノフ関数が登場し, 規範的なモデルでもリア
プノフ関数を通してコスト関数が最小化されることを議論していた. リアプノフ関数が存
在するような力学系の中でも, 勾配系という特別な力学系がある. 本章ではリーマン多様
体における勾配系の考え方を導入する. 勾配系は最適性という観点からみてより直接的で
自然な解釈を与えるため, 規範的なモデル化に適している. また, 異なるリーマン多様体上
での勾配系を考えることで, 様々な力学系を表現できるという点で汎用性が高い. この枠
組みを T細胞の増殖や流入に応用することで対応するリーマン多様体を同定する. この結
果は, 以降の第5-6章で用いられる.

4.1 リーマン多様体上の勾配系
本章では, 有限次元の距離空間 X , 例えば K 次元ユークリッド空間 X = RK における
勾配系を考える. 勾配系とは, リアプノフ関数に対応する F : X → Rの勾配に従って時
間発展するような力学系 {x(t) ∈ X | t ∈ [0,∞)}で, 微分方程式でかけば

dx

dt
= − gradF(x) (4.1)

のようになるもののことである. 以下では F は滑らかで, (広義の)凸関数だとする. すな
わち十分大きな nについて n階連続的微分可能で, 任意の x1, x2 ∈ X と任意の s ∈ [0, 1]

で F(sx1 + (1− s)x2) ≤ sF(x1) + (1− s)F(x2)が成り立つとする. X を d次元ユーク
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リッド空間だと考えると, gradは通常の偏微分を表すので,

dxi
dt

= − ∂F
∂xi

(x) (i = 1, ..., d) (4.2)

となる. 式4.1は X が滑らかなリーマン多様体である場合にも拡張できる. リーマン多様
体は任意の x ∈ X における内積 ⟨·, ·⟩x : TxX × TxX → Rによって同定される. ここで,
TxX は x ∈ X における接ベクトル空間である. 内積は計量テンソル G(x) = {gij(x)}を
用いて ⟨v1, v2⟩x =

∑
ij gij(x)v1,iv2,j と書ける.

勾配 gradF(x)は任意の接ベクトル ξ ∈ TxX に対して

⟨gradF(x), ξ⟩x = DxF(ξ) (4.3)

を満たす接ベクトルとして定義される. ここで, DxF(ξ)は xにおける ξ に沿った方向微
分である. 正定値行列である計量テンソル G(x)を用いれば,

gradF(x) = G−1(x)
∂F(x)
∂x

, (4.4)

[gradF(x)]i =
∑
j

g−1
ij (x)

∂F(x)
∂xj

(4.5)

のようになる. ただし, G−1(x) は G(x) の逆行列で, g−1
ij (x) はその i, j 番目の要素を表

す. {x(t)}t が式4.1に従う曲線だとすると, x(t)に沿った F の時間変化は

dF(x(t))
dt

= −∥ gradF(x(t))∥2 ≤ 0 (4.6)

となるため, 勾配系 (式4.1)において関数 F はリアプノフ関数である.
一方, 距離空間においては別の方法で勾配系を特徴づけることができる. 時刻 t ∈ [0,∞)

を時間幅 h で分割し, t = 0 での x0 をもとに時刻 t = hτ(τ = 1, 2, . . . ) における
x(t) = x(τ) を以下のように定める:

x(τ+1) = arg min
x∈X

{
F(x) + 1

2h
d(x(τ), x)2

}
. (4.7)

ここで, d : X × X → R は距離関数である. この手続によって与えられる離散的な時刻
の間の時刻 t ∈ (hτ, h(τ + 1)) においても適切に補間し時間幅 h → 0 の極限をとること
でも勾配系の時間発展を記述できる. これは移動最小化スキーム (Minimizing Movement
Scheme) と呼ばれる [59]. 実際, F の性質がよければ, 時間幅無限小の極限は収束して
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式4.1と一致する [60]. その際, リーマン多様体上では, 距離 dは測地線の長さとして自然
に定義される

d(x1, x2)
2 = inf

x∈X

{∫ 1

0

∥∥∥∥dxtdt
∥∥∥∥2
xt

dt

∣∣∣∣∣x1 x⇝ x2

}
. (4.8)

ここで, x1
x⇝ x2 は xが x1 から x2 をつなぐ滑らかな曲線であることを意味する. ノルム

∥ · ∥x は内積から誘導されるノルムである.
移動最小化スキームの式4.7は, 以下のような制約付き最適化として考えてもほぼ等価で
ある:

x(τ+1) =arg min
x∈X

F(x) (4.9)

subject to d(x(τ), x)2 ≤ ρ.

実際, ラグランジュ未定定数 λ ≥ 0を用いれば最適性の必要条件の一つは

d

dx

{
F(x) + λd(x(τ), x)2

}
= 0 (4.10)

であり, F(x) + λd(x(τ), x)2 が凸関数なので, 以下のような制約のない最適化問題として
書き直せる:

x(τ+1) = arg min
x∈X

{
F(x) + λd(x(τ), x)2

}
. (4.11)

ここで, λは最適性の他の条件とともに決まる ρの関数であり, λ > 0のとき, その逆数を
ε = λ(ρ)−1 と書くことにする. ε は式4.7では時間幅 h の 2 倍に対応していた. X = Rd

で ρや εが十分小さいときを考えると, x(τ+1) = x(τ) + ε∆x+ o(ε)となって,

x(τ+1) = x(τ) − εG−1(x(τ))
∂F
∂x

(x(τ)) + o(ε). (4.12)

ただし, G−1(x(τ))は距離の二乗を d(x(τ), x(τ) + ε∆x)2 = ε2

2 ∆x
⊤H(x(τ))∆x+ o(ε2)の

ように展開したヘッセ行列 H(x(τ))で, x(τ) における計量テンソルの逆行列になる. o(ε)
の項を無視すれば, これは元の定義の勾配系 (式4.1, 式4.4)のオイラー法による前進差分
化になっている. X がユークリッド空間でなく, その部分空間である場合には式4.12によ
る更新で x(τ+1) が X からはみ出る可能性がある. その場合は指数写像やレトラクション
によって射影する [61].
制約付き最適化としての定式化から, 勾配系が目的関数最小化という機能の観点で最も
優れていることが示唆される. 同じリアプノフ関数をもつ力学系は無限に多く考える事が
でき, それらも目的関数としてのリアプノフ関数を最小化するという機能を持っていると
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いえる. 一方勾配系は式4.9のように, 現在の点 x(τ) の近傍の中で目的関数 F を最も小さ
くする点に移動する, という意味で局所的には考えうる最も効率の良い選択を繰り返して
いる.

4.2 機械学習・情報分野における勾配系の応用例
勾配系は目的関数の最小化という機能をもつことを示したが, 実際に機械学習や数理最
適化の分野では勾配系の時間離散化に相当する勾配降下法 (gradient descent method)が
よく用いられる. ただし, 距離の二乗 d2 のかわりにダイバージェンス D を用いることが
多い. ダイバージェンスは距離のように２つの与えられた点の非類似度を測る関数で, 非
負性と非退化性を満たすが対称性と三角不等式を満たすとは限らない [62]. ダイバージェ
ンスについては付録Bにまとめた. また, 勾配降下法の枠組みでは, ラグランジュ定数の逆
数に対応する量 εはステップサイズあるいは学習率と呼ばれる. 勾配系の離散化という観
点からは学習率は一定の値で, 小さい方が連続時間の勾配系に近づくためその挙動が理解
しやすい一方で, 学習率を変化させ, 時には大きくすることで最適解への収束を加速でき
ることが知られている [63].

4.2.1 鏡像降下法
以下では勾配降下法の例をいくつか紹介する. 近接勾配法 (proximal gradient method)
や鏡像降下法 (mirror descent method)[64], [65] は移動最小化スキーム (式4.7) の類似
の式を用いて反復計算を行うアルゴリズムである. 実際には式4.7の目的関数 F(x) を線
形近似したものが用いられる. 鏡像降下法は d2 の代わりに Bregman ダイバージェンス
Dψ(詳細は付録B)を用いて

x(τ+1) = arg min
x∈X

{
(x− x(τ))⊤ ∂F

∂x
(x(τ)) +

1

2h
Dψ(x

(τ)∥x)
}

(4.13)

とする. たとえば, 離散確率分布の空間である確率単体 X = {x ∈ RK | 0 ≤ xk ≤
1,
∑
k xk = 1} でダイバージェンスとして Kullback-Leibler(KL) ダイバージェンス (付

録B)を用いると指数勾配降下法 (exponentiated gradient descent method)[66]というア
ルゴリズムになり, 以下のような更新式となる:

x
(τ)
k =

w
(τ)
k x

(τ)
k∑

l w
(τ)
l x

(τ)
l

. (4.14)

ここで, w(τ)
k = exp(−ε∂F/∂xk)である.
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4.2.2 自然勾配降下法と情報幾何
鏡像降下法とは異なり, 自然勾配降下法 (natural gradient descent method)[67] は計
量テンソルによる式4.12を用いた反復計算を行うアルゴリズムである. このアルゴリズム
は情報幾何学という確率分布の空間を微分幾何学的に考える分野と深く関係している. 情
報幾何学では θ をパラメータにもつ確率変数 xの確率モデル p(x; θ)の空間を, Fisher情
報行列

Iij(θ) =
∑
x

p(x; θ)
∂ log p(x; θ)

∂θi

∂ log p(x; θ)
∂θj

(4.15)

を計量テンソル (Fisher 計量) として与えたリーマン多様体として考える. この計量を用
いて式4.12を繰り返すアルゴリズムが自然勾配降下法である.
情報幾何学では, 測地線の長さとして定義される距離 (式4.8)よりも, 距離の公理を満た
さない Bregmanダイバージェンスや f -ダイバージェンスが本質的であるとしてよく用い
られる. その２つのダイバージェンス族に属する唯一のダイバージェンスが, α-ダイバー
ジェンスである [68]. 詳細は付録Bにまとめたが, ここでは f -ダイバージェンスのみ紹介
する. また, 確率分布の空間を考える場合は確率の和が 1 に正規化されているが, ここで
は正規化されているとは限らない非負測度の空間を考えることにする.

Csiszárの f -ダイバージェンス [69]は

Df (x∥y) =
∑
k

xkf

(
yk
xk

)
(4.16)

として定義される. ここで, f は f(1) = 0, f ′(1) = 0を満たす凸関数で, 標準的な f -ダイ
バージェンスでは微分係数が f ′′(1) = 1を満たすような f を用いる.

4.2.3 確率的勾配降下法
目的関数 F : X → Rが期待値の形で

F(x) = E [L(z, x)] (4.17)

のように与えられることは多々ある. ここで, Lはスカラー関数 L : Z × X → Rで, 期待
値は Z に値をとる確率変数 z についてとっている. 簡単のため Z は有限集合とする. ユ
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ークリッド距離を用いた通常の勾配降下法では

x(τ+1) = x(τ) − ατ
∂

∂x
E
[
L(z, x(τ))

]
(4.18)

= x(τ) − ατ
∂

∂x

∑
z∈Z

P (z)L(z, x(τ)) (4.19)

= x(τ) − ατ
∑
z∈Z

P (z)
∂

∂x
L(z, x(τ)) (4.20)

の反復計算を行う. ここで αは学習率で, P (z)は z の確率分布である. しかし実際には z

の確率分布 P (z)は与えられず, 各時刻 τ で P (z)からのサンプル zτ のみ与えられるよう
な場合は勾配の期待値を計算できない. そこで, 期待値を実現値 zτ で置き換えて

x(τ+1) = x(τ) − ατ
∂

∂x
L(zτ , x

(τ)) (4.21)

による反復計算を行う手法がある. このように確率的な勾配を用いる方法は確率的勾配降
下法 (stochastic gradient descent)と呼ばれる. 確率的な勾配は真の勾配の不偏推定量に
なっている. 真の勾配ではなく確率的な勾配を用いることにより, 勾配系の性質は一般に
満たさなくなるため, 解析には注意を要する. よく知られた一般的な結果としては, 通常の
ユークリッド空間の確率的勾配降下法について, 学習率 α ≥ 0を時間とともに小さくして
いくと確率１で最適解へ収束することが示されている [70], [71]. その際, {αt}は

αt > 0, αt → 0,

∞∑
t=1

αt =∞, (4.22)

および
∞∑
t=1

α2
t <∞ (4.23)

を満たす必要がある. リーマン多様体上の確率的勾配降下法でも同様の結果が示されてい
る [72].

4.3 T細胞集団動態のリーマン多様体構造
現象論的なモデルや規範的なモデルにおいて述べたように, T細胞集団動態が正常な状
態や最適な状態への緩和という役割を持っているとすると, その緩和の速さは個体の生存
率に影響を与えると考えられる. よって, 自然選択の原理が適用できるとすれば, T細胞集
団動態が勾配系としてモデル化できるというのは自然な仮定である. 実際の T 細胞の集
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団動態が勾配系であるとは限らないが, この仮定によって見通しが良くなり, 理論的に多
くの性質が導ける. 最終的には導かれた性質を実際の免疫系と照らし合わせることによっ
て, モデルの妥当性を検証することを目指す.
目的関数の具体的な形については次章で検討することにして, 本節では T細胞の増殖・
死滅と流入という素過程に対応してリーマン多様体の構造を同定する. さらに, 同定され
たリーマン多様体のダイバージェンスがその素過程に付随する生物学的コストとして自然
に解釈できることを示す.

増殖・死滅過程のリーマン多様体構造
まず, 細胞数分布 nは非負のK 次元ベクトル n ∈ RK≥0 である. 増殖率が何らかの目的
関数 Fp の偏微分 ∂Fp/∂nで表されるとすれば, 増殖・死滅は

dn

dt
= −diag(n)∂Fp

∂n
(n) (4.24)

として表される. つまり, gradFp(n) = diag(n)∂Fp

∂n (n)となるようなリーマン多様体を
見つけたい. 式4.4から, 計量テンソルとして Gp(n) = diag(n)−1 とすればよい. これは,
Fisher情報行列と等価であるため, 情報幾何学と同様のリーマン多様体を考えることにな
る. ただし, 和が 1に正規化されている確率分布ではなく非負測度の空間としてのリーマ
ン多様体である.

Csiszárの f -ダイバージェンスは Fisher計量を導くことが分かる. なぜなら,

Df (x∥x+ ε∆x) =
K∑
k=1

xkf

(
xk + ε∆xk

xk

)
(4.25)

=
K∑
k=1

xk

(
f(1) + ε∆xkf

′(1) +
1

2
(ε∆xk)

2f ′′(1) + o(ε2)

)
(4.26)

=

K∑
k=1

xk

(
1

2
(ε∆xk)

2 + o(ε2)

)
(4.27)

=
ε2

2
∆x⊤ diag(n)∆xk + o(ε2) (4.28)

となるからである. すなわち, 式4.24は, 以下のような f -ダイバージェンスを用いた移動
最小化スキーム (式4.7)の連続時間極限としてみなせる：

n(τ+1) = arg min
n∈RK

≥0

{
Fp(n) +

1

ε

K∑
k=1

n
(τ)
k f

(
nk

n
(τ)
k

)}
. (4.29)
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この式は生物学的な解釈が以下のように可能である. この τ から τ + 1 への時間変化に
おいて, 本来の目標は目的関数 Fp を小さくすることである. しかし, 最小化されているも
のは目的関数と f -ダイバージェンスの重み付き和であるので, f -ダイバージェンスの項は
最小化にあたっての生物学的なコストを表していると考えると自然である. 例えば, f -ダ
イバージェンスは細胞を増殖したり死滅させるにあたって必要となるエネルギーや物質
の量と対応していると考えられる. 実際, f -ダイバージェンスは, f(nk/n(τ)k )の値を現在
の細胞数 n

(τ)
k で重み付けして和をとった形になっている. f は正の値をとるので, これ

を k 番目のクローンの細胞一つあたりの必要なエネルギーや物質の量 (コスト)と考える
と自然である. f(nk/n(τ)k )は, 現在と比べて細胞数が何倍に増殖するかという細胞数比率
η = nk/n

(τ)
k によって f で評価されている. f の関数形より, 細胞が増殖も死滅もしない

場合が η = 1で最も小さく, 増殖が起こる η > 1や死滅が起こる η < 1では大きな値にな
る. この点でも, f(nk/n(τ)k )を１細胞あたりのコストと考えて自然である.
f -ダイバージェンスの中でも, KLダイバージェンスを用いる場合は特徴的である. εの

2次以降も考慮した更新は, 式4.12ではなく, 指数勾配降下法の式4.14のようになる. これ
は, 細胞生物学的なモデルの式3.13の 1≪

∑
lKilTl 極限の式と類似している.

流入過程のリーマン多様体構造
次に, 流入に対応するリーマン多様体を同定する. 流入率も何らかの目的関数 Fi の偏微
分で表されるとすれば, 流入は

dn

dt
= −∂Fi

∂n
(n) (4.30)

として表される. これは計量テンソルが単位行列 Gi(n) = I となるようなリーマン多様
体での勾配系になっている. 明らかにユークリッド空間はそのようなリーマン多様体であ
る. ここで, ユークリッド距離の二乗を少し拡張した以下のようなダイバージェンス (ここ
では g-ダイバージェンスと呼ぶことにする)を考える.

Dg(x∥y) =
K∑
k=1

g(yk − xk). (4.31)

ただし, g : R → R≥0 は凸関数で, g(0) = 0, g′(0) = 0, g′′(0) = 1を満たすとする. する
と g(u) = 1

2u
2 のときに g-ダイバージェンスはユークリッド距離の二乗と定数倍を除いて

一致する. g-ダイバージェンスはユークリッド空間と同じ単位行列を計量テンソルとして
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導く:

D(x∥x+ ε∆x) =
∑
k

g(xk + ε∆xk − xk) (4.32)

=
∑
k

g(ε∆xk) (4.33)

=
∑
k

(
g(0) + ε∆xkg

′(0) +
1

2
(ε∆xk)

2g′′(0)

)
(4.34)

=
∑
k

(
1

2
(ε∆xk)

2

)
. (4.35)

したがって, 流入という素過程に対応する移動最小化スキーム (式4.7) は以下のように
なる:

n(τ+1) = arg max
n∈RK

≥0

{
Fi(n) +

1

ε

K∑
k=1

g(nk − n(τ)k )

}
. (4.36)

増殖・死滅の場合と同様に考えると, g-ダイバージェンスは生物学的なコストに対応する.
実際, g-ダイバージェンスは現在の細胞数 n

(τ)
k の絶対値ではなく, その増分 nk − n(τ)k に

のみ依存して関数 g で評価され, クローン全体の和を取る形になっている. 胸腺からの新
たな T細胞の流入にあたって必要なコストは, 新しい T細胞をつくって成熟させるコス
トだと考えられ, 既に存在する細胞の数には依存しないと考えるのが自然であり, g-ダイ
バージェンスと整合が取れている.
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第 5章

マルコフ決定過程による免疫系のモ
デル化

第4章では, 最適化の過程を表す自然なモデルとして勾配系の考え方を紹介し, T細胞の
集団動態を導くようなリーマン多様体構造を同定した. それでは T細胞集団はどのような
目的関数を最適化しているのだろうか. すなわち, T細胞の機能とは何か, どのような問題
を解いているのかというのが本章の主題である. それにあたって T 細胞集団だけでなく
免疫系全体に視野を広げ, 逐次的な意思決定の問題を解いているという考え方を紹介する.
そしてその具体的なモデルとして Katoらによるマルコフ決定過程と強化学習によるモデ
ル [23]とその拡張を示す.

5.1 マルコフ決定過程
動物の学習行動をモデル化するために作られた枠組みがマルコフ決定過程 (Markov

decision processes)および強化学習 (reinforcement learning)である. これらの枠
組みは, 現在では機械学習としてロボットの制御などに用いられている. マルコフ決定過
程は, 不確実性のある意思決定を逐次的に繰り返すという問題設定を,「環境」と「エージ
ェント」の相互作用としてモデル化したものである. ここではマルコフ決定過程より一般
的な部分観測マルコフ決定過程 (partially observable Markov decision processes) を紹
介する. 離散的な時刻 t = 0, 1, . . . ごとに状態 zt ∈ Z, 観測 st ∈ S, 行動 at ∈ A, 報酬
rt ∈ Rという変数がある. 状態観測行動空間の大きさは有限 |Z|, |S|, |A| <∞とする. ま
ず時刻 t = 0において環境は初期状態分布 P0(z0)から初期状態 z0 をサンプリングする.
時刻 t = 0, 1, . . . においてエージェントは環境の状態 zt を直接得ることはできず, 状態で
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条件付けられた観測確率 ϕ(st|zt)によってサンプリングされた観測 st を受け取る. この
観測に基づいて, エージェントは方策 (S で条件付けられた Aの確率)π(a|s)に従って行
動 at をサンプリングして決定する. 環境は現在の状態に対して行動がどれほど良いかを
評価して報酬 rt としてエージェントに返し, 状態遷移確率 P (z′|z, a)に従って, 時刻 t+1

の状態 zt+1 へ確率的に遷移する. ここで, 報酬は状態と行動に条件付けられた確率分布
P (r|z, a)に従ってサンプルされる確率変数で, 有限な平均 R(z, a)と有限な分散をもつと
する. エージェントは与えられる報酬あるいはその将来にわたる累積和の期待値

E

[ ∞∑
t=0

γtrt

]
= lim
T→∞

∑
z0:T ,s0:T ,
a0:T ,r0:T

P(z0:T , s0:T , a0:T , r0:T )

[
T∑
t=0

γtrt

]
(5.1)

= lim
T→∞

∑
z0:T ,s0:T ,
a0:T ,r0:T

P(z0:T , s0:T , a0:T )

[
T∑
t=0

γtR(zt, at)

]
(5.2)

を最大化することを目標とする. ここで, γ ∈ [0, 1)は割引率と呼ばれる値で, xs:t は時刻
sから tまでの変数 xの集合 {xτ |τ = s, s+ 1, . . . , t}を表す. また, P は経路確率で

P(z0:T , s0:T , a0:T , r0:T ) = P0(z0)
T∏
t=1

P (zt|zt−1, at)
T∏
t=0

ϕ(st|zt)π(at|st)P (rt|zt, at),

(5.3)

P(z0:T , s0:T , a0:T ) = P0(z0)

T∏
t=1

P (zt|zt−1, at)

T∏
t=0

ϕ(st|zt)π(at|st) (5.4)

である. エージェントは各時刻 tで現在までの観測・行動・報酬の情報 {(sτ , aτ , rτ ) | τ =

0, . . . , t}を元に方策 π を更新することができる.
観測過程 ϕ が決定論的で Z から S への単射な写像 ψ となっている場合, すなわち

ϕ(s|z) = δψ(z)(s) となっている場合はエージェントが観測から状態を完全に同定できる
ため部分観測ではない通常のマルコフ決定過程となる. ただし, δA(B)は B = Aのとき
のみ 1でそれ以外のときは 0をとる関数である. ψ の像を S̄ とおくと, Z の要素と S̄ の
要素は ψ によって一対一に対応する. すると観測 sを状態のようにみなすことができて,
この新しい状態 s ∈ S̄ について期待報酬関数 Rや状態遷移確率 P を以下のように定義で
きる.

R(s, a) := R(ψ−1(s), a), (5.5)
P (s′|s, a) := P

(
ψ−1(s′)|ψ−1(s), a

)
, (5.6)

P0(s) := P0(ψ
−1(s)). (5.7)
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以下ではこの部分観測マルコフ決定過程だが実質的には部分観測でないマルコフ決定過程
を考える.
さらに, 本研究では報酬の累積和ではなく各時刻で得られる報酬そのものを最大化する
問題を考える. これは割引率 γ = 0に相当し, 最大化すべき式5.1は

E [r0] =
∑
s,a

P0(s)π(a|s)R(s, a) (5.8)

となる. また, 状態遷移が行動に依存しない場合 P (s′|s, a) = P (s′|s)にも同様の問題に帰
着する. 実際, 状態は単純なマルコフ連鎖としてふるまうため, エルゴード性を仮定すれば
唯一の定常分布 P∞(s)に収束する. この定常分布のもとでは

E

[ ∞∑
t=0

γtrt

]
= lim
T→∞

∑
s0:T ,a0:T

T∏
t′=0

P∞(st)π(at′ |st′)

[
T∑
t=0

γtR(st, at)

]
(5.9)

=
∞∑
t=0

γt
∑
st,at

P∞(st)π(at|st)R(st, at) (5.10)

=
1

1− γ
∑
s,a

P∞(s)π(a|s)R(s, a) (5.11)

となって, 式5.8の初期状態分布 P0 を定常分布 P∞ で置き換えたものと定数倍を除い
て一致する. このような各時刻の報酬を最大化する問題は連想強化学習 (associative
reinforcement learning) の問題などと呼ばれる [73]. さらに, 状態がマルコフ連鎖でな
く独立同分布からのサンプリングである場合 P (s′|s) = P (s′) は連想バンディット問題
(associative bandit problem) あるいは文脈付きバンディット問題 (contextual bandit
problem, bandit problem with side information)などと呼ばれる.

5.2 強化学習アルゴリズム
マルコフ決定過程の問題を解くためのアルゴリズムが強化学習である. 強化学習は様々
な手法があるが, 多くの手法は (1)未知である報酬関数を推測する段階と, (2)報酬の予
測値に基づいて方策を決定する段階の２段階を繰り返すようなアルゴリズムである [21].
アルゴリズム1に全体の流れをまとめた. 以下ではまず (2) の方策決定の段階における難
しさとその代表的な解決方法を示し, その後 (1)の推定問題の解法を紹介する.
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アルゴリズム 1 強化学習アルゴリズム
パラメータ θ の初期化 θ(0) ← θ0

for t = 0 to T do
環境から状態 zt と観測 st = ψ(zt)を得る
パラメータ θ(t) に依存する方策 π(at|st)に従って行動 at を決める
環境から報酬 rt を得る
(st, at, rt)を元にパラメータを更新する (式5.15)

end for

方策決定
方策を決める際の難しさは, エージェントは真の期待報酬関数 Rではなくその推定値 R̂

の情報しか得られないという点にある. もし期待報酬関数 Rが既知の場合, 得られる報酬
を最大化する方策は

π(a|s) = δa†(s)(a), a†(s) = arg max
a∈A

R(s, a). (5.12)

ただし, a†(s)は状態 sで得られる報酬が最も高い行動である. 本研究では扱わない報酬の
累積和を最大化するような問題設定においても期待報酬関数 Rや状態遷移確率 P が既知
であれば, 動的計画法 [19]によって完全に解くことができる. しかし一般の場合にはこの
ような解は得られない. その難しさを表現したのが探索と活用のジレンマと呼ばれる問題
である. たとえば, 真の報酬関数 Rの代わりに推定値 R̂を決定論的な方策の式5.12に代入
した場合, すなわちエージェントが現在までの経験の「活用」のみする場合, 実際に選択し
たことのない行動でより高い報酬が得られる可能性を無視しているため平均的には得られ
る報酬は低くなる. 一方で, 今まで選んだことのない行動を取り続け (「探索」), 状態行動
空間のすべての点における報酬の値を確定させてから式5.12の方策をとる場合も, 大きな
状態行動空間の探索が終了するまでに膨大な時間がかかってしまうため効率が悪い. よっ
て, 探索と活用のバランスをとることが良いアルゴリズムの条件である.
典型的には, ε-貪欲方策やソフトマック方策と呼ばれる確率的な方策が用いられる. ソ
フトマック方策 (Boltzmann探索方策とも呼ばれる)は, 期待報酬関数の推定 R̂を用いて

π(a|s) = exp(βR̂(s, a))∑
a′ exp(βR̂(s, a′))

(5.13)

と表される. ここで, β ≥ 0は探索と活用のバランスを調整するパラーメタになっている.
実際, β = 0とすると πは一様分布となり探索のみをするような方策になり, β →∞とす
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ると, π は式5.12と同様の決定論的方策で, R の代わりに R̂ を代入したもの, すなわち活
用のみをする方策となる. 学習の初期では小さな β から始めて, 反復回数が増えるにつれ
て, 徐々に大きくしていくというのが一般的な方針であり, 事前に決められたスケジュー
ルで反復回数のみに依存させる方法や, 状態の訪問回数に依存させるような手法 [74]がよ
く使われる.

報酬推定
次に, 報酬の推定について考える. 割引率 γ > 0 の場合は TD 誤差法, その中でも

SARSA[75]や Q学習法 [20]といった手法がよく用いられる. 割引率 γ = 0のときはこれ
らのアルゴリズムは一致し, ある種の勾配降下法とみなすことができる. 以下ではこの手
法を紹介する.
まず報酬の推定値を表現する方法を選ぶ. 状態と行動の数が少ない場合は各状態・行動
対 (s, a)に対する期待報酬の推定値 R̂(s, a)を表として保持できる. 状態と行動の数が多
いあるいは無限個の場合には, パラメータ θ を持つなんらかの関数近似器 R̂θ(s, a) によ
って推定値を表現する. 関数近似器としては, ニューラルネットワークのほか基底関数の
線形結合などが用いられる. 基底関数を用いる手法では, 事前に用意された K 個の関数
gk : S̄ × A → R (k = 1, . . . ,K)に対してパラメータ θ ∈ RK を用いて

R̂θ(s, a) =
K∑
k=1

θkgk(s, a) (5.14)

のように表現する. 状態行動対の個数と同じ数のデルタ関数を基底関数に用いる (K =

|S̄||A|)ことで, 表としての推定値の表現も表すことができるため, 以下この線形結合によ
る表現のみ扱う.
この推定値は新たな情報を得るとともに更新していくことができる. まず時刻 0 で推
定値のパラメータ θ(0) を適当に初期化しておく (例えば, θ(0) = 0). 時刻 t で状態 st で
行動 at をとったあとに, 報酬信号 rt を得たとすると, パラメータ θ(t) のすべての要素
k = 1, . . . ,K について以下のように更新する:

θ
(t+1)
k = θ

(t)
k + αtgk(st, at)(rt − R̂θ(t)(st, at)). (5.15)

ここで αt ∈ (0, 1] は学習率である. これは, 時刻 t ごとに異なる (確率変数としての) 目
的関数

Ft(θ) =
1

2

(
rt − R̂θ(st, at)

)2
(5.16)
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の勾配降下法になっている. あるいは, 時刻 tに依存しない

F(θ) = E
[
1

2

(
r − R̂θ(s, a)

)2]
= E

[
1

2

(
R(s, a)− R̂θ(s, a)

)2]
(5.17)

の期待値をサンプルで置き換えたものとも考えられる. 実際, 期待値と微分が交換できる
とすれば

∂F
∂θk

(θ) = E
[
−gk(s, a)(r − R̂θ(s, a))

]
(5.18)

となるので式5.15の更新部分の期待値は F(θ)の勾配と一致する. この点で第4章で紹介し
た確率的勾配降下法と類似している. ただし, データ {(st, at, rt)}t が方策に依存しており
独立同分布からのサンプルとは限らない点で一般化された確率的勾配降下法になってお
り, 通常の収束証明は直接適用できない. 表により推定値を表現する場合は割引率 γ ≥ 0

の一般的な設定で最適解へ確率 1 で収束することが示されている [20], [76]. ただし, ソ
フトマックス方策でいえば β を十分ゆっくり無限大に大きくしていくことや, 学習率を
式4.22に従ってゼロに近づけることが必要である. 線形結合による表現を用いる場合は,
基底関数を行列として並べたときにフルランクとなることを仮定すれば唯一の最適解への
確率１での収束が示せる [77]. 典型的な収束証明においては, tが十分大きいところで θ(t)

の挙動が決定論的な常微分方程式 (勾配系)で記述できることを利用して, 勾配系の安定性
から収束を示す [78].

5.3 免疫系における状態・観測・行動
Katoら [23]はヘルパー T細胞を中心とした免疫系を (部分観測)マルコフ決定過程と
してモデル化した. まず環境の状態 z に相当するのが生体内に存在する正常な組織や病
原体など免疫系の標的となりうるものである. P 個の状態からなる状態空間を Z とする.
免疫系はどの病原体に感染しているかなどの情報を直接得ることはできない. 第2章で紹
介したように, 免疫系は自然免疫系の細胞のパターン認識受容体と獲得免疫系の B 細胞
および T 細胞受容体を介して生体内を監視している. いまは獲得免疫系の T 細胞に注
目することにすれば, 観測に対応するものは樹状細胞から抗原提示されるペプチドであ
る. 簡単のため抗原とペプチドが一対一対応しており N 種類の抗原 (ペプチド)が存在し
うるとする. 1 つの病原体 z から同時に複数の抗原が生じることを考慮して, N 種類の
抗原それぞれの存在の有無を二値のベクトルで表したものを観測 s ∈ S = {0, 1}N とす
る. 免疫系は観測を元にして行動, すなわち免疫応答を惹起する. 第2章の表2.1では免疫
応答は３つのエフェクター機構に分類されていたが, ここでは一般的にM 種類のエフェ
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クター細胞が存在してそれらの活性化の有無が行動に対応すると考える. よって行動は
a ∈ A = {0, 1}M とする. 以上を表5.3にまとめた.
また, 本章では簡単のため観測過程 ϕ(s|z)は決定論的で全単射な写像 ψ : Z → S̄ ⊂ S
によって与えられるとする. つまり, 全ての標的 z ∈ Z は互いに異なる抗原パターン
s = ϕ(z) ∈ S をもたらす. この仮定のもとでは観測 sから状態 z を常に同定できるため
部分観測ではない通常のマルコフ決定過程となる. そのため以下では状態 z と観測 sをい
ずれも状態と呼ぶことにする.

変数名 変数空間 免疫系
状態 z Z = {1, . . . , P} 正常な組織や病原体などの標的
観測 s S = {0, 1}N N 種類の抗原 (ペプチド)の存在の有無
行動 a A = {0, 1}M M 種類のエフェクター細胞の活性化の有無

表5.1 部分観測マルコフ決定過程としての免疫系

方策 π(a|s)
この観測 sから行動 aへの過程 (方策 π(a|s))を, K 種類の T細胞クローンによる相互
作用として以下のように具体的にモデル化する [23]. まず, k 番目の T細胞クローンの細
胞数を nk とおき, そのうち ñk 個の細胞が N 個の抗原の刺激によって活性化するとする.
細胞生物学的なモデル (3.1節)では T細胞の活性化を単純な一次反応とみなしていた. そ
の場合はペプチドと T細胞受容体の結合定数に対応するような量 Kik が大きいことによ
って対応する T細胞の活性化割合も高くなっていた. しかし近年の研究では, T細胞の活
性化には複雑な機構が存在しており, 必ずしも結合の強さと T 細胞の活性化は正の相関
を持たない [79], [80]など, 未だ不明点も多い. よって, ここではペプチドと受容体の結合
などの詳細な反応やその動力学を全て無視し, T細胞の活性化割合が以下で与えられると
する:

ñk
nk

= σ

(
N∑
i=1

siwik

)
=: hk(s). (5.19)

ここで, wik は i = 1, . . . , N 番目の抗原存在することによる k = 1, . . . ,K 番目の T細胞
を活性化させる強さで, σ はシグモイド関数 σ(x) = 1/(1 + exp(−x))である. T細胞が
認識できる抗原が少ないと活性化割合は 0になり, 多いと活性化割合は 1となる. 活性化
した (ナイーブ)T 細胞は Th1 細胞,Th17 細胞などに分化し, サイトカインを放出するこ
とによってエフェクター細胞を活性化させる. この過程も多種のサイトカインや細胞内の



第 5章 マルコフ決定過程による免疫系のモデル化 40

複雑な機構によっており [81], 全体として定量的な理解には程遠い. よって, T細胞の表現
型の違いを区別せず, 各 T細胞クローンがエフェクター細胞に作用して活性化させるよう
な, 単純なモデルを用いる. 具体的には T細胞の活性化と同様にシグモイド関数を用いて,
m = 1, . . . ,M 番目のエフェクター細胞の活性化確率を

P (am = 1|ñ) = σ

(
βu0m + β

K∑
k=1

ñkukm

)
(5.20)

とする. ここで, ukm は各 T細胞クローン k のうち活性化した細胞が m番目のエフェク
ター細胞に作用する重みで, u0m は T細胞以外の細胞からのサイトカインを受け取ること
やエフェクター細胞自身の自発的な活性化の影響を表す. β はエフェクター細胞の全体的
な感受性を決める値である. これらをまとめると, 抗原の観測 sで条件付けられた行動 a

の確率は

π(a|s) =
M∏
m=1

P (am|nkhk(s)) (5.21)

=
M∏
m=1

[
amP (am = 1|nkhk(s)) + (1− am) {1− P (am = 1|nkhk(s))}

]
(5.22)

=

M∏
m=1

am exp (βu0m + β
∑
k nkhk(s)ukm) + (1− am)

1 + exp (βu0m + β
∑
k nkhk(s)ukm)

(5.23)

=
exp(βQn(s, a))∑

a′∈A exp(βQn(s, a′))
(5.24)

となり, これが方策に対応する. ただし, Qn は

Qn(s, a) := Q0(s, a) +
∑
k

nkfk(s, a), (5.25)

ただし,

fk(s, a) := hk(s)
M∑
m=1

amukm, (5.26)

Q0(s, a) :=
M∑
m=1

amu0m (5.27)

である. したがって, 免疫系は T 細胞数分布 n = {nk} をパラメータとして持っており,
これを変えることで方策を変えることができると考える. その他の重み {wik}や {ukm}
などは固定された値である.
以上をまとめたものを図5.1に示す.
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図5.1 免疫系における状態から行動への流れ. 標的・細胞から細胞への矢印は抗原や
サイトカインによる情報伝達を示す. T細胞やエフェクター細胞は受け取った信号の大
きさによって活性化する.

5.4 強化学習としての T細胞の増殖死滅過程
期待報酬関数 R(s, a)の存在
それぞれの標的 z(あるいは対応する抗原分布 s = ψ(z))には対応する適切な免疫応答

aが存在することは既に述べた. たとえば, 正常な組織に対しては炎症を起こさず, 切創等
により損傷した組織に対しては修復を促し, 侵入した病原体に対してはその種類に応じて
適切なエフェクター機構を誘導する必要がある. よって免疫応答の適切さを評価する指標
が存在すると考えるのは自然である. これが期待報酬関数 R(s, a)に相当すると考えられ
る. しかし免疫系において, どのように報酬の情報を得ているのか自明ではない. 本来の
マルコフ決定過程であれば期待値が R(s, a)と一致するような報酬信号 rt を直接用いる.
免疫応答が適切であればあるほど値が大きくなるような免疫系の変数 (分子の濃度や細胞
数など)はあるだろうか. 病原体に対する初期の免疫応答については, 多くの分子や細胞を
動員する大きな炎症を引き起こすことが迅速な病原体排除につながると考えられるが, 一
方で大きすぎる炎症は正常な組織を傷つけてしまう [8]. よって炎症の大きさが報酬の大
きさに対応するとは考えにくい.
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ソフトマックス方策
ここで, 報酬の実態をひとまず置いておいて, 免疫系において5.2節で紹介したような
強化学習アルゴリズムが実装されていると考えてみる. すると, 免疫系における方策の
式5.24は, 一般の強化学習アルゴリズムで用いられるソフトマックス方策の式5.13と同じ
形をしていることに気付く. すなわち, エフェクター細胞全体の感受性を決める β は探索
と活用のバランスを定めており, 関数 Qn は期待報酬関数の推定 R̂に対応する. また関数
Qの式5.25と関数 R̂の式5.14を比べれば, 基底関数 {gk}が免疫系では {fk}であり, その
重みであるパラメータ θ が T細胞数分布 nに対応することがわかる.

報酬推定
このパラメータを変化させて期待報酬関数をうまく予測できるできるようになれば, 強
化学習アルゴリズムとして成立していることになる. パラメータが T 細胞数分布に対応
することから, T細胞の集団動態がパラメータの更新に対応することになる. ここでは, T
細胞の増殖や死滅がこの機能を担っていると考える. 胸腺からの流入については次の6章
で議論する. よって確率的勾配降下法によるパラメータ更新の式5.15を T 細胞数分布 n

について適用すれば, T細胞がどのように増殖・死滅すれば強化学習に対応するかという
条件を与えることになる. ただし, ここで前章のリーマン多様体上の勾配降下法の考え方
を組み合わせる. 4.3節で同定されたように, T細胞の増殖・死滅過程は f -ダイバージェン
スを備えたリーマン多様体の上で考えるのが妥当である. よって, 時刻 tでクローン k の
細胞数変化は

n
(t+1)
k = n

(t)
k + αtn

(t)
k fk(st, at)(rt −Qn(t)(st, at)) (5.28)

となる. この式は 1細胞あたりの正味の増殖率

λ
(t)
k = fk(st, at)(rt −Qn(t)(st, at)) (5.29)

による増殖 (λ(t)k > 0のとき)あるいは死滅 (λ(t)k < 0のとき)を表している. この増殖死
滅動態を用いた免疫系の強化学習モデルを, スカラー報酬信号モデルと呼ぶことにする.
このモデルについて表5.4にまとめた. この増殖死滅動態は第3.2節で現象論的なモデルと
して導入したものと期待値をとった連続時間極限で一致する. ただし以下で議論するよう
に, このモデルの学習アルゴリズムが実際の免疫系で実装されていると考えるのは難しい.
そこで, 以降では報酬信号の実態について議論することで免疫学的により妥当なモデルを
提案する.
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強化学習 強化学習での意味 免疫系 免疫系での解釈
R(s, a) ∈ R 期待報酬 R(s, a) ∈ R 免疫応答の適切さの指標
r ∈ R (スカラー)報酬信号 r ∈ R -

R̂θ(s, a) ∈ R 期待報酬の推定値 Qn(s, a) ∈ R -
gk(s, a) ∈ R 基底関数 fk(s, a) ∈ R クローン k の寄与
θ ∈ RK パラメータ n ∈ RK≥0 T細胞数分布
式5.15 勾配降下法による報酬推定 式5.28 T細胞の増殖死滅動態

表5.2 ]

強化学習アルゴリズムとしての免疫系. [スカラー報酬信号モデルの場合.]

報酬の実態と学習の実装
まず, 報酬関数が満たすと期待される関数形について考えてみる. 免疫系のエフェクタ
ー機構はモジュール化されており [25], 独立して動作するのでその評価も独立していると
考えると, 報酬関数はエフェクター細胞の種類ごとの和によって以下のように表せる:

R(s, a) =

M∑
m=1

[
amR

1
m(s) + (1− am)R0

m(s)
]

(5.30)

=
M∑
m=1

[
am∆Rm(s) +R0

m(s)
]
. (5.31)

ただし, R1
m : S̄ → Rは状態 sのときに m番目のエフェクター細胞が活性化しているこ

と (am = 1)に対する評価, R0
m : S̄ → Rは活性化していないこと (am = 0)に対する評

価で, ∆Rm(s) := R1
m(s)−R0

m(s)である. さらにまとめると

R(s, a) = ∆R(s, a) +R0(s), (5.32)

R0(s) :=

M∑
m=1

R0
m(s), (5.33)

∆R(s, a) :=
M∑
m=1

am∆Rm(s) (5.34)

と表せる. R0(s)が行動 aによらない成分を表し, ∆R(s, a)が aへの依存性を表している.
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次に, シグモイド関数, ひいてはソフトマックス方策は並進不変性をもつことに注意す
る. つまり, sには依存するかもしれないが aによらない任意の関数 C : S̄ → Rについて

exp(βR(s, a))∑
a′ exp(βR(s, a′)) =

exp(βR(s, a) + C(s))∑
a′ exp(βR(s, a′) + C(s))

(5.35)

が成り立つ. 従って, 分解された報酬関数の式5.32より
exp(βR(s, a))∑
a′ exp(βR(s, a′)) =

exp(β∆R(s, a))∑
a′ exp(β∆R(s, a)) (5.36)

となる. これがQnを用いた方策 π(a|s) ∝ exp(βQn(s, a))と一致すれば良いので, Qnは
期待報酬関数 Rの推定値ではなく, ベースライン R0 を引いた∆Rの推定値となっていて
も良い. よって ∆R(s, a)を正規化された報酬関数と呼べば, 報酬関数を推定する問題は,
正規化された報酬関数を推定する問題と等価である. さらに, 正規化された報酬 ∆R(s, a)

が式5.34のようにエフェクター細胞の種類ごとに分解されたことを踏まえると, その各成
分∆Rm(s)を推定する問題に帰着できる.
そこで, 和としての報酬信号R(s, a)に対応するスカラー信号ではなく, 各成分∆Rm(s)

に対応するベクトル信号として報酬が与えられるという問題設定を考える. 具体的には,
ベクトル報酬信号として r = {rm}Mm=1 ∈ RM を考え, それぞれの rm は平均が ∆Rm(s)

で分散が有限な確率分布からサンプリングされるとする. 以下では表記をわかりやすくす
るため行動 at と報酬 rt の時刻の添字を右上につけて a(t), r(t) のように書くことにすれ
ば, 式5.29の増殖率 λ

(t)
k は以下のように書ける:

λ
(t)
k = hk(st)

M∑
l=1

a
(t)
l ukl

M∑
m=1

a(t)m

(
r(t)m − U (t)

m

)
. (5.37)

ただし, U (t)
m は時刻 tでm番目のエフェクター細胞へ入力される信号の総量

U (t)
m := u0m +

K∑
k=1

n
(t)
k hk(st)ukm (5.38)

である.
ここで, 異なる種類のエフェクター細胞の活性化という事象の間には相関がなく

E[a(t)l a
(t)
m ] = 0(m ̸= l), さらに r

(t)
m − U (t)

m とも無相関だと仮定する. すると, 増殖率の
式5.37において

(
a
(t)
m

)2
= 1, a

(t)
l a

(t)
m = 0 (l ̸= m)としても期待値としては一致して

λ
(t)
k ≈ hk(st)

M∑
m=1

a(t)m ukm

(
r(t)m − U (t)

m

)
(5.39)
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となる. この近似された増殖率を用いると T 細胞数の時間変化を以下のように記述で
きる:

n
(t+1)
k = n

(t)
k + αtñ

(t)
k

M∑
m=1

a(t)m ukm

(
r(t)m − U (t)

m

)
. (5.40)

方策の図5.1に示したような順方向の情報の流れ (標的→T細胞→エフェクター細胞→
標的)とは反対に, T細胞の増殖死滅動態による学習は逆方向の情報の流れ (標的→エフ
ェクター細胞→T細胞)を示しているといえる. 実際, 式5.40は活性化した T細胞 ñk が
活性化したエフェクター細胞 am = 1から信号を受け取ることで実現できる. エフェクタ
ー細胞mと T細胞 kの間のやり取りには順方向と同じ重み ukm が存在し, エフェクター
細胞は rm − Um という信号を送っている. ここで, Um は順方向伝播におけるエフェクタ
ー細胞mへの入力の総量であったから, 細胞は既にその情報をもっている.
最後に報酬 rm は, エフェクター細胞 m の活性化が標的 z にどのような効果をもたら
したかを表現しているもので, センサー細胞が標的 z について得た情報をエフェクター
細胞に情報伝達した結果の信号であると考えるのが自然である. ここで, センサー細胞
は, 第2章で紹介したパターン認識受容体をもつ貪食細胞のことである. パターン認識受
容体は, 侵入してきた病原体や傷害された自己組織の存在を感知して, 獲得免疫系を含む
免疫系全体の炎症を開始する役割をもつ. パターン認識受容体には多くの種類があり, た
とえば Toll 様受容体 (TLR) と呼ばれる受容体はヒトでは 10 種類同定されており, それ
ぞれが異なる種類の病原体由来物質を認識する [82]. そこで, センサー細胞は標的の数
だけ存在し, それぞれの標的 zt = 1, . . . , P の存在に対応してセンサー細胞の活性化状態
y
(t)
z ∈ {0, 1}が決まるとする. ここでは簡単のため現在の標的 zt = z に対応するセンサー
細胞が確実に活性化し y

(t)
z = 1, それ以外は必ず活性化していない y

(t)
z = 0とする. 活性

化したセンサー細胞はなんらかのサイトカイン分子を放出してエフェクター細胞に情報を
伝える. このときの z 番目のセンサー細胞から m番目のエフェクター細胞への信号の重
みを bzm とすると, 時刻 tの報酬 r

(t)
m はそれらの総和として

r(t)m =
P∑
z=1

y(t)z bzm = bzt,m (5.41)

と表せる. よってこの重み {bzm}こそが期待報酬関数 Rの情報を符号化したものだと考
えることができる. エフェクター細胞の種類ごとの分解 (式5.30)を仮定した場合には, 明
らかに任意の期待報酬関数 R(z, a)をなんらかの重み {bzm}で表現できる.
以上をまとめると, 表5.4および図5.2のようになる.
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強化学習 強化学習での意味 免疫系 免疫系での解釈
∆R(s, a) ∈ R (正規化された)期待報酬 ∆R(s, a) 免疫応答の適切さの指標

r ∈ RM (ベクトル)報酬信号 {rm} ∈ RM センサー細胞の信号
R̂θ(s, a) ∈ RM 期待報酬の推定値 {Um} ∈ RM エフェクター細胞への入力
gk(s, a) ∈ R 基底関数 fk(s, a) ∈ R クローン k の寄与
θ ∈ RK パラメータ n ∈ RK≥0 T細胞数分布
式5.15 勾配降下法による報酬推定 式5.40 T細胞の増殖死滅動態

表5.3 ]

強化学習アルゴリズムとしての免疫系. [ベクトル報酬信号モデルの場合.]

標的

T細胞集団
エフェクター細胞

学習信号

(サイトカイン) 標的
(センサー細胞)𝑛"!𝑛!

パラメータ

増殖/死滅

𝑟! = 𝑏"!

𝑟!! = 𝑏"!!

誤差

𝑟" − 𝑈"

𝑟"! − 𝑈"!

𝑢!"! (𝑟"! −𝑈"! )

𝑢!"(𝑟" −𝑈")

𝑧

図5.2 免疫系細胞の相互作用による学習の実装. 細胞から細胞への矢印はサイトカイ
ンによる情報伝達を示す.

5.5 強化学習の数値シミュレーション
前節では免疫系を強化学習アルゴリズムとらえることで, スカラー報酬信号モデルとベ
クトル報酬信号モデルの２つのモデルを紹介した. スカラー報酬信号モデルは [23]で提案
されたものと同じであり, Kato らが数値シミュレーションで確認しているようにうまく
学習することが可能である. 証明はできていないが, 確率的勾配降下法の観点からもその
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収束は妥当だと考えられる. 一方でベクトル報酬信号モデルは, 免疫学的な実態を明らか
にするために近似を用いて導出したものであり, 勾配降下法としての構造が明らかではな
い. よって, ベクトル報酬信号モデルが実際に正しく学習できるアルゴリズムになってい
ることを数値シミュレーションによって確かめる.
パラメータは [23] にならって表5.5のように設定した. i = 1, . . . , N, k =

1, . . . ,K, m = 1, . . . ,M について, 重み wik は平均 0 分散 2/N の正規分布から, 重み
ukm は平均 0分散 2/K の正規分布からサンプリングし, 簡単のため u0m = 0とした.

パラメータ名 値
T細胞の種類数 K 5, 000

標的の種類数 P 20

抗原の種類数 N 100

エフェクター細胞の種類数 M 20

学習率 αt 0.1で一定
探索活用バランス βt 1.0から 10.0へ tの線形増加

表5.4 強化学習の数値シミュレーションで用いたパラメータ

報酬 rt は st と at のもとで決定論的で期待報酬関数 R の値がそのまま得られると
し, 期待報酬関数は以下のように定めた. 各状態 s ∈ S̄ に対する最適な行動 a†(s) を
A = {0, 1}M 上の一様分布に従ってランダムに決定し, 期待報酬関数は実際にとった行動
aと a†(s)のハミング距離 hamを用いて

R(s, a) =M − ham(a, a†(s)) (5.42)

=
M∑
m=1

[
amδa†m(s)(1) + (1− am)δa†m(s)(0)

]
(5.43)

と定めた. これは実際の活性化 am と最適な活性化 a†m(s)が一致しているようなエフェク
ター細胞の種類数であり, 全く一致していなければ最小値の 0, 完全に一致していれば最大
値のM をとる. 正規化された報酬関数 ∆R(s, a)のm番目の成分は

∆Rm(s) = δa†m(s)(1)− δa†m(s)(0) (5.44)

=

{
−1 (a†m(s) = 0)

1 (a†m(s) = 1)
(5.45)

である.
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また, 各状態 z = 1, . . . , P について対応する観測 s = ψ(z)を S = {0, 1}N 上の一様分
布に従ってランダムに決め, 状態遷移確率はハミング距離 ham を用いて以下のように定
めた:

P (z′|z, a) = ham(a†(ψ(z′)), a)∑P
z′′=1 ham(a†(ψ(z′′)), a)

∝ ham(a†(ψ(z′)), a). (5.46)

z, z′ ∈ {1, . . . , P}でなく s, s′ ∈ S̄ を用いれば以下のようである:

P (s′|s, a) = ham(a†(s′), a)∑
s′′∈S̄ ham(a†(s′′), a)

∝ ham(a†(s′), a). (5.47)

これは負の報酬M −R(s′, a)に比例する形になっている. すなわち, 現在とった行動 aに
よって対処可能な (同じ行動をとっても報酬が高いような)状態は次の時刻では出現確率
が低く, 対処が難しい状態に遷移する確率が高い.
細胞数 nk の初期値はすべての k で 1 として一様分布からランダムに決定した状態 z0

からシミュレーションを開始した. T = 105 回の反復を 1試行として, 異なる乱数シード
で 10回試行を行った. スカラー報酬信号モデルとベクトル報酬信号モデルの両方の結果
を図5.3に示す. 各時刻で得られるの報酬と二乗誤差をプロットしてある.
どちらのモデルも tが大きくなるにつれて得られる報酬が高くなり, 誤差はほぼゼロに
収束している. よって, これらのモデルは正しく強化学習するアルゴリズムになっている
といえる. また, 同じパラメータ設定にも関わらず, ベクトル報酬信号モデルのほうがやや
収束が速いことがわかる. これは, スカラー報酬信号モデルに比べて各時刻で得られる情
報が増えているため, 問題として易しくなっているからだと考えられる.
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図5.3 免疫系強化学習モデルの数値シミュレーション結果. 上段はスカラー報酬信
号モデル, 下段はベクトル報酬信号モデルの結果である. 左列は各時刻で得られた報
酬 rt の値を最大値 M で割った値の時系列を示している. 右列は各時刻の二乗誤差
(rt −Qn(t)(st,at)

)2 の時系列である. 細線は各試行の時系列で青の太線は平均値の時系
列を表す.



50

第 6章

胸腺からの T細胞の流入とそ
の意義

前章においては, 末梢 (胸腺以外の全身循環系)における T細胞の増殖死滅過程が強化
学習アルゴリズムにおける期待期待関数の推定という機能をもつという考え方を示した.
本章では T細胞が胸腺から末梢へ流入する過程に注目する. 流入過程のリーマン多様体構
造は第4章で既に明らかにしているため, その機能あるいは目的関数をまずは同定する. こ
れによって流入の T 細胞集団動態が導かれる. 本章の後半 2 節ではこのモデルが現実の
免疫系と整合する振る舞いをすることを示す. 特に胸腺の退縮という現象にまつわる免疫
学の未解決問題について学習理論の観点からの１つの解答を与える.

6.1 転移学習と胸腺の機能
時刻 tにおける胸腺からの T細胞の流入は, 単位時間あたりの k 番目のクローンの流入
細胞数 σ

(t)
k として表現できる. σ(t)

k については免疫学的に分かっていることは少ないが,
k によらない総数 σ(t) =

∑K
k=1 σ

(t)
k については個体の年齢やストレスによって変動する

ことが知られている. この現象は胸腺の退縮とよばれ, 本章の最後で再び議論する. 一方
で各 k の割合の分布 σ

(t)
k /σ(t) については胸腺選択という仕組みによってバイアスされて

いることが知られている. しかしそのバイアスされた分布が年齢や個体の状況によって変
化するという報告は, 我々が調べた範囲ではなかった. 従って, 胸腺からの流入という現象
が前章5で示したような強化学習による報酬の推定という機能を持つとは考えにくい. な
ぜなら強化学習はエージェントが試行錯誤する経験をもとに行動を変えていくための枠組
みである一方で, 胸腺からの流入 σ

(t)
k は (少なくともその割合は)個体の経験には依存し
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ないからである.
しかし, 胸腺からどのような細胞数分布で流入させるかは個体の生存に重要な役割を果
たす. 実際, 胸腺選択を担う胸腺の上皮細胞で発現している AIREと呼ばれる遺伝子をノ
ックアウトすると, 流入する分布が変化して, 致命的な自己免疫疾患を引き起こすことが
知られている [83]. よって, 流入分布は進化的な時間スケールにおいて自然選択によって
変化してきたと考えられる.
強化学習でいえば, エージェントは過去のエージェントが経験して学習がうまく行った
かどうかという情報を間接的に受け取っていることに相当する. これは, 強化学習に限ら
ず機械学習において一般的に利用されるマルチタスク学習や転移学習と呼ばれる手法であ
る. 解くべき問題 (タスク)が複数存在 {Tm}Mm=0 しているときに, 全てのタスクでの性能
を同時に向上させることを目指すのがマルチタスク学習で, 特定のタスク T0 での性能を
向上させるために他のタスク {Tm}Mm=1 の情報を事前知識として用いるのが転移学習であ
る. 各タスクで最適化対象となるパラメータを θ[m](m = 0, . . . ,M) とすると, 異なるタ
スク間でパラメータの情報を共有することが転移学習あるいはマルチタスク学習における
典型的な手法の一つである [84]. 具体的には, ハードなパラメータ共有とソフトなパラメ
ータ共有という 2つの手法がある. ハードなパラメータ共有では, 全てのタスクで同じパ
ラメータを用いる. ソフトなパラメータ共有では, タスク間でパラメータが類似するよう
に正則化を加える [85]. たとえば, 0番目のタスクの本来の学習の目的関数を F(θ[0])とす
ると, それに正則化項として異なるタスクのパラメータ間の L2距離の和を加えて

min
θ[0]
F(θ[0]) + γ

M∑
m=1

∥θ[0] − θ[m]∥2 (6.1)

という最適化問題に変形させる. ここで, γ は正則化の強さを決めるようなハイパーパラ
メータである.
転移学習やマルチタスク学習の手法は多くの応用分野で高い性能を示している. 上手く

いく理由として, Ruderらは暗黙的にデータ拡張になっていること (注目するタスクから
本来得られるデータに加えて, 異なるタスクのデータを利用できる), 複数のタスクで上手
くいくよう学習する正則化に対応すること, などを挙げている [85]. 後者については, 多く
のタスクで性能が高い学習器は新規のタスクについても高い確率で性能が高くなることが
理論的に示されている [86].



第 6章 胸腺からの T細胞の流入とその意義 52

6.2 転移学習としての流入動態の導出
増殖死滅が報酬学習という本来の目的関数 F(θ[0])の最小化に対応すると考えれば, 流
入が正則化項∑m ∥θ[0] − θ[m]∥2 の最小化に対応すると考えられる. 以降ではこの目的関
数を用いて流入のリーマン多様体上で勾配降下法を適用することで流入動態を導出する.
ここで, 簡単のためタスクは 2 つだけ存在して, 1 つ目のタスクが現在の個体と環境のも
とでの報酬最大化, 2つ目のタスクが仮想的な祖先の個体と環境のもとでの報酬最大化だ
とする. 現在の個体の最適化したいパラメータは T 細胞分布 n = {nk}Kk=1 ∈ RK≥0 であ
り, 祖先のパラメータをm = {mk}Kk=1 ∈ RK≥0 とする. 祖先のパラメータがどのようであ
るべきかは次節で議論するが, 進化を経て個体の遺伝子に埋め込まれていると考える. よ
って, 目的関数 Fi(n)は

Fi(n) =
1

2
∥n−m∥2 =

1

2

K∑
k=1

(nk −mk)
2 (6.2)

である. 第4.3節で議論したように, 流入動態は g-ダイバージェンスを用いることで勾配降
下法として以下のように求まる:

n
(t+1)
k = (1− γt)n(t)k + γtmk. (6.3)

ここで, γt ≥ 0は学習率である. この式は, 1細胞単位時間あたり γt の速度で死亡し, 各
クローン k は単位時間あたり γtmk 細胞ずつ流入することを示している. すなわち, 流入
分布 σk = γtmk であり, k 依存的な流入割合は実質的に祖先のパラメータ {mk} と一致
している. 増殖死滅と流入を同時に実装すると, 式5.28と式6.3を組み合わせて

n
(t+1)
k = (1 + αtλ

(t)
k − γt)n

(t)
k + γtmk (6.4)

となる.
次に, このモデルが報酬学習と転移学習の両方を実現していることを数値シミュレーシ
ョンによって確認する. ここでは, 理論的に扱いやすいスカラー報酬信号モデルを採用し
て増殖率を式5.29のように設定した. シミュレーションするにあたって用いた主なパラメ
ータは増殖のみのときと同様 (表5.5)である. 簡単のため, 状態遷移は P = 20個の状態の
一様分布からの独立なサンプリングとする. 流入させるmとしては, まず同じ状況設定で
流入せずにシミュレーションを行い, 終了時刻での細胞数分布 n(T ) を用いた. ソフトマ
ックス方策の探索と活用のバランスを決める β を表5.5のように時間とともに増加 (アニ
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ーリング)させるか 10.0で一定にするかの 2通りと, 流入の学習率 γt を 0とするか 10−4

で一定とするかの 2 通りで, 計 4 通りの実験条件で T = 105 の試行をそれぞれ異なる乱
数シードで 10回行った. 流入分布mを決める事前学習においては β はアニーリングし,
γt = 0である. シミュレーション結果を図6.1に示す. β をアニーリングして流入しない場
合が事前学習に相当するが, β をアニーリングして事前学習結果を流入させるほうが素早
く報酬が大きく, 誤差が小さくなっている. さらに, β が一定の場合を見てみると, 転移学
習しない場合には探索が十分にできず報酬があまり大きくならない一方で, 転移学習する
場合には t = 0.2T で既に報酬を最大化し, 誤差がほぼゼロに収束している. 転移学習する
場合に, β をアニーリングするより一定にした方が速く収束しているのは, 転移学習によ
って Qは十分真の報酬関数を近似しているにもかかわらず, β をアニーリングする場合は
学習初期での Q を信用せずに探索してしまうからからだと考えられる. このシミュレー
ションでは, 解きたいタスクと転移させるタスクが同じため, 当然ではあるが実際に転移
学習がうまく働いていることが示された.
さらに, 解きたいタスク (現在の環境)と転移させるタスク (先祖の環境)が異なる場合
にも流入による転移学習が有効であることを確かめる. 先程のシミュレーションでは事前
学習でも評価するときも P = 20個の状態 Spre を等確率で遷移していた. ここでは, 事前
学習は同じ Spre を遷移する環境だが, 評価する際の環境として新規に 10 個の状態 Snew

を加えた P = 30個の状態集合 Spre ∪ Snew を等確率で遷移するとした. 結果を図6.2に示
す. 青色 (same)は図6.1に示したものと同一である. 橙色 (general)は事前学習していな
い状態を含む環境での結果で, 各条件で same よりも報酬は低く, 誤差は大きくなってい
る. しかし, generalで流入のある場合とない場合を比べると, β を一定にした場合は流
入したほうが明らかに高い報酬を得られている. しかし誤差については t = 0.2T までは
流入の有無に関わらず同じように下がるが, t = 0.2T 以降流入がある場合には誤差が下が
らない. また β をアニーリングする場合も報酬の上昇は速いが, 最終的な値は低くなって
いる.
これらの結果は, 各状態 s における報酬の大きさは Q(s, a) が大きいような a におい
て R(s, a) によって決まると考えると理解できる. β 一定のときは, 探索をしないので
Q(s, a)が大きいような aは学習初期に決まっている. 流入がある場合には少なくとも事
前学習した状態 Spre において R(s, ·) と Q(s, ·) は類似しているため, Spre では高い報酬
を得続けられる. 流入がない場合には全ての状態 sでたまたま Q(s, a)が大きかった行動
a しか取り続けられないため, そのような (s, a) で学習が進んで Q(s, a) と R(s, a) が近
づいても報酬はあまり大きくならない. β をアニーリングする場合は探索をして多くの
(s, a)について Q(s, a)が R(s, a)に近づくため, 学習後期には各状態 sで Q(s, a)が大き
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図6.1 免疫系強化学習モデルの数値シミュレーション結果. 上段は β をアニーリング
した場合, 下段は βを一定にした場合の結果である. 左右の列は図5.3と同様で正規化し
た報酬と誤差の時系列を表す. 実線は γt = 0で転移学習しない場合, 破線は γt = 10−4

で転移学習する場合である. 細線は各試行の時系列で青の太線は平均値の時系列を表
す.

いような aでは R(s, a)も大きい. これが流入がないときの場合に相当する.
では β をアニーリングして流入する場合になぜ報酬が低いのだろうか. これは, Qを R

と近づけようとする強化学習と, nをmと近づけようとする転移学習との間で, ある種の
競合が生じているからだと考えると理解できる. 実際, β によらず流入がない場合は誤差
がゼロ付近に収束しているのに対し, 流入があると誤差は大きい. たとえば, β を一定にし
た場合は学習中期以降は同じような (s, a)を遷移する定常状態に至るが, 流入があると誤
差はそれ以降下がらない. β をアニーリングする場合には学習中期以降も異なる (s, a)に
遷移するため誤差は下がり続けるが, 流入に依る転移学習と増殖による強化学習の競合に
よって誤差は大きい. したがって, Q(s, a)と R(s, a)の誤差によって, この場合には報酬
を大きくする事ができない.
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図6.2 免疫系強化学習モデルの数値シミュレーション結果. 図の読み方は図6.1とほぼ
同様で, 色は環境の違いを表す. 青色 (same)は事前の学習と全く同じ P = 20個の状
態を等確率で遷移する環境で, 橙色 (general)は事前の学習と同じ 20個の状態に加え
て別の 10個の状態等確率で遷移する環境である.
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6.3 流入分布の影響と胸腺選択
背景
前節のシミュレーションのように, 現在の経験する環境と先祖の経験した環境が同じと
は限らない. 例えば, 紀元前から人類を苦しめてきた天然痘ウイルスは, 18世紀の Edward
Jennerによる世界初のワクチンの発明もあって, 1980年には自然界から消滅したと撲滅
宣言がなされた [87]. 一方で近年パンデミックを起こしている SARS-CoV-2 は 2019 年
に始めて確認されたコロナウイルスである. よって, 祖先の経験した環境に適した T細胞
数分布をそのまま現在の環境に転移させることは望ましいとは限らず, どのような分布が
良いのかは自明でない.
一方, 実際の免疫系の流入分布は第2章でも述べたように, 以下の 2つの機構によってつ
くられる.

(1) T細胞受容体遺伝子の再構成
(2) 胸腺上皮細胞などとの相互作用による正と負の選択

これらによって形成される流入分布が免疫応答の成否に重要な役割を果たすとすれば, こ
れらは自然選択によって最適化されている可能性が高い. (1)では, ランダムな再構成によ
って生成可能な T細胞受容体遺伝子のアミノ酸配列が全て等確率で出現するのではなく,
配列の頻度分布には偏りがあることが分かっている [88]. (2)では, 親和性選択説によれば
生体内に存在する自己抗原への結合親和性が強すぎず弱すぎない T細胞受容体をもつ T
細胞のみが生き残り, 残りは死滅する [34], [89]. さらに, 個体の中ではなく進化的な時間
スケールで

(0) 再構成前の V(D)J遺伝子の配列

も最適化されているはずである. この配列は (2)の正の選択において自身のMHCと結合
できる T細胞受容体が多く生成されるように自然選択されていると考えられている [90].
理論上のあらゆる T細胞受容体が等確率で出現する一様分布から, (0)～(2)の過程を経
て T細胞受容体の頻度分布が変形されるとみなし, これらの変形はどのような環境に対す
る事前知識を反映しているかを考える. ヒトがしばしば感染する病原体に結合できる T細
胞が多く流入するよう進化しているのではないかとする仮説 [91]もあったが, 代表的なウ
イルスに特異的な T細胞受容体は (1)における生成確率および (2)における選択確率のい
ずれにおいてもその他の T細胞受容体と差がないことが示されている [88], [92].
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一方, (0)と (2), 少なくとも (2)は自己の生体組織という環境への事前知識を反映して
いると解釈できるため, 結果としての流入分布は自己環境の事前知識を反映しているとい
える. 実際, 2017 年の Asaf Madiらの研究 [93]では, T 細胞受容体のアミノ酸配列の類
似度を利用したネットワーク解析により, どのような配列が頻度が高くネットワークの中
でクラスターをつくるのかが調べられた. その結果, 病原体など非自己に対する T細胞受
容体に対するクラスターよりも自己や自己に類似した抗原 (自己免疫疾患や腫瘍免疫・同
種移植)に対する T細胞受容体が多くのクラスターを作っており, 多くの T細胞受容体が
そのクラスターに属していることがヒトとマウスの双方で確認された. これらのクラスタ
ーには種の中であるいは種を超えて共通して出現する受容体が多く含まれた. また, その
クラスターは胸腺選択がない場合にはなくなることが示された [93].
このように, 胸腺からの流入分布は自己に関連した環境への事前知識を反映していると
考えられるが, なぜそのような流入分布になっているのかは明確にわかっていない. 負の
選択で自己に強く反応する T細胞が除去されることは自己免疫疾患を予防するという観
点から理解できる. 一方で, 正の選択ではある程度自己に反応するものが選ばれるため, 一
見矛盾している. 正の選択ではペプチドではなくMHCと T細胞受容体の結合がテストさ
れていると以前は考えられていたため, 正の選択の役割はペプチドMHC複合体と相互作
用ができて細胞内のシグナル伝達が正常である T細胞を選定することだと考えられてい
た. しかし, 正の選択においてもペプチドに対する特異的結合が寄与していること, 正の選
択において提示される自己抗原のペプチドが特別な機構によって生成されていること, な
どが明らかになっているため, 正の選択の役割はそれ以上のものがあるとされている [94].
そこで正の選択の役割として異なる仮説が提案されている. 1つ目は, 末梢の T細胞が活
性化はしない程度に自己抗原を認識することが, T細胞の恒常性維持や外来抗原への鋭敏
な応答に役立つとする説である [95]–[97]. 2つ目の仮説は, 自己抗原への応答の強さと外
来抗原への応答の強さは正の相関があることに注目する説である. つまり, 自己に対して
選択することで病原体に対しての応答を良くすることができると想定している [94], [98].

目的・手法
胸腺の正の選択を含む流入分布の形成機構が自己に対する事前知識を積極的に活用して
いる点について, 既存の説とは矛盾しないが別の観点からの説を提案する. そのため, 過去
と現在で環境が異なることを考慮に入れたシミュレーションを行い, どのような流入分布
{mk}を用いるのが良いのかを調べる. 流入分布が自然選択によって最適化されていると
仮定すると, 学習モデルの元では最も学習がうまくいくような流入分布が, 現存する免疫
系が採用する流入分布である.
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まずシミュレーション結果の評価指標を示す. これまでは学習の成功度合いを, 報酬 rt

の大小によって主に評価してきた. これは前章で議論したように免疫応答の適切さを直接
測るものである. 一方以降では報酬の推定誤差の大きさ

Lt = (rt −Qn(t)(st, at))
2 (6.5)

を用いる. 誤差がゼロであれば報酬は最大化され, 誤差が大きいとでたらめな行動をして
いるのと同じなので報酬は小さくなる. 実際, 前節のシミュレーション結果 (図6.2) をみ
ても, β が小さければ誤差が小さければ報酬は大きくなることが確認できる. ただし, 誤差
が有意に小さくなっても報酬が有意に大きくならないことが多々ある. これは経験した状
態行動対での誤差が小さくなっても適切に探索するような方策を用いなければ報酬は大き
くならないからである. 報酬の大きさではなく誤差の小ささによって評価することは, 期
待報酬関数の推定という機能のみに注目することに相当し, その機能についての性能の差
がよく見えるようになる. 誤差を小さくするアルゴリズムと適切に探索する方策を組み合
わせれば, 報酬も大きくなることが期待される.
次に行ったシミュレーションの設定を示す. 上記の誤差Ltは勾配系の目的関数 (式5.17)

Fp(n) = E
[
1

2
(rt −Qn(s, a))

2

]
(6.6)

の期待値の中身と同じ形をしている. ここで, 環境の状態遷移を独立同分布 P (s) からの
サンプリング, 方策のパラメータ β は 0つまり π(a|s) = 1/|A|とする. すると, 全ての t

で状態行動対 (st, at)は独立同分布 P (s, a) = P (s)/|A|からのサンプリングとなるため,
誤差 Lt の期待値は目的関数 Fp(n(t))の 2倍と一致し, 勾配系としての性質が明確になる.
状態遷移確率に相当する P (s)あるいは P (z)については, 状態集合全体 S̄ を高頻度に遭
遇する状態集合 S0 と低頻度に遭遇する E 個の状態集合 S1,S2, . . . ,SE , 遭遇しない状態
集合 SE+1 へ分割して定義する. 簡単のため全ての状態集合 Si は等しく P0 個の状態から
構成されるとする. 確率は

P (s) =


µp (s ∈ S0)
p (s ∈ ∪Ei=1Si)
0 (s ∈ SE+1)

(6.7)

と定義する. µ は S0 に属する状態の相対的な遭遇頻度のようなもので, µ = 1 のと
き SE+1 を除く全ての状態は等確率で出現する. 今回の実験では µ ∈ {10, 100, 1000},
P0 = 10, E = 4, 流入率は γ = 10−6 で一定とした.
流入分布としては, あらゆるものを試すことは難しいため代表的なものをもちいた.

まず転移学習ではなくでたらめな流入分布として, 何も流入しない none(mk = 0(k =
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1, . . . ,K)) と一様分布 uniform(mk = 1(k = 1, . . . ,K)) を用いた. また, 既に示したよ
うに必ず良い性能を発揮する流入分布として, 誤差を評価する試行と同一の状態遷移確率
のもとで事前に学習させた後のパラメータ sameを用いた. それ以外に, i = 0, 1, . . . , 5に
ついて Si のみを遷移する環境で学習させたものを用いる 0から 5や, S0 ∪S1 を等確率で
遷移する環境で学習した 0+1 などを用いた. 事前の学習も評価する際の学習も T = 105

回の反復を 1試行として, 各条件のおいて異なる乱数シードで 5回行った.

結果
シミュレーション結果の誤差二乗和の時間平均 L̂ =

∑
t Lt について表6.3に示す. 大抵

の場合で想定通りに noneと uniformはその他の条件よりも誤差が大きく, sameは誤差
が最も小さいことが確認できる. 相対頻度 µが高くなるほど、どの流入分布でも誤差は小
さくなるが流入分布によってその挙動は異なる. 特に, 最も頻繁に遭遇する S0 を事前に学
習した 0は, µの増加にともなう誤差の減少が著しい.
この点を明示するため, 特徴的な流入分布のみ抜き出して正規化した誤差を計算して
図6.3を作成した. ここで, uniform の誤差が最大値 1.0 で same の誤差が最小値 0.0 と
なるように線形変換により正規化を行った. 図の中の流入分布の名前は frequent が 0,
rareが 1, not appearが 5と同じである. 図より, frequentの正規化した誤差は µを
大きくすると減少し, µ = 1000においてはほぼゼロ, すなわち真の状態遷移確率にて事前
学習したものと同等の性能を発揮している.
図6.3ではいずれかの状態集合 Si のみで事前学習したものについて比較した. 次に S0
を含む複数の状態集合で事前学習した場合の結果を図6.4に示す. 図より, µ = 10の場合
は実際に経験する状態をより多く事前学習したほうが誤差が小さくなることが分かる. 特
にこのとき 0+1+2+3+4は sameよりも誤差が小さい. 一方 µが 100以上の場合, S0 以外
の状態集合を事前学習するほうが誤差は大きくなる.
その他, 実際には遭遇しない状態集合 S5 を事前学習させることは性能の悪化をもたら
す. 実際, 図6.3でも not appearすなわち 5は µ = 10においては最も誤差が大きくなっ
ている. また表6.3より実際に経験するすべての状態を事前学習する 0+1+2+3+4に S5 を
加えた 0+1+2+3+4+5は誤差が大きくなることも分かる.
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図6.3 胸腺からの流入分布mと正規化した報酬予測誤差の関係 (1). frequentは最
も頻繁に遭遇する S0 で事前学習したもの (0と同じ), rareは低頻度で遭遇する S1 で
事前学習したもの (1と同じ), not appearは実際には遭遇しない S5 で事前学習した
もの (5と同じ)である.
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図6.4 胸腺からの流入分布mと正規化した報酬予測誤差の関係 (2).
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流入分布m µ = 10 µ = 100 µ = 1000

none 7.4052 ± 1.1393 6.3127 ± 1.1283 6.0929 ± 1.1535
uniform 7.4283 ± 1.1338 6.3380 ± 1.1214 6.1181 ± 1.1466

same 7.3670 ± 1.1439 6.2938 ± 1.1263 6.0755 ± 1.1509
0 (frequent) 7.3886 ± 1.1361 6.2952 ± 1.1257 6.0756 ± 1.1509

1 (rare) 7.4020 ± 1.1400 6.3206 ± 1.1253 6.1024 ± 1.1501
2 7.4032 ± 1.1398 6.3197 ± 1.1259 6.1017 ± 1.1505
3 7.4018 ± 1.1396 6.3181 ± 1.1260 6.0999 ± 1.1507
4 7.3976 ± 1.1413 6.3170 ± 1.1263 6.0995 ± 1.1508

5 (not appear) 7.4107 ± 1.1372 6.3201 ± 1.1253 6.1003 ± 1.1505
0+1 7.3765 ± 1.1417 6.3013 ± 1.1252 6.0854 ± 1.1494

0+1+2 7.3721 ± 1.1442 6.3042 ± 1.1256 6.0895 ± 1.1493
0+1+2+3 7.3690 ± 1.1461 6.3054 ± 1.1263 6.0913 ± 1.1498

0+1+2+3+4 7.3650 ± 1.1485 6.3053 ± 1.1272 6.0918 ± 1.1505
0+1+2+3+4+5 7.3729 ± 1.1461 6.3070 ± 1.1270 6.0924 ± 1.1506

0+5 7.3923 ± 1.1364 6.3029 ± 1.1246 6.0842 ± 1.1496

表6.1 異なる相対頻度 µと異なる流入分布mを用いたときの報酬予測誤差の平均と
標準偏差. 各 µについて, 最も小さい平均値を太字で示した. 図6.3で用いる流入分布の
名前も括弧に示してある.
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考察
結果から, 流入分布m を学習した環境と, 誤差を評価する現在の環境が近いほど転移
学習としての真価が発揮されて誤差が小さくなる傾向が見られる. このことは, 以下のよ
うに理論的にも説明できる. 確率的勾配降下法の収束証明でよく用いられるように [78],
(st, at)について期待値をとって連続時間極限をとった以下のような決定論的な力学系に
ついて考える. α→ 0で, γ は γ0 := γ/αが定数になるように αと同じように 0へ近づけ
ると,

dnk
dt

= nk
∑

x∈S̄×A

P (x)fk(x) (R(x)−Qn(x)) + γ0(mk − nk) (6.8)

= nk [B −An]k + γ0(mk − nk) (6.9)

となる. ここで, 簡単のため状態行動対を x ∈ S̄ × Aと表し, xの定常分布を P (x)とし
た上で, K 次元ベクトル B と K ×K 行列 Aを以下のような要素をもつものとして定義
した.

[B]k =
∑

x∈S̄×A

P (x)fk(x) (R(x)−Q0(x)) , (6.10)

[A]kl =
∑

x∈S̄×A

P (x)fk(x)fl(x). (6.11)

これは現象論的モデルの式3.24とほぼ等価である. 定常状態 dnk

dt = 0(k = 1, . . . ,K)にお
いて,

n2k[B −An]2k = γ0 (nk −mk)
2 (6.12)

が成立する. 左辺は報酬予測誤差の大きさと関係しており, 右辺は流入分布と実際の分
布の誤差である. γ0 = 0 であれば報酬予測誤差に関係する B − An をゼロにできるが,
γ0 > 0の場合はmが B − Am = 0を満たさない限りは B − Anはゼロにならない. こ
れは強化学習と転移学習の間で競合が発生しているようにみえるという前節の結果を説明
している. また, 流入分布mが B−Amを小さくする場合は定常分布 nでも B−Anが
小さくなる点で, 今回の実験結果と整合している.
このシミュレーションにおいて, 出現頻度の高い S0 は自己抗原に相当すると考えられ
る. なぜなら, 病原体やがんなど異常が発生する頻度は稀であり, 通常時は自己組織由来の
正常な抗原を常に免疫細胞は認識しているからである. T細胞が自己抗原を認識している
ことは実験で確かめられており, 自己抗原を認識することが T細胞が生存し続けるために
必要な信号であるとされている [96].
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シミュレーション結果から, 高頻度に出現する自己抗原について事前に学習したものを
流入させることが現在の環境においても高い性能を発揮することが示された. 現在の環境
で自己抗原の相対出現頻度 µが高い場合は, 自己環境のみを事前に学習する方がよくなり,
現在の環境と同一の環境で事前に学習する理想的な場合とほぼ同等の性能を発揮する. ま
た, 自己環境以外も同時に事前学習することは, µが高いときには悪影響しかない. µが低
いときにも現在は遭遇しない環境を事前に学習してしまうことによる悪影響がある. これ
らのシミュレーション結果は, 胸腺選択が自己抗原についての偏りをもたらしており, ヒ
トがよく経験する病原体に対する偏りがないという実験事実と整合している. すなわち,
胸腺選択が自己抗原についての選択である理由の１つとして, 病原体などの他の抗原と比
べて, 自己由来の抗原を非常に頻繁に経験するという点があることが示唆される.
本研究では S0 に含まれる抗原間の違いについては特に考慮しなかった. これらの抗原
のシミュレーションでの実態は, ランダムに割り当てられたバイナリ列だが, ランダムに
初期化された重み w や uなどの実現値によっては特定の抗原のバイナリ列が学習されや
すく, 別のバイナリ列は学習されにくいということが考えられる. 実際, 胸腺選択で提示さ
れる自己抗原はあらゆる自己抗原ではなくその一部である. 提示できる自己抗原の数に制
限があるとすれば, どのように提示するものを選ぶかが重要になる. これは, 有限の訓練デ
ータから訓練されていない入力へ予測を汎化させることに相当する. 2020年のWortelら
の数理モデルによる研究 [99] では特定の自己抗原を胸腺で提示することで提示されなか
った自己抗原と外来抗原の識別性能が上がる現象が確認されている. 我々のモデルにおい
ても同様の現象が確認できると期待される.

6.4 流入率の影響と胸腺の退縮
背景
次にクローン型 kによらない流入全体の多さを決める γtについて考える. 免疫学的には

γtは年齢 tとともに減少することが知られており,胸腺の退縮 (thymic involution, thymic
atrophy)と呼ばれる. 感染や妊娠・ストレスによって一時的に退縮する減少も知られてい
るが, ここでは加齢に伴う退縮に注目する. この現象は免疫老化 (immunosenescence)の
一例であり, 一見すると本来果たすべき胸腺の機能が損なわれる過程に思える. しかし以
下で述べるように退縮自体がなんらかの機能をもっていて, 退縮することが生存に有利で
あるとも考えられる.
まず胸腺からの流入細胞数の変化は図6.5のように主に３つの段階で説明できる.
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流入細胞数

週齢(年齢)

(1) (2) (3)

図6.5 胸腺からの流入細胞数の加齢による変化の概念図

(1) 生後直後, 幼児期の急激な増加
(2) 小児期の初期に減少に転じる
(3) 青年～老齢期では減少の傾きは緩やかになる

Hale らは胸腺での T 細胞受容体の構成時に発現する遺伝子 RAG2 と同時に緑色蛍光タ
ンパク質 (GFP)が発現するようなマウスを作製し, 末梢の免疫系の臓器である脾臓から
T細胞を抽出して GFPの蛍光強度が強い T細胞数を数えた [100]. これによって胸腺か
ら 2,3週間以内に末梢に流入した T細胞が推定できる. 図6.5は Haleらによる結果 [100]
の図 1Dを参考に作成したものである. 段階 (1)の急速な流入の後, およそ生後６週で段
階 (2)に移行した. 段階 (3)で流入細胞数の減少は緩やかになり, 生後 100週でも流入が
確認できた. 胸腺に存在する T 細胞数を数えた場合ににも同様の傾向が確認されている
[101]. ヒトでは直接的に細胞数を数える事はできないが, 突然死した遺体の胸腺を取り出
し, T細胞を含む領域の体積を調べると, 10歳より前に退縮がはじまること, 青年期以降
では退縮が緩やかになることが観察されている [102].
生体内の他の臓器と比べて年齢依存的な変化が大きいため, 古くから注目されていた胸
腺の退縮だが, なぜ退縮するかについては至近的な要因と究極的な要因の双方で分からな
いことが多い. 至近的な要因, つまり分子や細胞のどのような機構によって退縮するのか
については, 以前は性ホルモンと結びつけて考えられていたが否定的な証拠が多く, 近年
は脂肪細胞の蓄積が直接的な要因だと考えられている [103].
究極的な要因とは, 胸腺の退縮がどのような意味で生存に有利であるかということであ
る. 上述の (1～3)の段階ごとに考えると, 生誕時には末梢には T細胞が存在しないため,
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最低限必要な数を供給するという意味で (1)生後直後の高い流入数は理解できる [104]. ま
た, (3)の後期で高齢になると流入数がほぼゼロに近づいてしまうことはいわゆる個体の
老化によって正常な機能を保てなくなっているからだと考えられる. 実際高齢者にはワク
チンの効果が低く, 感染症に罹りやすい [105]ことから, この段階が進化的に説明できると
は考えにくい. 一方で (2)の急激に減少する過程は, 正常な機能が果たせなくなっていく
過程ではなく何らかの積極的な理由によって生存に有利なため減少する過程だと考えられ
ている. なぜなら, 胸腺をもつ多くの脊椎動物で同様の胸腺の退縮が観察されていること
[106]や, 胸腺の退縮に多くの複雑な分子的機構が備わっていること [103]が挙げられる.
では胸腺の退縮にどのような進化的意義があるのだろうか. 1つ目の仮説は, 生体の有
限なエネルギーを効率的に配分した結果だとする説である. 胸腺選択の過程で T 細胞は
90%以上が死滅するため, 胸腺は非常に多くのエネルギーを必要とするといえる. 胸腺の
役目は十分な T細胞数を供給した時点である程度完了しており, 小児期に免疫系以外の生
体組織を正常に発達させることにエネルギーを割り当てるために胸腺は退縮するとされる
[104], [107]. この説では T細胞の多様性ではなく総数に注目しているといえる.

2つ目の仮説では T細胞の総数を固定して考えたときに, 認識できる抗原の数を増やす
ことと, 特定の抗原により強力に応答することのバランスによって流入率が決まっている
と考える [108]. 胸腺からの流入は前者を促進し, 末梢での増殖は後者を促進する. よって
どちらを優先するかによって, どの程度胸腺から流入させるかが決まるとされる. 生後直
後に十分な多様性を供給した後は, 特定の抗原に対する応答を準備することで適切なバラ
ンスになるため, 増殖の効果を優先させるために流入は減らされる [108]. この説では流入
の効果と増殖の効果は互いに打ち消し合うことが暗に仮定されている.
どちらの仮説も流入が減少することは説明できているが, 図6.5に示したような減少の動
態を完全には説明できない. まず (2)小児期での急激な流入の減少について考える. 1つ
目の仮説では有限のエネルギー配分を考えていたため, 免疫系以外の組織の発達を促進す
るためには胸腺のエネルギー消費を減らさざるを得ないので, 急激な減少と矛盾しない.
一方 2つ目の仮説では, 暗に仮定されてように流入と増殖の間で有限の資源を取り合って
いるとは言い切れない. そのため, 特定の抗原に対する応答を準備するために増殖を促進
することは, 流入を急激に減らすという結論を導かない.
また, いずれの仮説でも (3)青年期以降にも流入が続いていることを説明できていない.
特に１つ目の仮説に基づけば, 胸腺の役目は小児期で完了しているため完全に機能を停止
させるほうが自然である. 実際, 青年期以降の流入は生存に有利である可能性が高い. ヒ
トでは先天的な心臓の疾患で手術時に胸腺を取り除くことがあり, その術後の状況を調べ
た研究がある. 胸腺の摘出は十分な数が供給された (1)より後に行われたと考えられてい
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る [109]. この手術が施されるようになってから長い時間が経っていないので, 青年期や老
齢期での観察は十分できていないが, 22 歳程度の若い青年を対象にワクチン接種前後の
免疫系のいくつかの指標が調べられた. その結果によると, 明らかな免疫系の異常は見ら
れないが, ダニ媒介性脳炎のワクチンに対する応答が同年齢の健常者と比べて明らかに小
さく [110], 高齢者と同様の傾向が見られた. 一方マウスでは青年期に胸腺摘出手術を行
い, いくつかの病原体への感染実験を行った研究がある [111]–[113]. 胸腺の摘出されなか
ったマウスと比べて, 胸腺を摘出したマウスでは病原体 (リステリア・モノサイトゲネス
(Listeria monocytogenes)およびサルモネラ菌 (Salmonella enterica))への免疫応答が弱
く, 生存率が有意に下がることが示されている.

目的・手法
以上のように胸腺の退縮の進化的な意義を完全に説明できる理論は存在しない. そこで,
本研究ではまず免疫系の学習モデルの数値シミュレーションによってどのような流入率
γt が良いのかを調べる. その結果が学習理論によって明瞭に解釈できることを示し, 実際
の免疫系の退縮と比較を行う.
報酬関数や各種パラメータは前節と同様である. 状態遷移確率はパラメータ µ を持つ
式6.7の独立同分布を用い, S0 内を等確率で遷移する環境で T = 105 まで学習させた後の
細胞数分布をmとして流入させた. 流入率 γt は本来時刻 tに依存する量だが, ここでは
時間に依存しない γ を用いた. 事前に学習した環境の相対的遭遇頻度 µ, T細胞の種類数
K, 学習率 αをそれぞれ変えたときに誤差 Lt の経験的平均値が最も小さくなるような γ

の値を探る. そのために以下の表6.4のような設定で３つのシミュレーション実験を行っ
た. いずれの実験でも流入率 γ は 0および 10−7 から 10−5 の間を対数スケールで 20等分
した値のそれぞれの場合で調べた. T = 105 までの試行を各条件の異なる乱数シードで 5
回行った.

相対頻度 µ T細胞種類数K 学習率 α

実験 1 {0.05, 0.10, . . . , 5.0} 5, 000 0.10

実験 2 5.0 {1000, 2000, . . . , 10000} 0.10

実験 3 5.0 5, 000 {0.01, 0.02, . . . , 0.10}

表6.2 最適な流入率 γ を調べる数値シミュレーションで用いたパラメータ
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結果
実験 1 の結果を図6.6と6.7に, 実験 2 の結果を図6.8と6.9に, 実験 3 の結果を
図6.10と6.11に示す. 各実験の１つ目の図 (図6.6, 6.8, 6.10)は流入率について平均をとっ
て注目するパラメータ (µ, K or α)依存的な報酬予測誤差の平均値をプロットしたもので
ある. 黒の破線 (Total)は t = 0から T まで全区間での平均値で, (1)～(5)は平均を取
る区間を一部に制限したものである. 例えば (2)は t = 0.2T から 0.4T の区間で平均を
とっている. 各実験の 2つ目の図 (図6.7, 6.9, 6.11)は, 横軸流入率 γ と縦軸注目するパラ
メータ (µ, K or α) として色で報酬予測誤差の平均値をプロットしたものである. ただ
し, 見やすいように流入率について平均をとった値 (１つ目の図)を引いた値をプロットし
た. また緑のひし形は各パラメータ (µ, K or α)の値において平均報酬予測誤差が最も小
さくなった流入率 γ の点を示している. ６つある図のうち, 左上の図 (Total)は全区間の
平均値, それ以外 ((1)～(6))は部分的な区間の平均値である.
各パラメータ (µ, K or α) の大きさが報酬予測誤差の意味で平均的に性能にどのよう
な影響を与えるのかは各実験の１つ目のグラフの黒い破線を見るとわかる. 図6.6より,
µ = 1付近で性能が悪化し µ = 0や µ = 10では性能が向上している. これは状態の確率
分布の乱雑さ (エントロピー)が µ = 1で最大になり, µが 0や大きくなると小さくなる
ことに対応していると考えられる. つまり経験する状態が乱雑であればあるほど, 学習が
困難になる. 図6.9より T細胞は種類が多ければ多いほど性能が向上し, 図6.11より学習率
には最適な値がある, というような傾向がみられる. また, 平均をとる時間区間が後期にな
るほど学習が進んで誤差が小さくなっていく様子もわかる.
次に図6.7, 6.9, 6.11で全区間の平均値 (Total) についての最適な流入率についてみる
と, 流入がまったくない γ = 0や実験した中で最大の γ = 10−5 が最適になる場合もある
が, 中間の値が最適になる場合も多いことがわかる. また, 多くの場合で初期 (1)や (2)
では高い流入率 γ = 10−5 が最適になるが後期 (5)には流入しない γ = 0が最適になっ
ている. この傾向は図6.7では µ = 0以外の全ての場合でみられ, 図6.9では K が 3000以
上の場合, 図6.11では αが 0.05以上の場合でみられる.

考察
まず全区間の平均報酬予測誤差が最小になっている γ の結果から, 流入がない γ = 0が
最適でないことが多々あることは注目に値する. T細胞数分布の初期値として全クローン
が存在する n

(0)
k = 1(k = 1, . . . ,K)ため, 図6.5で (1)として示した最低限の T細胞を供

給する段階は終わった (2)の段階からシミュレーションが開始しているとみなせる. ただ
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図6.6 相対頻度 µと平均報酬予測誤差の関係 (実験 1). 異なる流入率と異なる乱数シ
ードの結果についての平均値をプロットし, 95%信頼区間が網掛けで示されている. 黒
の破線 (Total)は全時間区間での平均値で, (1)～(5)は平均を取る区間を一部に制限
したもの.
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図6.7 相対頻度 µと胸腺からの流入速度 γ の組に対する正規化した平均報酬予測誤差
の関係 (実験 1). 異なる乱数シードの結果の平均値が色で示されている. 緑のひし形は
各 µの値において平均報酬予測誤差が最も小さくなった流入率 γ の点を示している. 6
つある図は図6.6と同様に平均をとる区間が異なる.
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図6.8 T細胞種類数K と平均報酬予測誤差の関係 (実験 2). 異なる流入率と異なる乱
数シードの結果についての平均値をプロットし, 95% 信頼区間が網掛けで示されてい
る. 黒の破線 (Total)は全時間区間での平均値で, (1)～(5)は平均を取る区間を一部
に制限したもの.
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図6.9 T細胞種類数 K と胸腺からの流入速度 γ の組に対する正規化した平均報酬予
測誤差の関係 (実験 2). 異なる乱数シードの結果の平均値が色で示されている. 緑のひ
し形は各K の値において平均報酬予測誤差が最も小さくなった流入率 γ の点を示して
いる. 6つある図は図6.8と同様に平均をとる区間が異なる.
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図6.10 学習率 αと平均報酬予測誤差の関係 (実験 3). 異なる流入率と異なる乱数シー
ドの結果についての平均値をプロットし, 95%信頼区間が網掛けで示されている. 黒の
破線 (Total)は全時間区間での平均値で, (1)～(5)は平均を取る区間を一部に制限し
たもの.

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

Total 0~T (1) 0.0T~0.2T (2) 0.2T~0.4T

0 10 7 10 6 10 5
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

(3) 0.4T~0.6T

0 10 7 10 6 10 5

(4) 0.6T~0.8T

0 10 7 10 6 10 5

(5) 0.8T~1.0T

0.04

0.02

0.00

0.02

0.04

Immigration rate 

Le
ar

ni
ng

 ra
te

 

Normalized 
average error

図6.11 学習率 αと胸腺からの流入速度 γ の組に対する正規化した平均報酬予測誤差
の関係 (実験 3). 異なる乱数シードの結果の平均値が色で示されている. 緑のひし形は
各 αの値において平均報酬予測誤差が最も小さくなった流入率 γ の点を示している. 6
つある図は図6.10と同様に平均をとる区間が異なる.
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し, 今回の実験では一定の流入率 γ を用いているため, 定常的な (3)の青年期以降に相当
する流入率が最適値として求まるような状況設定になっていると考えられる. つまり先行
研究の仮説では青年期以降の流入の意義を説明できていなかったが, 今回の結果は流入を
説明できる可能性がある.
最適な流入率がゼロでない正の値になることについては, 機械学習で頻繁に議論される
バイアスとバリアンスのトレードオフという考え方によって理解できる. ある時刻 tでの
報酬予測誤差の期待値

L = E(s,a),n

[
(R(s, a)−Qn(s, a))

2
]

(6.13)

について考える. ここで, (s, a)は時刻 tでの状態行動対で確率変数である. また, nもそ
れまでの経験 {(sτ , aτ , rτ ) | τ = 0, 1, . . . , t − 1}に依存した確率変数である. 上式の期待
値 E(s,a),n はこの 2つの確率変数についてとったものである. 以下では簡単のため, (s, a)
と nは独立であるとする. 独立でなくても同様の分解は成り立つ. まず表記を簡単にする
ため状態行動対を x ∈ S̄ × Aと表して xごとに期待値を分解すると

L = Ex [L(x)] (6.14)

となる. ここで L(x)は
L(x) = En

[
(R(x)−Qn(x))

2
]

(6.15)

である. これは更に以下のように式変形できる.

L(x) = En

[
(R(x)− En[Qn(x)] + En[Qn(x)]−Qn(x))

2
]

(6.16)

= (R(x)− En[Qn(x)])
2
+ En

[
(Qn(x)− En[Qn(x)])

2
]

− 2 (R(x)− En[Qn(x)])En [Qn(x)− En[Qn(x)]]︸ ︷︷ ︸
=0

(6.17)

= (R(x)− En[Qn(x)])
2
+ En

[
(Qn(x)− En[Qn(x)])

2
]
. (6.18)

xについて期待値をとれば,

L = Bias + Var (6.19)

:= Ex
[
(R(x)− En[Qn(x)])

2
]
+ Ex,n

[
(Qn(x)− En[Qn(x)])

2
]

(6.20)

となる. 第一項をバイアス, 第二項をバリアンスと呼ぶ. バイアスは予測の期待値
En[Qn(x)]が真の値 R(x)からどれほど離れているかを測ったもので, バリアンスは予測
値 Qn(x)の分散である. 機械学習や統計的推測の分野一般において, 式6.19は汎化誤差と
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呼ばれる量に相当する. 確率的なゆらぎのあるデータをもとにモデルのパラメータの値を
推測するとき, 得られたデータへのあてはまりの良さのみを考慮してパラメータを最適化
するとバイアスは小さくなるが, バリアンスが大きくなってしまうことがよく知られてい
る [15], [114]. その１つの解決方法として正則化がある. たとえば式6.1のように目的関数
に正則化項を追加してその和を最適化する. 胸腺からの流入は正則化項ではないが, 実質
的には正則化の役割を果たしていると考えられる. また, 流入率 γ は正則化の強さを調整
するパラメータである. γ = 0のときは正則化がないのでバイアスは小さくなるがバリア
ンスが大きくなってしまう. 逆に γ が大きすぎるとバリアンスは小さくなるが本来の目的
関数を最適化しないのでバイアスが大きくなる. よって正則化のパラメータ γ を調整する
ことで, バイアスとバリアンスを制御して汎化誤差の意味で最適なパラメータ nを得るこ
とができる. ここで述べたような正則化パラメータとバイアスとバリアンスの関係は多く
の確率モデルで調べられているが, 胸腺からの流入についても同様の傾向が見られた. 実
際, 図6.12に示すように, 流入率を大きくするとバイアスに相当する量は大きくなるが, バ
リアンスに相当する量は小さくなる様子が確認できた. ここで, バイアスとバリアンスの
推定値は Qn(x)の平均と分散の推定値を用いて計算する. x ∈ S̄ × Aについて平均と分
散の推定値は

µ̂(x) =
1

T

T−1∑
t=0

δx(xt)Qn(t)(xt), (6.21)

σ̂2(x) =
1

T − 1

T−1∑
t=0

δx(xt) (Qn(t)(xt)− µ̂(xt))2 (6.22)

であり, Welford の方法 [115] によってオンラインで逐次的に計算した. これらを用いて
バイアス Biasとバリアンス Varの推定値は

B̂ias = 1

T

T−1∑
t=0

(R(xt)− µ̂(xt))2 , (6.23)

V̂ar = T − 1

T

T−1∑
t=0

σ̂2(xt) (6.24)

として計算した. ただし, nと (s, a)が独立でなく, 双方の期待値を tに関する和に置き換
えているため, 以下のようにバイアスの推定値とバリアンスの推定値の和は誤差の時間平
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均 L̂とは一致しない.

L̂ =
1

T

T−1∑
t=0

Lt (6.25)

=
1

T

T−1∑
t=0

(R(xt)−Qn(t)(xt))
2 (6.26)

= B̂ias + V̂ar +− 2

T

T−1∑
t=0

(R(xt)− µ̂(xt))(Qn(t)(xt)− µ̂(xt)). (6.27)
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図6.12 バイアスとバリアンスの流入率 γ 依存性. ここでは図6.7で µ = 5.0に相当す
る場合の結果を示した

次に, 時間の関数としての流入率 γt について考える. 自然選択された免疫系で実装され
ていると思われるのは, 全区間の平均報酬予測誤差を最小化するような流入率の時間変化
γt である. しかし時間の関数について最適なものを今回のように直接列挙して同定するこ
とには膨大な計算時間がかかるため実施できていない. 今回は平均をとる時間区間を狭め
ることで各時刻での最適な γt を求めた. この 2つの γt は異なるものだが, 定性的な傾向
は類似していると期待される. 今回のシミュレーションの全ての実験条件において最適な
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流入率は時間について単調で非増加な関数になっており, 多くの実験条件において初期は
10−5 以上の流入率が最適だが中期に突然変化して, 後期は 10−7 以下の流入率が最適とな
った. これは図6.5における (2)の小児期の急激な退縮と類似している.
一方, K や αが小さいときには最適な流入率はあまり変化せず, 高い流入率を保つ方が
良くなっている点は対照的である. このようにパラメータ依存的に最適な胸腺のあり方が
変わることは, 生物種によって異なる免疫系のあり方を理解するための示唆を与える. こ
こまでの説明では, ヒトとマウスで共通して胸腺の退縮が起こると述べてきたが, 近年の
研究ではヒトとマウスで大きく異なる点も見つかっている. 2012年の Ineke den Braber
らの研究 [116]では, いくつかの実験手法と数理モデルを組み合わせることで, 胸腺からの
流入と末梢での増殖が末梢の T細胞集団の形成にどれほど寄与しているか, ヒトとマウス
でそれぞれ見積もられた. 青年期以降のヒトでは末梢の CD4陽性ナイーブ T細胞集団の
うち 90% 程度が末梢での分裂増殖によって生まれた細胞であり, 胸腺からの流入に相当
する細胞は 10% 程度であることが分かった. 一方, マウスでは週齢によらずナイーブ T
細胞は末梢でほぼ増殖せず, ほぼ全ての末梢 CD4陽性ナイーブ T細胞は胸腺由来である
ことが分かった. ただしメモリー T細胞はある程度増殖によって維持されており二度目以
降の迅速な免疫応答を担う [116]. つまり, ヒトと比較して, マウスでは増殖に対する流入
の末梢 T細胞集団への寄与が大きく, 胸腺の退縮はあるが減少の効果は比較的穏やかであ
ると言える. これは増殖率の全体的な大きさを決める αが小さい場合に相当し, 最適な流
入率の減少は穏やかであるという今回のシミュレーション結果と整合している. また, マ
ウスは全 T細胞数が少なく種類数 K も少ないと思われる [39], [117]. この場合もシミュ
レーション結果によれば流入率はあまり減少させないほうが良く, 実験結果と矛盾しない.
マウス以外でも脊椎動物では胸腺の退縮が広く見られることは既に述べたが, ヒト

[102]・マウス [100]・ヒツジ [118]などの哺乳類では明らかに年齢依存的な退縮が確認さ
れている一方で, 鳥類 [119]や魚類 [120]では年齢依存的な退縮が確認できた種もあるが,
確認できなかった種もある. モデル生物として確立していない種が多いため退縮が確認で
きていないだけで実際には全ての脊椎動物で退縮している可能性もあるが, 今回のシミュ
レーション結果は K や αのように種ごとに異なる免疫系のパラメータのもとでは退縮し
ない胸腺も自然選択されうることを示唆する. K や α といったパラメータが免疫系の誤
差を小さくするという観点だけから最適なものが自然選択されるとすると, 多くの種はK

を大きくして αを 0.05にして, 胸腺を劇的に退縮させるはずである. つまり遺伝的な効果
(流入)よりも個体の経験に基づいた学習 (増殖)を優先して変化する環境でも生存率を高
める. しかし個体が利用できるエネルギーなどの資源のうち免疫系に割くことのできる資
源は限られる, などの理由からK や αを自由に変えられず, 生涯を通して遺伝的な効果に
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頼る (胸腺を退縮しない)ことがあり得る.
本研究では胸腺が一時的に退縮する現象については扱わなかった. 哺乳類では感染や妊
娠時, 精神的ストレスのある時に退縮する現象はよく知られている [103]. また爬虫類や冬
眠する哺乳類では冬に退縮して春にもとに戻るような季節による変化も観察されている
[121]. この一時的な退縮についても学習モデルを用いればその進化的な意義を明らかにで
きる可能性がある.
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第 7章

結論

7.1 研究結果のまとめ
本論文ではまず免疫学によって明らかにされた T 細胞を始めとする免疫系の知見

(第2章)と数理モデル (第3)を整理した. これらをもとに第5章では強化学習, 第6章では転
移学習として理解できることを示した.
免疫系の強化学習としての見方を整理する. 免疫応答は自然免疫系のパターン認識受容
体や, 獲得免疫系の抗原認識受容体への物質の結合という「観測」によって開始され, 様
々なエフェクター機構の発動という「行動」をとることができる. 状況に応じて適切なエ
フェクター機構は異なるが, 観測と適切な行動の対応は必ずしも事前に与えられない. そ
こで免疫系は試行錯誤的な経験によって適切な行動を選ぶように自らを変容させる (強化
学習する). 学習によって変容する生物学的実態は, ヘルパー T細胞の多様性, すなわち T
細胞受容体の種類ごとの細胞数分布だと考えられる. 実際, 観測をもとにした行動決定に
おいては, ヘルパー T細胞の細胞数分布が大きく寄与し, 細胞数分布は T細胞の増殖・死
滅によってダイナミックに調節されている. T細胞集団を中心に免疫系の観測と行動を捉
え直すと, 観測は T細胞受容体による抗原認識であり, 行動はエフェクター機構へのサイ
トカイン信号の発出である. 残る自然免疫系のパターン認識受容体由来の信号は, 免疫応
答の適切性を報酬信号として T細胞に伝達するものと考えられる.
次に, 免疫系の転移学習的な側面を整理する. T細胞集団における増殖・死滅動態と比
較して, 胸腺からの T 細胞の流入動態は免疫系の現在の状況に応じた機敏な変化は少な
い. たとえば, 流入する全細胞数のうちの受容体の種類ごとの細胞数割合は, 個体の一生を
通じて大きく変化しないと考えられる. この細胞数割合の分布は, 個体の経験ではなく進
化的な経験, つまり何世代にもわたる自然選択によって最適化される. 増殖・死滅過程で
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形成される末梢の T細胞数分布は, 流入過程と組み合わせられると流入分布へ近づくよう
偏りが生じる. 強化学習を補助して生存に有利となるような流入分布は, 世代を超えて共
通して頻繁に経験するような抗原, すなわち自己抗原に大して事前に学習したものである
ことが数値実験から分かった. これは機械学習でもちいられる転移学習という手法に相当
する.
これらの学習理論的なモデル化において役立つのが第4章のリーマン多様体上での勾配
系の考え方である. 前述のような学習という機能を免疫系に想定した場合に, 勾配系の考
え方を用いれば具体的な T細胞集団動態を導出できた. また, 勾配系として導出された集
団動態の式を変形・近似することで生物学的により妥当な集団動態を得ることができた.
最後に, 流入による転移学習と増殖死滅による強化学習の間にはある種のトレードオフ
が存在する. この２つの学習のバランスを調節するパラメータが時間あたりに流入する総
T 細胞数 (流入率) である. 流入率を適切に選択することが平均的に最も良い性能を与え
る. 哺乳類を含む多くの生物種の免疫系においては胸腺の退縮という現象が確認されてお
り, 小さい正の流入率を採用することが生存に有利であると言われている. 本研究で構築
した学習モデルの振る舞いは, 胸腺の退縮と定性的に一致している. これによって胸腺の
退縮の機能的意義という未解決問題に対して, 背後にトレードオフの関係があるからであ
るという新たな仮説を提案した. このトレードオフは機械学習分野でバイアスとバリアン
スのトレードオフとして知られる現象と関連しており, 機械学習の概念によって生命現象
を説明できることが示せた.

7.2 計算論的生物学
本研究では学習理論を用いて規範的に免疫系をモデル化することで生物学的な理解を得
られることを示した. 学習理論に限らずフィルタリング理論や最適制御理論など数理工学
的な理論を用いて生命現象の理解を目指す学問分野を計算論的生物学と呼べば, この分野
は今後も大きく発展する可能性が高い.
計算論的な生物学としては計算論的神経科学が典型的であり多くの成果を挙げている.
たとえば近年は深層学習と実際の脳神経系の対応が一層議論されている [122]. 計算論的
神経科学の研究手法は, Marrの三階層という概念によって整理される [22].

(1) 計算論 (どのような問題を解いているか, 目的関数)
(2) アルゴリズム (どのような手続きで問題を解いているか)
(3) 実装 (具体的にどのような分子や細胞の活動によって実現されているか)
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脳神経系ではなく免疫系においても同様の階層的考え方が当てはまる. 実際, 本研究にお
いて免疫系は, (1)観測をもとに行動を決定する逐次的な意思決定の問題を, (2)強化学習
や転移学習といったアルゴリズムで, (3)T細胞集団の増殖死滅・流入過程によって実現し
ている, としてモデル化された. 脳神経系や免疫系に限らず, 胚発生や走化性など幅広い生
命現象も計算論的生物学の対象となると期待される.
計算論とアルゴリズムの階層をつなげるのが数理工学だとすれば, 計算論的生物学にお
ける理論の中心的な役割はアルゴリズムと実装の階層をつなげることである. たとえば,
通常の工学応用においては学習のアルゴリズムは勾配降下法によって実装が導出される.
しかし細胞や分子といった実装されるハードウェアの性質を踏まえると, リーマン多様体
上の勾配降下法へと拡張するのが自然である. 他にも, 通常の学習理論の枠組みでは報酬
や誤差といった学習信号を直接用いた勾配降下法の更新式が用いられる. しかし生命現象
との対応を考える上では学習信号の実態が必ずしも明らかでなかったり, 学習信号伝播の
実態が理論の前提と異なったりする [123]. 脳神経系においては, 深層学習で用いられる逆
誤差伝播法を変形することで, 生物学的に妥当かつ学習が成功するようなモデルが盛んに
研究されている [124], [125]. 免疫系においては, 本研究ではサイトカインによる情報伝達
ネットワークが学習信号の伝播を担っていると提案した. サイトカインネットワークの実
際の性質 [126]と矛盾しない学習モデルを探究することは今後の重要な課題である.
また, 多くのアルゴリズムで普遍的に成り立つ法則があるとすれば, それを実装する生
命現象にも対応する法則が見つかるはずである. たとえば本研究では, バイアスとバリア
ンスのトレードオフという統計推定における法則が登場した. 単純に考えるとバリアンス
の存在を無視してしまい, バイアスが小さい統計モデルを選択するのが良いという考えに
陥りがちである. しかし実際にはバリアンスが存在することによって, バリアンスが小さ
ければバイアスが大きい統計モデルを選択する方が良いという結論になりうる. この一見
不合理だが実は合理的であるという事実は, 本研究では胸腺の退縮を説明することに用い
られた. 他にもヒトの認知におけるバイアスを説明するためにこの統計推定の法則が用い
られている [127]. 脳神経系は情報処理に特化して高度に発達しているため, 機械学習を実
装したコンピュータと類似の法則が存在することは明らかだと思われる. 一方で免疫系や
単細胞生物など, 原始的な情報処理機構にもアルゴリズム由来の隠れた法則が成立してい
る可能性は高い.

7.3 工学・医学
本研究は工学や医学的にも有用な考え方や結果を示した.
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まずリーマン多様体上での勾配降下法は学習アルゴリズムを実装した人工物をつくる際
に有用だと思われる. 例えば, 強化学習するロボットをつくりたいとき, 通常はマイクロコ
ントローラなどノイマン型のコンピュータをロボットに搭載する. ノイマン型コンピュー
タでは浮動小数点演算によってユークリッド空間の通常の勾配降下法を実装可能である.
しかしノイマン型コンピュータは汎用的であるがために, 用途を絞った非ノイマン型コン
ピュータに凌駕され得る. 深層学習に特化した専用チップ [128]や量子コンピュータ [129]
は特定の問題を解くために設計される. いずれは細胞集団をプログラムすることができる
かもしれない. 与えられたハードウェアで勾配降下法を実装したいという状況においては,
適切なリーマン多様体を同定することで具体的な更新式を導出できる. 同定されたリーマ
ン多様体構造には, ハードウェアの制約や動態が反映される.
また本研究の結果から, 胸腺にまつわる医学的な示唆が得られる. 高齢者はワクチンの
効果が低く, 自己免疫疾患やがんなどの発症リスクが高まる. その原因として, 免疫老化
とよばれる加齢に伴う免疫系の機能的な変容がある. 免疫老化の顕著な例として古くから
指摘されていたのが胸腺の退縮である. 加齢と胸腺の退縮の相関関係から, 胸腺の退縮を
停止させたり逆に活性化させたりすることは免疫機能の向上をもたらすのではないかとい
う考え方が一部では受け入れられており, 胸腺を賦活化させる方法が多く検討されている
[130]. しかし, 胸腺の退縮が免疫機能の低下の要因であるという因果関係は直接示されて
いない. 近年では胸腺の退縮以外にも T細胞の疲弊や老化といった現象により免疫機能の
低下が引き起こされることが分かっている [131]. また, 胸腺の退縮速度では小児期が最も
大きく青年期以降の退縮は緩やかであることから, 老化に伴う免疫機能の低下とは関係が
なく, むしろ積極的に退縮するよう自然選択されているということは以前から指摘されて
いた [103], [104], [106]–[108]. さらに本研究の結果から, 胸腺が退縮すべきときに退縮し
ないことは無意味であるだけでなく却って悪影響があることが示唆された. したがって,
年齢依存的な胸腺の退縮に対する医学的な介入には慎重になる必要がある.
一方で, 本研究においても退縮が過度に進み胸腺からの T細胞の供給が全く無くなるこ
とに対しては, 免疫機能の低下が導かれることが示された. 胸腺からの T 細胞の供給が
極端に少なくなった高齢者に対しては胸腺の再賦活化が有効である可能性がある. 他にも
HIVウイルス等への感染やがんの放射線/化学療法, 骨髄移植に伴って T細胞数が劇的に
減ってしまった場合には胸腺への医学的な介入が重要になると思われる. 近年では胸腺と
いう臓器をまるごと人工的に再構成する研究 [132]もある. 胸腺の役割をより正確に理解
することで, どのようなタイミングでどのように胸腺へ介入することが免疫系の正常な働
きを助けるのかが明らかになるだろう.
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付録 A

力学系の安定性

以下は主に [133]–[136]による.
力学系とは完備距離空間 X と, X から X への連続写像の族 St からなる (X,St)であ
る. St は非負実数 t, τ ∈ R≥0 について

St+τ = St ◦ Sτ , S0 = I (A.1)

を満たすとする. ただし I は恒等写像. ここでは X は有限の d次元のユークリッド空間
の部分空間とする. 力学系 (X,St)の軌道 γ とは {x(t) := Stx0 | t ≥ 0}と表せる集合で,
初期値 x0 ∈ X によって唯一に決まる. ここでは常微分方程式

dxi
dt

= fi(x) (i = 1, . . . , d) (A.2)

の形で表せるような自励的な力学系を扱う. xe ∈ X が任意の t ≥ 0で Stxe = xe すなわ
ち fi(xe) = 0(i = 1, . . . , d)を満たすとき, xe をこの力学系の平衡点 (equilibrium point,
fixed point, stationary point)とよぶ.

A.1 平衡点の安定性
まずは平衡点の安定性について述べる.

定義 A.1.1 (平衡点の安定性). 平衡点 xe が (リアプノフ)安定であるとは, 任意の ε > 0

について, δ > 0が存在して, 任意の x ∈ X, t ≥ 0で

d(x, xe) < δ ⇒ d(Stx, xe) < ε (A.3)
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を満たすことである. また, 平衡点 xe が漸近安定であるとは, それが安定でかつ δ > 0が
存在して

d(x, xe) < δ ⇒ lim
t→∞

d(Stx, xe) = 0 (A.4)

を満たすことである. 任意に大きい δ で成立するなら xe は大域的に漸近安定であると
いう.

安定性について示すときに有用なのがリアプノフ関数である. 力学系 (X,St)と連続的
微分可能な関数 V : X → Rについて, V̇ : X → Rを

V̇ (x) =
dV

dt
=

d∑
i=1

∂V

∂xi

dxi
dt

(A.5)

と定める. X の部分集合 D のすべての点 x ∈ Y において V̇ (x) ≤ 0を満たすとき, V を
D におけるリアプノフ関数とよぶ.

定理 A.1.2 (Lyapunov の定理 [137]). 平衡点 xe を含む開集合 D におけるリアプノフ
関数を V とする. 任意の x ∈ D\xe において V (x) > V (xe) を満たすとき, xe は安定
である. また, 任意の x ∈ D\xe において V̇ (x) < 0 なら xe は漸近安定である. さらに,
D = X でこれらが成立して, ∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞ なら xe は大域的に漸近安定で
ある.

証明は [133]などを参照.

A.2 平衡点集合の安定性
平衡点が複数ある場合などはリアプノフの定理で大域的な安定性を調べられない. 以下
では平衡点は無限個あってもよいが, 平衡点の集合は有界だとする. 力学系の長時間の挙
動を調べたいときには不変集合・極限集合の概念が有用であるのでまずはこれを定義す
る. ただし点 y と集合 Aの距離

dist(y,A) := inf
y∈A

d(z, y) (A.6)

を用いる. ここで, d(x, y)は距離空間 X における xと y の距離である.

定義 A.2.1 (不変集合). Y が正の不変集合であるとは, X の部分集合 Y で, 任意の x ∈ Y
と t ≥ 0において

Sty ⊇ Y (A.7)



付録 A 力学系の安定性 103

を満たすことである.

X 全体や空集合, 平衡点の集合, 周期軌道の閉曲線などは不変集合である.

定義 A.2.2 (極限集合). x ∈ X ついて, xの ω-極限集合あるいは正の極限集合とは

ω(x) :=
⋂
s≥0

⋃
t≥s

Stx (A.8)

と定義される. ただし, Y はX における部分集合 Y の閉包を表す. つまり, ある点 y ∈ X
が極限集合 ω(x)に属していることの必要十分条件は, y へ収束する部分列がとれること,
つまり

lim
n→∞

d(Stnx, y) = 0 (A.9)

を満たすような {tn} ⊂ R≥0, tn →∞が存在することである. 定義より ω(x)は閉集合.

命題 A.2.3 (極限集合の性質). 軌道 {x(t) = Stx | t ≥ 0} が有界のとき, x の極限集合
ω(x)は空でない連結した有界閉な正の不変集合である. さらに,

dist(Stx, ω(x))→ 0 (t→∞) (A.10)

を満たす.

証明. ω(x) が連結であることは [135] を参照. 閉であることはすでに述べた. 軌道が有
界なので ω(x) も有界であり, {x(t)} に収束部分列をとれるので ω(x) は空集合でない.
ω(x)が正の不変集合であることを示す. 任意の y ∈ ω(x)について n→∞で tn →∞と
Stnx → y を満たすような {tn} ⊂ R≥0 がとれる. τ > 0について, 式A.1と Sτ の連続性
より,

Stn+τx = StnSτx→ Sτy. (A.11)

最左辺は ω(x)に収束するから Sτy ∈ ω(x). つまり ω(x)は正の不変集合.
最後に式A.10を背理法で示す. 式A.10が成り立たないと仮定すると, ε > 0 と
{tn}, tn → ∞ が存在して n = 1, 2, . . . で dist(Stnx, ω(x)) > ε とできる. 一方, 軌
道が有界だから収束部分列 {Stmx} が存在する. つまり {tm} が存在して m → ∞
で tm → ∞, dist(Stmx, ω(x)) → 0 が成立する. その収束先 y = limm→∞ Stmx は,
y ∈ ω(x)だが, 仮定より dist(q, ω(x)) > εとなり矛盾.

定理 A.2.4 (LaSalleの定理 [138]). D を有界閉集合で, D を初期値にもつ任意の軌道は
D 内にとどまり, D におけるリアプノフ関数 V が存在するとする. 集合 N = {y ∈ D |
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V̇ (y) = 0}の部分集合で最大の正の不変集合をM とすると, D内の任意の点 xの ω-極限
集合はM に含まれる.

ω(x) ⊂M ⊂ N ⊂ D (A.12)

さらに, x ∈ D を初期値とすると dist(Stx,M)→ 0 (t→∞)を満たす.

証明. 初期値 x を任意に D の中にとって x ∈ D, その解 x(t) = Stx を考える. V は
有界閉集合 D で連続だから下に有界で, V (x(t)) は t について非増加でなので極限値
β = inft≥0 V (x(t))が存在する. 極限集合 ω(x)は D が閉集合なので ω(x) ⊂ D で, V の
連続性より任意の y ∈ ω(x) において V (y) = β. 命題A.2.3より, ω(x) は正の不変集合
だが, ω(x) の中では V は定数なので y ∈ ω(x) で V̇ (y) = 0 (つまり ω(x) ⊂ N ⊂ D).
ω(x) は不変集合だから, ω(x) ⊂ M ⊂ N . 従って命題A.2.3より x ∈ D なら t → ∞ で
dist(Stx,M)→ 0.

次に, 平衡点の集合 (stationary set[136], [139])の安定性を定義して LaSalleの定理に
よって集合の安定性を示す. 力学系の性質としての安定性の定義と集合についての安定性
の定義がある.

定義 A.2.5. 任意の有界な軌道 x(t)が平衡点集合 E へ近づく, すなわち

dist(x(t), E)→ 0 (t→∞) (A.13)

を満たすとき, この力学系は概単安定 (quasi-monostable, dichotomic) であるという.
有界とは限らない任意の軌道 x(t) で式A.13が成立するなら, この力学系は概勾配的
(quasi-gradient-like)であるという.

概勾配系的であれば振動し続けるような解は存在しない.

定義 A.2.6 (平衡点集合の安定性). 平衡点集合 E ⊂ X が (リアプノフ)安定であるとは,
任意の ε > 0について δ > 0が存在して, 任意の x ∈ X, t ≥ 0で

dist(x, E) < δ ⇒ dist(Stx, E) < ε (A.14)

であることとして定義する. 同様に, 集合 E が安定で, δ > 0が存在して

dist(x, E) < δ ⇒ lim
t→∞

dist(Stx, E) = 0 (A.15)

のとき集合 E は漸近安定であるという. 任意の δ > 0で漸近安定なら大域的に漸近安定で
ある.
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定理 A.2.7 ([136], [139]). X 全体におけるリアプノフ関数 V が存在するとする. 有界な
解軌道 x(t)で, V (x(τ)) = V (x(0))なる τ > 0が存在するような軌道は平衡点しかない
場合, この力学系は概単安定である. これに加えて, ∥x∥ → ∞で V (x)→∞なら, 概勾配
的である. すなわち平衡点全体の集合 E は大域的に漸近安定である.

証明. 平衡点集合 E を含む任意の有界閉集合 D ⊂ X をとる. 仮定より, V̇ (y) = 0 を満
たすような y ∈ D は平衡点である. よって LaSalle の定理における集合 N = {y ∈ D |
V̇ (y) = 0}は, 平衡点で構成される (N ⊂ E). 平衡点の集合は不変集合なので, N の最大
不変集合M は N と一致する (M = N). LaSalleの定理よりDに初期値をもつ軌道 x(t)

は E ⊃ N = M に近づく, つまり dist(x(t), E) → 0(t → ∞). よって概単安定性は示さ
れた.
追加の条件は, V (x) が有界なら x も有界であることを意味するから, Ωc = {x ∈ X |

V (x) ≤ c}は任意の c > 0について有界. 任意の初期値 x0 ∈ X について D = ΩV (x0) と
すれば前述の議論で平衡点集合へ近づく. よって概勾配系的であり, 平衡点集合は大域的
に漸近安定である.

漸近安定性は, 軌道が平衡点集合の周囲を周りながら近づいて収束先が存在しないよう
な場合も含まれる. 任意の軌道が平衡点集合のいずれか一点に収束するときは大域的に各
点漸近安定 (pointwise globally stable)とよぶ. 大域的な各点漸近安定性を示すには任意
の軌道に収束先が存在することを示す必要があり, 2変数のリアプノフ関数のような関数
を用いて示せることが知られている ([139]の補題 1.7).
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B.1 距離とダイバージェンスの定義
集合 X 上の関数 d : X ×X → Rが任意の x, y, z ∈ X について以下の条件を満たすと
き, dは X における距離関数あるいは距離であるという.

• (非負性) d(x, y) ≥ 0

• (非退化性) x = y のときに限って d(x, y) = 0

• (対称性) d(x, y) = d(y, x)

• (三角不等式) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

座標が定義された多様体X 上の関数D : X ×X → Rが任意の x, y ∈ X について以下
の条件を満たすとき, DはX におけるダイバージェンスであるという. x, y における値は
D(x∥y)と書く.

• D(x∥y) ≥ 0

• x = y のときに限って D(x∥y) = 0

• 小さい dx ∈ X について正定値二次形式でテーラー展開可能

D(x+ dx∥x) ≈ 1

2

∑
i,j

gijdxidxj . (B.1)

対称性 D(x∥y) = D(y∥x) は成り立つとは限らないが, 3 つ目の条件により, O(dx) のみ
考えれば

D(x+ dx∥x) = 1

2

∑
i,j

gijdxidxj = D(x∥x+ dx) (B.2)

となるので, ダイバージェンスは局所的には対称性をみたす [62].
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B.2 ダイバージェンスの例
Bregmanダイバージェンスとは狭義凸で微分可能な関数 ψ : X → Rを用いて

Dψ(x∥y) := ψ(x)− ψ(y)−∇ψ(y) · (x− y) (B.3)

と定義される. ここで, ∇ψ(x)は xにおける偏微分 ∂ψ/∂xi のベクトルで, ·は通常の内
積である.

Bregmanダイバージェンスは凸関数のルジャンドル変換 (凸共役)と強く関係していて
いる. ψ のルジャンドル変換 ψ∗ を用いれば, 鏡像降下法の反復式4.13の最適化を陽に解
ける [65]. また, 情報幾何学においては双対平坦性という幾何学的な構造を導く [62].
以下では有限次元の非負測度の空間 X を想定する. すなわち, x ∈ X は xi ≥ 0(i =

1, . . . , n)を用いて x = (x1, x2, . . . , xn)と表される.
f-ダイバージェンス [69] とは f(1) = 0, f ′(1) = 0 を満たす微分可能な凸関数 f :

R≥0 → Rを用いて
Df (x∥y) :=

∑
i

xif

(
yi
xi

)
(B.4)

と定義される. f(u)の u = 1における微分係数 f ′′(1)の大きさはダイバージェンスの値
の定数倍に相当するため, 標準的には f ′′(1) = 1を満たすような f が用いられる.
f -ダイバージェンスは情報単調性と呼ばれる性質をもち, 座標 iごとの和に分解された
形をしている (分解可能性). 逆にこの 2つの性質をもつ任意のダイバージェンスは f -ダ
イバージェンスの形でかける [68].
全ての f -ダイバージェンスは局所的には式B.1のように同じテーラー展開をもち

Df (x∥x+ dx) =
1

2

∑
i

1

xi
(dxi)

2 (B.5)

となる. つまり gij = x−1
i δij である. X が確率分布の空間なら, gij は Fisher 情報行列

(式4.15)と一致する.
f -ダイバージェンスの中でも, α-ダイバージェンス [68], [140]は関数 f としてスカラー
パラメータ αを用いた以下の形を用いるもののことである:

fα(u) =


4

1−α2

(
1− u 1+α

2

)
− 2

1−α (u− 1) (α ̸= ±1)
u logu− (u− 1) (α = +1)

− logu+ (u− 1) (α = −1).
(B.6)
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すなわち, α-ダイバージェンスは

Dα(x∥y) =


4

1−α2

∑
k

(
1−α
2 xk +

1+α
2 yk − x

1+α
2

k y
1−α
2

k

)
(α ̸= ±1)∑

k

(
xk − yk + yk log yk

xk

)
(α = +1)∑

k

(
yk − xk + xk log xk

yk

)
(α = −1)

(B.7)

である.
α-ダイバージェンスは Bregman ダイバージェンスでもあることが示せるので, α-ダ
イバージェンスは Bregman ダイバージェンスであり f -ダイバージェンスである. 逆に,
Bregmanダイバージェンスであり f -ダイバージェンスであるようなダイバージェンスは
α-ダイバージェンスであることが知られている [68].
α-ダイバージェンスの例として, Kullback‒Leibler(KL)ダイバージェンスや Hellinger
距離 (の二乗)がある. KLダイバージェンスは

DKL(x∥y) =
∑
i

xi log
(
xi
yi

)
(B.8)

と定義され, α = +1の α-ダイバージェンス DKL = D+1 である. 引数の順番を逆にした
DKL(y∥x)は α = −1の D−1(x∥y)に相当する.
また, α = 0は Hellinger距離の二乗の定数倍

D0(x∥y) = 2
∑
k

(
√
xk −

√
yk)

2
= 4Hel(x, y)2 (B.9)

を表す. Hellinger距離 (の二乗)は, α-ダイバージェンスの中で距離の公理を満たす唯一
のダイバージェンスである点で特徴的である. さらに, リーマン多様体で自然に定義され
る距離 (式4.8)は Hellinger距離と定数倍を除いて一致する [141], [142].
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