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概要

最適化問題とは, ある目的関数について最小値または最大値を示す変数の組を求める問題である. 特
に目的関数が 2 つ以上あるものを多目的最適化と呼ぶ. この論文ではニューラルネットワークを用
いた最適化手法である Deep-Optを多目的最適化へと拡張することで, Deep-Optが多目的最適化にも
有効であることを示した論文である. 実験には LZ と RE の二種類のベンチマーク問題を用いて, ど
ちらでも高い支配率を持つパレート界を発見することに成功した. 特に REにおける一部の問題では
NSGAII, MOEA/D, MOEA/D-DRAという多目的最適化において非常に優秀な成績を誇る手法と比較
して,統計的に有意に HyperVolumeが良くなるという結果が得られた.
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第 1章

序論

最適化問題とは,ある目的関数について最小値または最大値を示す変数の組みを求める問題である.
特に,目的関数が与えられておらず,入力に対する出力のみが与えられるような場合の最適化問題をブ
ラックボックス最適化 (BBO : Black Box Optimization)と呼ぶ.ブラックボックス最適化は実世界でも
多数の応用が存在するが,実世界の関数は悪条件であることが多く,様々なアルゴリズムが研究されて
いる.
　目的関数が 1つのものを単目的最適化と言うことに対して,目的関数が 2つ以上あるような問題を
多目的最適化と言う.多目的最適化はロケット発射台に設置される空力音響火炎デフレクタの設計 [1]
や洋上風力発電所の設計 [2]に応用されている.図 1.1は二つの目的関数に対して最小化しようとする
問題を想定した図であるが,一般に F1 および F2 がともに最小になるような理想的な解は実行可能解
に含まれていない.そこで,多目的最適化の目標は二つの目的関数がトレードオフな関係になるような
領域であるパレート界を探索することである.
　単目的最適化問題と比べた多目的最適化問題の難しさは, 目的関数が複数あることによりできるだ
け多くのトレードオフな関係にある解を探索することが求められる点である.すなわち,パレート最適
界の広がりを確保しながら探索を進める必要がある. 一方,多目的最適化問題の利点としては,パレー
ト最適界が広がっていた場合にはパレート最適界上にある解から目的に応じた解を選択できるという
点が挙げられる. 単目的最適化問題では一つの目的関数について最適化するため最終的な解は一つし
か求まらず,その目的関数を最適化することによる他への副作用等は考慮されないが,多目的最適化問
題ではトレードオフな関係にある解が複数求まるため, 一つの目的関数に特化した解からうまくバラ
ンスが取れた解まで選択肢に幅が生まれる.これにより利用者の意図に応じた解の選択が可能である.
　その多目的最適化問題においては NSGAII[3] や MOEA/D[4] のように様々なアルゴリズムが研究
されており,この論文も新たな多目的最適化のアルゴリズムを提案する論文である.この論文では単目
的最適化のアルゴリズムとして提案されていた Deep-Opt[5]を多目的最適化に拡張することでニュー
ラルネットワークを用いた最適化が多目的最適化にも応用可能であることを示すことを目標としてい
る. また,本論文での提案手法ではニューラルネットワークにより設計変数から目的関数値へのランド
スケープを学習して同時に最適化を行う. そこでランドスケープの学習を行うメリットとして同時に
そのニューラルネットワークによるモデルを Surrogate Modelとして用いることで最適化を効率的に
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行うことが可能であるかということを検証することも本論文の目標である.
　この論文の構成としては, 2章では関連研究である Deep-Opt[5]や多目的最適化に関する既存手法,
それからベンチマーク問題について説明した後に 3章で本論文で提案する手法について説明する. そ
の後, 4章では本論文で行った実験の設定について説明し, 5章ではその結果を述べた後に, 6章で 5章
で紹介する結果に対する考察を述べる. 最後に 7章では本論文で行った実験から導かれる結論を述べ
て今後の課題について検討し本論文を締めくくる.

図 1.1: パレート界と実行可能解の様子 ([6]より引用)
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第 2章

関連研究

2.1 多目的最適化問題
2.1.1 多目的最適化の用語についての解説
多目的最適化問題とは目的関数が複数ある問題のことである. その概要は図 1.1 にある通りである

が,ここでは多目的最適化問題における各用語について説明していく.まず初めに多目的最適化問題に
は実行可能解領域と実行不可能解領域がある.これはその領域に実際に解が存在するかどうかという
領域である.一般的に多目的最適化問題では解の様子を観察するのに設計変数空間は用いずに目的関
数空間を用いる.それは図 1.1のように各軸の値が各目的関数の値になっているようなものである.こ
の目的関数空間において最も良い解はどちらも最小値をとる原点であるがそのような目的関数値を満
たすような設計変数は存在しない.このように目的関数空間においてその目的関数値を満たすような
設計変数が存在する領域のことを実行可能領域と言い, 存在しない領域のことを実行不可能領域と言
う.
　次にパレート界について説明する.パレート界の説明の前に非優越解と優越解について説明する必
要がある.優越解とは他の解によって優越される解のことである.ここで優越とはすべての目的関数に
おいて他の解に劣っているか等しいことを言う.一方,非優越解とは他のどの解にも優越されない解の
ことである.パレート界とはこの非優越解の集合である.非優越解の集合内では他の解に優越されるこ
とは無いが, 他の解と比べていずれかの目的関数は必ず劣りいずれかの目的関数では勝るトレードオ
フな関係となる.そのため, パレート界は図 1.1のような曲線を描く.この論文内では問題にとって最
適なものを最適パレート界と呼び単にパレート界と呼んでいる場合にはそれはアルゴリズムによって
最適化された疑似最適パレート界のことである.また,後に RE[7]というベンチマーク関数の説明をす
る際に疑似最適パレート界という言葉を使うがこれはアルゴリズムによって求められたパレート界と
現状発見されている疑似最適パレート界を区別するために使い分けをしている.すなわち, REを使う
文脈で疑似最適パレート界という言葉が出てきた際には現在見つかっている中では最適なパレート界
のことを指し, 単にパレート界と書いてある場合にはそれはアルゴリズムによって求められたパレー
ト界のことである.このような使い分けをする理由は, REは実問題をベンチマーク関数にした問題で
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あるため最適なパレート界というものを求めることが不可能であるからである.

2.1.2 多目的最適化の応用例
ここでは多目的最適化の応用例について触れることで, 多目的最適化がどのように役に立つのかと

いうことを明らかにしていく.
[8]では MAZDA CX-5, MAZDA6 Wagon, MAZDA3 Hatchbackを対象として車のデザインにおける
最適化を同時に行っている. ここでは最適化される目的関数は車の総重量と厚さが共通している部品
の数である. 総重量は小さい方が良く,厚さが共通している部品の数は多い方が良い. 車の総重量はそ
のまま生産コストの削減に繋がる. MAZDAが’SKYACTIVE BODY’[9]というコンセプトを追い求め
るにあたってMAZDA CX-5, MAZDA6 Wagon, MAZDA3 Hatchbackのような普通車の部品を共通に
することを促進していた. そのためこれらの二つを目的函数としている. [10]ではMAZDAが車の総
重量の削減を単目的最適化問題として解いたが, 部品の共通化と車の総重量にはトレードオフの関係
があるため単目的問題として解くのでは不十分である. そこで [8]では多目的最適化問題として解い
ている.
　結果として,図 2.1に示されているように青のMAZDAによってデザインされた車よりも共通する
部品の個数と総重量がともに勝る解が見つかった.図中の赤の点が実行可能解であり,赤の四角がその
内パレート界となっている解であるが,パレート界を形成する解はいくつか存在し,この中から設計者
の意図に沿ったものを選択することができる. それは,共通する部品の数を減らしてでも総重量が少な
いデザインを選択するのか, 総重量が多少増えても共通する部品の数が多いデザインを選択するのか
ということである. 総重量のみを目的関数として単目的最適化問題として解いた場合には,図 2.1のパ
レート界において共通する部品の数が最も少ない解しか見つけることができず, 利用者の意図を必ず
しも反映したものが得られるわけではない. このように多目的最適化問題では,単目的最適化問題では
扱い切れないトレードオフな関係を扱うことができ, さらに用途に応じた解の選択を行うことができ
る.
　もう一例として,ニューラルネットワークの構造探索に多目的最適化を適用した例を紹介する. [11]
では Convolutional Neural Network(CNN) の構造を多目的に最適化している. ここでの目的関数は認
識精度と推論するまでのレイテンシーである. CNNの認識精度を上げるためには構造をある程度複雑
にする必要があるが,それは同時に推論にかかる時間の増加に繋がる. 豊富なコンピュータリソースが
利用可能で認識精度のみを追い求める場合には多目的最適化は必要ないが, 低いレイテンシーが求め
られるウェブアプリケーションやコンピュータリソースが限られた環境で動作する必要があるモバイ
ルアプリで画像認識を行いたい場合には, 認識精度を多少犠牲にしても推論のレイテンシーを減らす
必要がある. その場合には認識精度と推論のレイテンシーを目的関数とした多目的最適化が有効であ
る. ここでも許容できるレイテンシーに応じて解が選択できるという利点がある.
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Here, iSPM is a software that enables interactive analysis of 
high dimensional data in a scatterplot matrix format. Fig.3 
shows a snapshot of iSPM. The scatterplot matrix is a data 
visualization method that shows scatter diagrams of all 
combinations of parameters in matrix form. For example, Fig. 3 
shows the relationships among two design objectives (obj1 and 
obj2) and three design variables (dv1, dv2, and dv3). Here, the 
scatter diagram at the top left of the upper triangular matrix is a 
scatter plot with the design objective obj2 on the horizontal axis 
and the design objective obj1 on the vertical axis. The scatter 
diagram at the bottom right shows relation between the design 
variable dv3 on the horizontal axis and the design variable dv2 
on the vertical axis. In iSPM, one can change the size, shape, 
and coloring of the plots corresponding to the value of the 
specified parameter. Here, scatter plots of all combinations are 
displayed in the upper triangular matrix while the correlation 
coefficients of all combinations are displayed in the lower 
triangular matrix. Even when the number of parameters to be 
analyzed increases, it is possible to hit a noticeable scatter 
diagram by ordering the scatter plot based on the correlation 
coefficients. By double-clicking a plot point, one can also see 
detailed data on the corresponding design, such as image data. 

 

 
Fig.3 Snapshot of iSPM. 

IV. RESULTS 
One crash analysis using LS-DYNA takes about 20 hours 

using 16 nodes (128 cores) of the K computer. We use 192 nodes 
(1,536 cores) for crashworthiness evaluations of one design 
candidate because 12 crash calculations are required per design 
candidate (3 car models x 4 crash modes). When the population 
size per generation is 48, it becomes a parallel computation on 
9,216 nodes (73,728 cores), which uses more than 10% of the 
total system of the K computer. More than three million node 
hour product (product of the number of used nodes and 
computational time) is required for the calculation up to the 18th 
generation. This corresponds to a computational complexity that 

takes about 350 years when it is calculated on one node. Here, 
although the reason is unknown, the crash computation using 
LS-DYNA on the K computer fails with a probability of about 
30%. For those cases, the crash calculation is performed again.  

Fig.4 shows the distribution of designs obtained by the 
multiobjective design optimization. The vertical axis is the total 
weight of three models, where one scale represents 5 kg. The 
horizontal axis is the number of common thickness parts where 
one scale represents 10 parts. The blue square in the figure is the 
initial design developed by Mazda, while a gray circle is a design 
that does not satisfy any or all of the constraints. A red circle is 
a feasible design that satisfies all constraints. Red squares are 
Pareto optimal solutions that satisfy all constraints. 

Because this design optimization problem involves many 
design constraints, most of the design candidates do not satisfy 
any or all of the design constraints. This is one of the difficulties 
of this real-world design optimization problem. Another 
difficulty of this problem is the large number of design variables.  
Nevertheless, many designs outperforming the initial design are 
found and the trade-off between the two objectives is identified. 
This result indicates effectiveness of the developed car structure 
design tool.  

 

 
Fig.4 Distribution of Pareto-optimal designs in design space. 

 

V. SUMMARY 
In this research, we develop a car structure design tool for 

simultaneous design optimization of multiple car models. Here, 
minimization of total weight of three car models and 
maximization of number of common thickness parts are 
considered as design objectives, where MAZDA CX-5 (SUV 
car), MAZDA6 wagon (large car) and MAZDA3 hatchback 
(small car) are selected as the target models. This design tool is 
based on a multiobjective evolutionary computation Cheetah 

Authorized licensed use limited to: University of Tokyo. Downloaded on January 11,2022 at 08:17:59 UTC from IEEE Xplore.  Restrictions apply. 

図 2.1: [8]において車のデザインを多目的にして最適化を行った結果 (縦軸が総重量で下に行くほど
良く, 横軸が共通する部品の数であり右に行くほど良い. そのためパレート界は右下の領域に分布す
る.)

2.1.3 多目的最適化の現状
ここまで多目的最適化の利点を述べてきたが, 多目的最適化問題は単目的最適化問題に比べて目

的関数が増えているため難しくなっている. それはパレート界の広がりを保ったまま最適化を行う
必要があるため, 設計変数空間における最適化と目的関数空間におけるパレート界の広がりという
二つの要素を考える必要があるからである. 目的関数がさらに増えたような問題は Many Objective
Optimizationと呼ばれ,特に難しいとされている.
　現状,多目的最適化問題を解くようなアルゴリズムは多数研究されている. ただ, 2.7節で後述するよ
うにそれらの性能評価に用いられるベンチマーク問題のパレート界の形がアルゴリズムの性能に影響
を及ぼすことが報告されており [7][12],アルゴリズムを平等に評価することができているとは言い難
い状況である. また,ベンチマーク問題は必ずしも実問題の性質を持っているわけではないため実問題
でどのアルゴリズムが有用であるかということも評価が難しい. RE[7]は実問題を基にして作られた
ベンチマーク問題であり, このベンチマーク問題の登場によって様々なアルゴリズムが実問題をベー
スにして容易に評価されることが可能になったと言える. [7]では様々なアルゴリズムが REを用いて
比較されているがどれも一長一短であり, ここから実問題にも応用可能なアルゴリズムの研究がさら
に加速されることが期待されている.
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2.2 Deep-Opt

2.2.1 Next-Ascent Stochastic Hillclimbing(NASH)

Deep-Opt の説明に入る前にその中で使われている探索アルゴリズムについて触れる必要がある.
next-ascent stochastic hillclimbing(NASH) とは非常に単純な局所探索アルゴリズムである. その疑似
コードは Algorithm1 にある. 各世代において, いくつか突然変異を起こすパラメータを選択して
0.75*p～1.25*p の間の数で置き換えるということを行う. ただし, Algorithm1 における m は 0.02 程
度の値である.置き換えた後の解が基の解よりも適合度がよくなっていれば次の世代では置き換えた
解を基にして突然変異を起こす.

Algorithm 1 Next-Ascent Stochastic Hillclimbing(NASH) for Maximization
1: Initialize a random solution c
2: Best_Evaluation = Evaluate(c)
3: while termination condition is not met do
4: 𝑐′ = c
5: Number_Perturbations = Select an Integer from [1,m*|c|]
6: for i = 1 .. Number_Perturbations do
7: Select a parameter p from 𝑐′ randomly
8: 𝑐′ = Modify p to a random value between [(0.75*p), (1.25*p)]
9: end for

10: Candidate_Evaluation = Evaluate(𝑐′)
11: if Candidate_Evaluation < Best_Evaluation then
12: c = 𝑐′

13: Best_Evaluation = Candidate_Evaluation
14: else
15: Discard 𝑐′

16: end if
17: end while

2.2.2 Deep-Opt

Deep-Opt[5]はディープニューラルネットワーク (DNN)を用いて NASHの効率を上昇させた研究
である.疑似コードは Algorithm2にあり概要図は図 2.2にある.ディープニューラルネットワークを
用いて BBOの解とその適合値のマッピングを学習し, back-driveによりそのネットワーク上で適合度
が良いとされる箇所を見つけてその解周辺を NASHにより探索している.
　 Algorithm 2の 1行目では最初に DNNがマッピングを学習するための解を生成するが,この方法は
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いくつかある. 1つ目は単に全くランダムに解を生成する方法である. 2つ目は NASHを行いその際
に評価された解を全て保存しておいてそれらを初期解とする方法である. 3つ目はある程度は全くラ
ンダムに生成するが,残りはその生成された解の周辺を探索することで生成し,それらを初期解とする
方法である.元の論文 [5]では 3つ目の方法が実験をして良い結果が得られたと書かれているため,本
研究でも 3つ目の初期化の方法を用いることにする. 疑似コード 5行目の DNNの学習について,論文
内ではテストセットをランダムに生成して学習の度にテストを行い, テストセットにおける真の適合
値と DNNが出力する適合値の間の相関係数が負になると一度 DNNの重みを初期化するということ
を行っている.また相関係数が下がったタイミングで学習を終了させる.
　 8 から 13 行目では後述する back-driving のために改良する基となる解を作成する. 今まで最も
適合度が高かった解を突然変異させることで今世代で生成する個体数分だけ新たに個体を作り出す.
8 行目では次世代の子個体群を初期化し, 10 行目では突然変異を行い 11 行目では新たに生成され
た解を次世代の子個体群へと追加している. ただ, このように突然変異にて生み出された解の全てを
back-drivingにて改良するわけではなく,その一部を改良する.その動作は 13行目にて行われている.
　 17 から 19 行目について, back-drive により DNN が高い適合値を示す場所を探し当てる. ここで
back-driveとは,一般に DNNの重みを学習する際に行われる誤差逆伝播と同じことを入力について行
うことを指している.すなわち DNNの重みを固定した上で (6行目),誤差関数についてその誤差の値
が小さくなる方向に最急降下法にて入力を更新していく.今回出力値は 0.0から 1.0にスケーリングさ
れているので最大値の探索の場合には 1.0を目標値としてそれに近づくように入力を変化させている.
　 23,24 行目では back-drive により作られた解のうち最も良い解について NASH を行うことでその
解周辺を探索している. NASH による探索を行う際に, 作り出された解を全て残しておく. それは次
世代における DNNの学習のためである.ただし,その残された解の全てを次世代に受け継ぐわけでは
なく適合度の高い一部の解のみを次世代に受け渡す (26 から 28 行目). その理由として, 最初期はラ
ンダムな広範囲のマッピングを学習するが,徐々に世代を経るにつれて適合度の高い解がある周辺の
マッピングを DNN が学習することで back-driveによる探索を効率的に行い, 全体における探索範囲
を絞っていくためである. 最後に DNN を学習させるためのデータセットのサイズを一定にするため
に必要に応じて新たな解が追加されたデータセットを削減する.この削減は適合度は関係なく一番古
いものから順番に削除していくという First-In-First-Outの方法を採っている.
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0.1, 0.3, 0.2, 0.4 0.54
0.3, 0.1, 0.2, 0.4 0.93

0.2, 0.3, 0.1, 0.4 0.15

・
・

0.4, 0.3, 0.2, 0.1 0.33

ランダムに初期化された解と
その適合度によって学習データ
セットを作る. 

1.

Step. 1にて⽣成されたデータ
セットによって設計変数から
適合度を推定するDNNを学習
する.

2.
・・

DNN

Back-drivingによって学習された
空間上で極値を発⾒する.

3.
・・

DNN

0.1, 0.3, 0.2, 0.4 0.54
0.3, 0.1, 0.2, 0.4

0.2, 0.3, 0.1, 0.4 0.15

・
・

0.4, 0.3, 0.2, 0.1 0.33

0.1, 0.3, 0.2, 0.4 0.54
0.3, 0.1, 0.2, 0.4

0.2, 0.3, 0.1, 0.4 0.15

・
・

0.4, 0.3, 0.2, 0.1 0.33

0.93

0.93

Step. 3で発⾒された極値のうち
最も適合度が⾼い点の周りを
NASHで探索する. NASHで探索
された点は保持する.

4.
・・

0.1, 0.3, 0.2, 0.4 0.54
0.3, 0.1, 0.2, 0.4

0.2, 0.3, 0.1, 0.4 0.15

・
・

0.4, 0.3, 0.2, 0.1 0.33

0.93

DNN

NASH 0.0, 0.3, 0.2, 0.1 0.32
0.3, 0.0, 0.4, 0.1

・
・

0.2, 0.1, 0.0, 0.0 0.68

0.45

0.2, 0.1, 0.2, 0.4 0.94
0.1, 0.1, 0.3, 0.4

0.2, 0.1, 0.3, 0.0 0.95

・
・

0.0, 0.3, 0.2, 0.1 0.32

0.83
NASHで探索された点をDNNを
学習するデータセットに追加
して新たなデータセットを作
成する.
2から5のステップを繰り返す.

5.

図 2.2: DeepOptの概要図
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Algorithm 2 Deep-Opt
1: Create a set of solutions S
2: Evaluate all solutions in S
3: while termination condition is not met do
4: Scale all solutions in S to [0.0,1.0]
5: Train a DNN to map S→ Evaluation(S)
6: Freeze the weights of DNN
7:

8: Initialize C to be empty
9: while |C| < Number-To-Generate-From-Model do

10: Create a new solution by perturbing the best solution
11: Append the new solution to C
12: end while
13: Select a fraction of C→ 𝐶 ′

14:

15: Clamp the network’s output to 1.0
16: for each d ∈ 𝐶 ′ do
17: Initialize the DNN’s input with d
18: Change the input to d’ by back-drive
19: Replace d in C with d’
20: end for
21: Evaluate all solutions in C
22:

23: Initialize NASH with a solution which have the highest evaluation in C
24: Run NASH and record all of the unique solutions (into set Y ) evaluated by the NASH run.
25:

26: Select a subset of the best solutions from Y→ Y’
27: S← S + Y’
28: prune S if necessary
29: end while

2.3 NSGAII

　 NSGAII[3] とは高速非優越ソートおよび混雑度ソートを用いて単目的最適化における遺伝的ア
ルゴリズムを多目的最適化問題へと応用した手法である. NSGAIIにおける親集団の選択法の概要図
は図 2.3にある.ここにある解群は今の世代の親集団とその親集団から生み出された子集団を合わせ
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海軍解群 海軍

rank1

rank2

rank3

rank4

rank5

rank6

⾮優劣ソート

海軍

rank1

rank2

rank3

rank4

rank5

rank6

選択

新
た
な
親
集
団

図 2.3: NSGAIIにおける次世代の親集団の選択

たものである.その解群から次世代の親集団を選択するためにまず初めに高速非優越ソートを行う.高
速非優越ソートによって解をランク分けする.その後,次世代の個体数分だけ rank1から順番に次世代
の親集団とするが,その際に当然 rankの中で分けなければならない場面が出てくる.具体的に,図 2.3
では rank3の間に個体数を区切る必要がある.そこで, rank3の個体間で優劣をつけるために行われる
操作が混雑度ソートである.混雑度ソートでは目的空間において同じランクで隣り合う解との距離を
測ることでその解の混雑度を計算する.混雑度の値が低いほど解は密集しているという指標になって
いて, 解の順位は混雑度 n の値が高く疎なものが上となる. 以降では高速非優越ソートおよび混雑度
ソートについてそれぞれ説明していく.

2.3.1 高速非優越ソート
多目的最適化問題において個体の優劣の付け方というのはいくつか存在するが [13], NSGAIIは高

速非優越ソートによって高速に個体の優劣を付けることができる.高速非優越ソートとは以下の手順
で行われる.

STEP1 それぞれの個体について自分が支配されている個体の数を数えると同時に自分が支配してい
る個体の数を数える

STEP2 どの個体にも支配されていない個体を rank1として個体群から除く
STEP3 rank を一つ上げて (rank i+1) ひとつ前の rank i の解によって支配されている個体について,

支配されている個体数を一つ減らす
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STEP4 今ある個体群のどの個体にも支配されていない個体を rank i+1として個体群から除く
STEP5 STEP3,4をすべての個体が取り除かれるまで繰り返す

STEP1では図 2.4のように, 自分が支配している解の個数と自分が支配されている解の個数を同時に
数えることで, ランクを付けるにあたって何度も支配している解を数える必要が無くなり計算量を削
減している.このように数えた後に STEP2では支配されている解が 0個のものを rank1として解群か
ら取り除く. このとき取り除かれた rank1の解によって支配されている解についてそれぞれ支配され
ている個数を 1ずつ減らす.続いて同様に支配されている個数が 0個のものを rank2として取り除き,
rank2の解によって支配されている解についてそれぞれ支配されている個数を 1ずつ減らす.この一連
の操作を全ての解がランク付けされるまで行う.

⽀配されている解

⽀配している解

図 2.4: NSGAIIにおいて支配解をカウントする際の様子

⽀配されている解:1

⽀配している解:2

: rank1

⽀配されている解:0

⽀配している解:2

: rank2

⽀配されている解
が0のものをrank i
(この場合はi=1)と
して取り除く

図 2.5: 高速非優越ソートの概要図
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図 2.6: 混雑度ソートの概要図

2.3.2 混雑度ソート
次に混雑度ソートについて説明する.混雑度ソートとは高速非優越ソートによってランク付けされ

た解について,同じランク内の解のなかで優劣を付けるためのものである.混雑度ソートでは文字通り
解の混雑度を計算する.この混雑度が低いものほど解は密集していて解の順位としては低いものとな
る.具体的な混雑度の計算方法は,図 2.6にあるように隣り合う解との距離を計算してその和が混雑度
となる.この際に目的関数によってソートして隣り合う解を発見する.

2.4 NSGAIII

この節では NSGAIII[14][15] について説明する. NSGAIII とは目的関数が多くなった際により良
いパレート界を求めることができるように NSGAII を改良した手法である. 前節で説明した通り
NSGAIIでは大きく分けて個体のランク付・混雑度ソート・交叉および突然変異から成るが NSGAII
と NSGAIIIで異なる部分は混雑度ソートの部分である.すなわち, 同ランクにおける順位付けの方法
を NSGAIIIでは NSGAIIから発展させている. NSGAIIIでは referene pointsを用いてパレート界の
広がりを保ちながら次世代の親集団を選択している. Reference pointsを用いた次世代の親集団を選択
は主に 4つの手順からなる.それは, Reference pointsの設定・正規化・Association・Niche-Preservation
である.

2.4.1 Reference pointsの設定
先述の通り, 同ランクの解の間での順位付けに NSGAII では混雑度ソートを用いていた一方,

NSGAIIIでは reference pointsを用いてパレート界の探索を行っている. reference pointsの数 Hは p
を分割数, Mを目的関数の数として式 (2.1)によって計算される.例えば図 2.7では目的関数の数が 3
個で分割数 pが 4の場合の reference pointsの様子を図示している.

𝐻 =

(
𝑀 + 𝑝 − 1

𝑝

)
(2.1)
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NSGA-II, this is achieved through a computationally efficient,
yet approximate, niche-preservation operator that computes
the crowding distance for every last level member as the
summation of objective-wise normalized distance between two
neighboring solutions. Thereafter, the solutions that have larger
crowding distance values are chosen. In NSGA-III, we replace
the crowding distance operator with the following approaches
(Sections IV-A–IV-E).

A. Classification of Population Into Nondominated Levels

The above procedure of identifying nondominated fronts
using the usual domination principle [17] is also used in
NSGA-III. All population members from the nondominated
front level 1 to level l are first included in St . If |St| = N;
no further operations are needed and the next generation is
started with Pt+1 = St . For |St| > N, members from one to
(l − 1) fronts are already selected, i.e., Pt+1 = ∪l−1

i=1 Fi, and the
remaining (K = N − |Pt+1|) population members are chosen
from the last front Fl. We describe the remaining selection
process in the following subsections.

B. Determination of Reference Points on a Hyper-Plane

As indicated before, NSGA-III uses a predefined set of
reference points to ensure diversity in obtained solutions.
The chosen reference points can either be predefined in a
structured manner or supplied preferentially by the user. We
will present results of both methods in the results section later.
In the absence of any preference information, any predefined
structured placement of reference points can be adopted,
but, in this paper, we use Das and Dennis’s [48] systematic
approach1 that places points on a normalized hyper-plane—an
(M − 1)-dimensional unit simplex—which is equally inclined
to all objective axes and has an intercept of one on each axis.
If p divisions are considered along each objective, the total
number of reference points (H) in an M-objective problem is
given by

H =
(

M + p − 1
p

)
. (3)

For example, in a three-objective problem (M = 3), the
reference points are created on a triangle with the apex at
(1, 0, 0), (0, 1, 0), and (0, 0, 1). If four divisions (p = 4) are
chosen for each objective axis H =

(3+4−1
4

)
or 15 reference

points will be created. For clarity, these reference points are
shown in Fig. 1. In the proposed NSGA-III, in addition to
emphasizing nondominated solutions, we also emphasize pop-
ulation members that are in some sense associated with each
of these reference points. Since the above-created reference
points are widely distributed on the entire normalized hyper-
plane, the obtained solutions are also likely to be widely
distributed on or near the Pareto-optimal front. In the case of a
user-supplied set of preferred reference points, ideally the user
can mark H points on the normalized hyper-plane or indicate
any H , M-dimensional vectors for the purpose. The proposed
algorithm is likely to find near Pareto-optimal solutions cor-
responding to the supplied reference points, thereby allowing

1Any other structured distribution with or without a biasing on some part
of the Pareto-optimal front can be used as well.

Fig. 1. Fifteen structured reference points are shown on a normalized
reference plane for a three-objective problem with p = 4.

Algorithm 1 Generation t of NSGA-III procedure
Input: H structured reference points Zs or supplied aspiration

points Za, parent population Pt

Output: Pt+1

1: St = ∅, i = 1
2: Qt = Recombination+Mutation(Pt)
3: Rt = Pt ∪ Qt

4: (F1, F2, . . . ) = Non-dominated-sort(Rt)
5: repeat
6: St = St ∪ Fi and i = i + 1
7: until |St| ≥ N

8: Last front to be included: Fl = Fi

9: if |St| = N then
10: Pt+1 = St , break
11: else
12: Pt+1 = ∪l−1

j=1Fj

13: Points to be chosen from Fl: K = N − |Pt+1|
14: Normalize objectives and create reference set Zr:

Normalize(fn, St, Z
r, Zs, Za)

15: Associate each member s of St with a reference point:
[π(s), d(s)] =Associate(St, Z

r) % π(s): closest
reference point, d: distance between s and π(s)

16: Compute niche count of reference point j ∈ Zr: ρj =∑
s∈St/Fl

((π(s) = j) ? 1 : 0)
17: Choose K members one at a time from Fl to construct

Pt+1: Niching(K, ρj, π, d, Zr, Fl, Pt+1)
18: end if

this method to be used more from the point of view of a
combined application of decision-making and many-objective
optimization. The procedure is presented in Algorithm 1.

C. Adaptive Normalization of Population Members

First, the ideal point of the population St is determined
by identifying the minimum value (zmin

i ) for each objective
function i = 1, 2, . . . , M in ∪t

τ=0Sτ and by constructing the
ideal point z̄ = (zmin

1 , zmin
2 , . . . , zmin

M ). Each objective value of
St is then translated by subtracting objective fi by zmin

i so
that the ideal point of translated St becomes a zero vector.
We denote this translated objective as f ′

i (x) = fi(x) − zmin
i .

Thereafter, the extreme point (zi,max) in each (ith) objective
axis is identified by finding the solution (x ∈ St) that makes the
corresponding achievement scalarizing function (formed with
f ′

i (x) and a weight vector close to ith objective axis) minimum.

Authorized licensed use limited to: University of Tokyo. Downloaded on January 11,2022 at 02:06:47 UTC from IEEE Xplore.  Restrictions apply. 

図 2.7: NSGA3における reference pointsの様子 ([14]より引用)

2.4.2 正規化
正規化するための最初のステップとして理想点を見つける必要がある.それは各目的関数における

最良値を各成分に持つ点である (𝑧𝑚𝑖𝑛
𝑗 =min𝑥∈𝑆𝑡 𝑓 𝑗 (𝑥),ただし S𝑡 は t世代における解集合).次に 𝑓

′
𝑗 (x) =

𝑓 𝑗 (x)-𝑧𝑚𝑖𝑛
𝑗 という式で 𝑓

′
𝑗 (x)を計算する. そして i番目の目的関数軸に近い重みと f𝑖(x)を用いて計算

されるスカラー関数を最小化するような xを求めてそれを極点 z𝑚𝑎𝑥
𝑖 とする.その極点を用いてM次

元の超平面を作成し, その超平面の i番目の軸に対する切片を a𝑖 とする (図 2.8を参照).この a𝑖 を用
いて式 (2.2)を用いて正規化された関数値が計算される.

𝑓 𝑛𝑖 (𝑥) =
𝑓
′
𝑖 (𝑥)
𝑎𝑖

(2.2)

2.4.1節で設定した reference pointsは図 2.7からもわかる通り正規化された超平面上に存在する.もし
もその他の方法で reference points を設定した場合には正規化された超平面上には存在しないため式
(2.2)を用いて正規化された超平面上に reference pointsを設置する.
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Fig. 2. Procedure for computing intercepts and then forming the hyper-plane
from extreme points are shown for a three-objective problem.

These M extreme vectors are then used to constitute an
M-dimensional hyper-plane. The intercept ai of the ith ob-
jective axis and the linear hyper-plane can then be computed
(see Fig. 2). Special care is taken to handle degenerate cases
and nonnegative intercepts. The objective functions can then
be normalized as

fn
i (x) =

f ′
i (x)
ai

, for i = 1, 2, . . . , M. (4)

Note that the intercept on each normalized objective axis is
now at fn

i = 1, and a hyper-plane constructed with these
intercept points will make

∑M
i=1 fn

i = 1.
In the case of structured reference points (H of them), the

original reference points calculated using Das and Dennis’s
[48] approach already lie on this normalized hyper-plane.
In the case of preferred reference points by the user, the
reference points are simply mapped onto the above-constructed
normalized hyper-plane using (4). Since the normalization
procedure and the creation of the hyper-plane is done at each
generation using extreme points ever found from the start of
the simulation, the proposed NSGA-III procedure adaptively
maintains a diversity in the space spanned by the members
of St at every generation. This enables NSGA-III to solve
problems with a Pareto-optimal front whose objective values
may be differently scaled. The procedure is also described in
Algorithm 2.

D. Association Operation

After normalizing each objective adaptively based on the
extent of members of St in the objective space, we need to
associate each population member with a reference point. For
this purpose, we define a reference line corresponding to each
reference point on the hyper-plane by joining the reference
point with the origin. Then, we calculate the perpendicular
distance of each population member of St from each of the
reference lines. The reference point whose reference line is
closest to a population member in the normalized objective
space is considered to be associated with the population mem-
ber. This is illustrated in Fig. 3. The procedure is presented in
Algorithm 3.

Algorithm 2 Normalize (fn, St, Z
r, Zs/Za) procedure

Input: St , Zs (structured points) or Za (supplied points)
Output: fn, Zr (reference points on normalized hyper-plane)

1: for j = 1 to M do
2: Compute ideal point: zmin

j = mins∈St
fj(s)

3: Translate objectives: f ′
j(s) = fj(s) − zmin

j ∀s ∈ St

4: Compute extreme points (zj,max, j = 1, . . . , M) of St

5: end for
6: Compute intercepts aj for j = 1, . . . , M

7: Normalize objectives (fn) using Equation 4
8: if Za is given then
9: Map each (aspiration) point on normalized hyper-plane

using Equation 4 and save the points in the set Zr

10: else
11: Zr = Zs

12: end if

Fig. 3. Association of population members with reference points is
illustrated.

Algorithm 3 Associate(St, Z
r) procedure

Input: Zr, St

Output: π(s ∈ St), d(s ∈ St)
1: for each reference point z ∈ Zr do
2: Compute reference line w = z
3: end for
4: for each s ∈ St do
5: for each w ∈ Zr do
6: Compute d⊥(s, w) = ‖

(
s − wT sw/‖w‖2

)
‖

7: end for
8: Assign π(s) = w : argminw∈Zrd⊥(s, w)
9: Assign d(s) = d⊥(s, π(s))

10: end for

E. Niche-Preservation Operation

It is worth noting that a reference point may have one
or more population members associated with it or need not
have any population member associated with it. We count the
number of population members from Pt+1 = St/Fl that are
associated with each reference point. Let us denote this niche

Authorized licensed use limited to: University of Tokyo. Downloaded on January 11,2022 at 02:06:47 UTC from IEEE Xplore.  Restrictions apply. 

図 2.8: NSGAIIIにおいて正規化された超平面を作成する様子 (ここでは目的関数の数は 3個としてい
る)([14]より引用)

2.4.3 Association

各解を正規化した後にその解を reference points に紐づけをする必要がある. Association とはその
作業のことである. 正規化された超平面上にある reference pointsと原点を結んで reference lineを定
義する. 各解と reference line との垂直距離を計算して, 最も距離が短い線が繋がっている reference
pointsにその解は紐づけられる. 𝜋(s)を紐づけられた reference points, d(s)を sと 𝜋(s)の距離である.
ただし, s ∈ S𝑡 で S𝑡 は世代 tにおける解集合である.この紐づけの様子は図 2.9にある.
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Fig. 2. Procedure for computing intercepts and then forming the hyper-plane
from extreme points are shown for a three-objective problem.

These M extreme vectors are then used to constitute an
M-dimensional hyper-plane. The intercept ai of the ith ob-
jective axis and the linear hyper-plane can then be computed
(see Fig. 2). Special care is taken to handle degenerate cases
and nonnegative intercepts. The objective functions can then
be normalized as

fn
i (x) =

f ′
i (x)
ai

, for i = 1, 2, . . . , M. (4)

Note that the intercept on each normalized objective axis is
now at fn

i = 1, and a hyper-plane constructed with these
intercept points will make

∑M
i=1 fn

i = 1.
In the case of structured reference points (H of them), the

original reference points calculated using Das and Dennis’s
[48] approach already lie on this normalized hyper-plane.
In the case of preferred reference points by the user, the
reference points are simply mapped onto the above-constructed
normalized hyper-plane using (4). Since the normalization
procedure and the creation of the hyper-plane is done at each
generation using extreme points ever found from the start of
the simulation, the proposed NSGA-III procedure adaptively
maintains a diversity in the space spanned by the members
of St at every generation. This enables NSGA-III to solve
problems with a Pareto-optimal front whose objective values
may be differently scaled. The procedure is also described in
Algorithm 2.

D. Association Operation

After normalizing each objective adaptively based on the
extent of members of St in the objective space, we need to
associate each population member with a reference point. For
this purpose, we define a reference line corresponding to each
reference point on the hyper-plane by joining the reference
point with the origin. Then, we calculate the perpendicular
distance of each population member of St from each of the
reference lines. The reference point whose reference line is
closest to a population member in the normalized objective
space is considered to be associated with the population mem-
ber. This is illustrated in Fig. 3. The procedure is presented in
Algorithm 3.

Algorithm 2 Normalize (fn, St, Z
r, Zs/Za) procedure

Input: St , Zs (structured points) or Za (supplied points)
Output: fn, Zr (reference points on normalized hyper-plane)

1: for j = 1 to M do
2: Compute ideal point: zmin

j = mins∈St
fj(s)

3: Translate objectives: f ′
j(s) = fj(s) − zmin

j ∀s ∈ St

4: Compute extreme points (zj,max, j = 1, . . . , M) of St

5: end for
6: Compute intercepts aj for j = 1, . . . , M

7: Normalize objectives (fn) using Equation 4
8: if Za is given then
9: Map each (aspiration) point on normalized hyper-plane

using Equation 4 and save the points in the set Zr

10: else
11: Zr = Zs

12: end if

Fig. 3. Association of population members with reference points is
illustrated.

Algorithm 3 Associate(St, Z
r) procedure

Input: Zr, St

Output: π(s ∈ St), d(s ∈ St)
1: for each reference point z ∈ Zr do
2: Compute reference line w = z
3: end for
4: for each s ∈ St do
5: for each w ∈ Zr do
6: Compute d⊥(s, w) = ‖

(
s − wT sw/‖w‖2

)
‖

7: end for
8: Assign π(s) = w : argminw∈Zrd⊥(s, w)
9: Assign d(s) = d⊥(s, π(s))

10: end for

E. Niche-Preservation Operation

It is worth noting that a reference point may have one
or more population members associated with it or need not
have any population member associated with it. We count the
number of population members from Pt+1 = St/Fl that are
associated with each reference point. Let us denote this niche

Authorized licensed use limited to: University of Tokyo. Downloaded on January 11,2022 at 02:06:47 UTC from IEEE Xplore.  Restrictions apply. 

図 2.9: NSGA3 の association において各解を reference points に紐づけする様子 (ここでは目的関数
の数は 3個としている)([14]より引用)

2.4.4 Niche Preservation

NSGAIIIでは NSGAIIと同様に図 2.3のように次世代の親の選択の際に同ランク間で優劣を付ける
必要がある. Niche Preservationとは同ランク間で優劣をつけ次世代の親集団へと追加される個体の選
択を行う作業である. 次世代の親集団へと追加される個体の選択を行う必要があるランクを F𝑙 と置く
(図 2.3では F𝑙= rank 3).
　まず初めに,各 reference pointsにおいて F𝑙 未満のランクの解でその reference pointsに紐づけられ
ている解の個数を数える. j番目の reference pointに紐づけられている F𝑙 未満のランクの解の個数を
𝜌 𝑗 と置く. J𝑚𝑖𝑛 = { j | argmin 𝑗 𝜌 𝑗 }として J𝑚𝑖𝑛 が複数の要素からなる場合にはそのうちの一つをラン
ダムで選択する.そうして選択されたインデックスを 𝑗 と置く.
　 𝜌 𝑗 が 0の場合に二つの状況が存在する.一つは F𝑙 の解で 𝑗 の reference pointに紐づけられている
解が存在する場合である. この場合にはその解のうち最も reference line との垂直距離が近い解を次
世代の親集団へと追加し 𝜌 𝑗 の値を一つ増やす.もう一つの状況として 𝑗 の reference pointに F𝑙 の解
が一つも紐づけされていない場合であるが,この場合には今世代において以降の処理でこの reference
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pointについては考えないこととする.
　次に 𝜌 𝑗 が 1以上の場合, F𝑙 のうち 𝑗 に紐づけされている個体が存在する場合には親集団へと追加す
る個体の選び方はいくつか存在する. それは 𝜌 𝑗 が 0の場合と同様に F𝑙 のうち 𝑗 の reference pointに
紐づけされている個体の中で最も reference lineに近い個体を選択する方法と F𝑙 のうち 𝑗 の reference
pointに紐づけされている個体の中からランダムに選択する方法である.これらの方法で選択された個
体を親集団へと追加した後に 𝜌 𝑗 の値を一つ増やす.
　これらのステップを親集団の個体数が既定の値に達するまで行い親集団の選択を行う.

2.5 MOEA/D

MOEA/Dとは多目的最適化問題を多数の単目的最適化問題へと分割して最適化する手法である. 単
目的最適化問題へと分割する際には各解に割り当てられた重みベクトルによって計算される集約関
数で定義される.集約関数にはいくつか種類があり, [4]ではWeighted Sum (式 (2.3)), Tchebycheff (式
(2.4)), BI (式 (2.5)), PBI (式 (2.6))が提案されている. MOEA/Dの流れは下記の通りである.

STEP1 初期化のステップ
STEP1.1 外部個体群を初期化
STEP1.2 一様な重みベクトル 𝜆1, ..., 𝜆𝑁 を生成して各重みベクトルに対して T個の近傍 B(i)

= {i1, ... , i𝑇}を定義する.
STEP1.3 各重みベクトルに対して初期個体 x1, ..., x𝑁 を生み出し評価する.
STEP1.4 参照点を z=(z1, ..., z𝑚)と設定 (z𝑖 = min (𝐹𝑖(𝑥1), 𝐹𝑖(𝑥2), ... , 𝐹𝑖(𝑥𝑁 ))

STEP2 次世代の解を生成 (i = 1, ..., N)
STEP2.1 B(i)から二つの個体 (j,k)を選択して x 𝑗 , x𝑘 を交叉させ,その後突然変異を施し子個
体 yを生成する.

STEP2.2 必要に応じて参照点を更新する.
STEP2.3 子個体 yと B(i)内の個体を集約関数を用いて比較して優越していたら更新.
STEP2.4 外部個体群に含まれる各個体に y が優越されなかったら外部個体群に y を追加し,
一方 yによって優越される個体が外部個体群に存在したらその個体を外部個体群から削除
する.

MOEA/Dの概要図は図 2.10にある.ここでは各解に重みベクトルが割り当てられてその改良の方向
が決められていることが図示されている.図中の ()内の数字は重みベクトルの値で,矢印がその重みベ
クトルによって定まる解が更新される方向を示している.このように改良の方向を定めることによっ
て最適化によって得られるパレート界が広がるというメリットがある. 具体的には, (1,0) のような重
みベクトルが存在することで最適パレート界において最も目的関数値が小さいところまで探索を広げ
ることが可能である.また同時に集約関数によって多目的最適化問題が単目的最適化へと分割してい
るため (部分問題への分割), 外部個体群に追加する際には多目的の比較を行わなければならないもの
の近傍 B内の解との比較が容易という利点もある.
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理想的な解

(1,0)

(0.25,0.75)
(0.5,0.5)

(0.75,0.25)

(0,1)
最適パレート界

最良点

最良点付近の解

図 2.10: MOEA/Dの概要図

集約関数についてそれぞれ詳しく説明していく. まず初めに最も単純な集約関数として Weighted
Sum (式 (2.3))がある.これは重みベクトルと目的関数値の内積を取るだけである.非常に単純という
利点がある一方で,目的関数値のスケールが目的関数ごとに全く異なる場合には集約関数がうまく解
が広がらないという不利点がある.例えば,一つ目の目的関数値は 0~10の値を取る一方で二つ目の目
的関数値が 100~1000 の値を取る場合にはたとえ重みベクトルが (0.9, 0.1) であっても二つ目の目的
関数値を下げる方が有益と判断されてしまうことがある. 　

minimize 𝑔 =
𝑁∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝐹𝑖 (𝑥) (2.3)

　次に Tchebycheff(式 (2.4))である. Tchebycheffは目的関数値と参照点の差を小さくするような集約
関数である.各パレート最適解には式 (2.4)が最小となるような重みベクトルが存在し,また式 (2.4)の
最適解はパレート最適解となる. この関数を使うことの不利点としては連続の MOP について集約関
数が滑らかではないことが挙げられる.そのため,集約関数を微分する必要があるようなアルゴリズム
で用いることは難しい.

minimize 𝑔 = max
1≤𝑖≤𝑁

{𝜆𝑖 |𝐹𝑖 (𝑥) − 𝑧∗𝑖 |} (2.4)

　 3つ目の集約関数として紹介するのは Boundary Intersection (BI) (式 (2.5))である. BIでは境界の
最上部と直線の交点を求めることを目標としている.この直線が均等に配置されれば交点の集合が最
適パレート界になることが期待される. BIの概要図は図 2.11にある.式 (2.5)にある dや F(x)は例え
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ば二次元を考えた際の幾何学的な意味は図 2.11にある通りである. 𝑧∗ − 𝐹 (𝑥) = 𝑑𝜆 という制約条件は
F(x)が常に 𝜆によって定められる方向を持ち z∗ に向かう直線状にあることを表している.ここでこの
集約関数の目標は dを小さくしてなるべく F(x)を上方向に上げることである.
　 BI の欠点として等式の制約条件を処理しなければならない. これを改良したものが Penalty-based
Boundary Intersection (PBI) (式 (2.6)) である. 式 (2.6) における 𝜃 はペナルティを表すハイパーパラ
メータである.図 2.12には PBIの概要図がある.図 2.12にある通り yを F(x)の Lに対する射影とす
ると d1 は yから参照点 z∗ までの距離を表し, d2は F(x)と yとの距離である. PBIの目標は BIと同
様で d1 の最小化であるが d2 を罰則項として足している. Tchebycheffと比較した際に PBIの利点は二
点あげられる.一つ目は,目的関数が 3つ以上の際に Tchebycheffと同じ重みベクトルを用いる場合で
尚且つ重みベクトルの数が多くない場合には, Tchebycheffに比べて遥かに均等に分割されるはずであ
る [16].二つ目は, xが yを支配している状況を考えて, Tchebycheffを用いる際にはその両者に集約関
数が等しくなることがあるが (g𝑡𝑒(x) = g𝑡𝑒(y)), PBIではそのようになることは稀である.
　 PBIの欠点としてはペナルティ項のためのパラメータ 𝜃 を適切な値に設定する必要があることであ
る. 𝜃 の値によってアルゴリズムの性能が大きく変化することが知られている.

minimize 𝑔 = 𝑑

subject to 𝑧∗ − 𝐹 (𝑥) = 𝑑𝜆
(2.5)

minimize 𝑔 = 𝑑1 + 𝜃𝑑2

subject to 𝑑1 =
| | (𝑧∗ − 𝐹 (𝑥))𝑇𝜆 | |

| |𝜆 | |
𝑑2 = | |𝐹 (𝑥) − (𝑧∗ − 𝑑1𝜆) | |

(2.6)
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optimal point there exists a weight vector such that
is the optimal solution of (3) and each optimal solution of (3)
is a Pareto optimal solution of (1). Therefore, one is able to
obtain different Pareto optimal solutions by altering the weight
vector. One weakness with this approach is that its aggregation
function is not smooth for a continuous MOP. However, it can
still be used in the EA framework proposed in this paper since
our algorithm does not need to compute the derivative of the
aggregation function.

C. Boundary Intersection (BI) Approach

Several recent MOP decomposition methods such as
Normal-Boundary Intersection Method [9] and Normalized
Normal Constraint Method [10] can be classified as the BI
approaches. They were designed for a continuous MOP. Under
some regularity conditions, the PF of a continuous MOP is part
of the most top right4 boundary of its attainable objective set.
Geometrically, these BI approaches aim to find intersection
points of the most top boundary and a set of lines. If these
lines are evenly distributed in a sense, one can expect that the
resultant intersection points provide a good approximation to
the whole PF. These approaches are able to deal with noncon-
cave PFs. In this paper, we use a set of lines emanating from
the reference point. Mathematically, we consider the following
scalar optimization subproblem5:

(4)
where and , as in the above subsection, are a weight vector
and the reference point, respectively. As illustrated in Fig. 1, the
constraint ensures that is always in ,
the line with direction and passing through . The goal is to
push as high as possible so that it reaches the boundary of
the attainable objective set.

One of the drawbacks of the above approach is that it has to
handle the equality constraint. In our implementation, we use a
penalty method to deal with the constraint. More precisely, we
consider6:

(5)

where

is a preset penalty parameter. Let be the projection of
on the line . As shown in Fig. 2, is the distance be-

tween and . is the distance between and . If is set
appropriately, the solutions to (4) and (5) should be very close.
Hereafter, we call this method the penalty-based boundary in-
tersection (PBI) approach.

The advantages of the PBI approach (or general BI ap-
proaches ) over the the Tchebycheff approach are as follows.

4In the case of minimization, it will be part of the most left bottom.
5In the case when the goal of (1) is minimization, this equality constraint in

this subproblem should be changed to .
6In the case when the goal of (1) is minimization,

and to .

Fig. 1. Illustration of boundary intersection approach.

Fig. 2. Illustration of the penalty-based boundary intersection approach.

• In the case of more than two objectives, let both the PBI
approach and the Tchebycheff approach use the same set
of evenly distributed weight vectors, the resultant optimal
solutions in the PBI should be much more uniformly dis-
tributed than those obtained by the Tchebycheff approach
[9], particularly when the number of weight vectors is not
large.

• If dominates , it is still possible that
, while it is rare for and other BI aggrega-

tion functions.
However, these benefits come with a price. One has to set the
value of the penalty factor. It is well-known that a too large
or too small penalty factor will worsen the performance of a
penalty method.

The above approaches can be used to decompose the approxi-
mation of the PF into a number of scalar optimization problems.
A reasonably large number of evenly distributed weight vectors
usually leads to a set of Pareto optimal vectors, which may not
be evenly spread but could approximate the PF very well.

There are many other decomposition approaches in the liter-
ature that could also be used in our algorithm framework. Since
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図 2.11: BIの概要図 ([4]より引用)
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optimal point there exists a weight vector such that
is the optimal solution of (3) and each optimal solution of (3)
is a Pareto optimal solution of (1). Therefore, one is able to
obtain different Pareto optimal solutions by altering the weight
vector. One weakness with this approach is that its aggregation
function is not smooth for a continuous MOP. However, it can
still be used in the EA framework proposed in this paper since
our algorithm does not need to compute the derivative of the
aggregation function.

C. Boundary Intersection (BI) Approach

Several recent MOP decomposition methods such as
Normal-Boundary Intersection Method [9] and Normalized
Normal Constraint Method [10] can be classified as the BI
approaches. They were designed for a continuous MOP. Under
some regularity conditions, the PF of a continuous MOP is part
of the most top right4 boundary of its attainable objective set.
Geometrically, these BI approaches aim to find intersection
points of the most top boundary and a set of lines. If these
lines are evenly distributed in a sense, one can expect that the
resultant intersection points provide a good approximation to
the whole PF. These approaches are able to deal with noncon-
cave PFs. In this paper, we use a set of lines emanating from
the reference point. Mathematically, we consider the following
scalar optimization subproblem5:

(4)
where and , as in the above subsection, are a weight vector
and the reference point, respectively. As illustrated in Fig. 1, the
constraint ensures that is always in ,
the line with direction and passing through . The goal is to
push as high as possible so that it reaches the boundary of
the attainable objective set.

One of the drawbacks of the above approach is that it has to
handle the equality constraint. In our implementation, we use a
penalty method to deal with the constraint. More precisely, we
consider6:

(5)

where

is a preset penalty parameter. Let be the projection of
on the line . As shown in Fig. 2, is the distance be-

tween and . is the distance between and . If is set
appropriately, the solutions to (4) and (5) should be very close.
Hereafter, we call this method the penalty-based boundary in-
tersection (PBI) approach.

The advantages of the PBI approach (or general BI ap-
proaches ) over the the Tchebycheff approach are as follows.

4In the case of minimization, it will be part of the most left bottom.
5In the case when the goal of (1) is minimization, this equality constraint in

this subproblem should be changed to .
6In the case when the goal of (1) is minimization,

and to .

Fig. 1. Illustration of boundary intersection approach.

Fig. 2. Illustration of the penalty-based boundary intersection approach.

• In the case of more than two objectives, let both the PBI
approach and the Tchebycheff approach use the same set
of evenly distributed weight vectors, the resultant optimal
solutions in the PBI should be much more uniformly dis-
tributed than those obtained by the Tchebycheff approach
[9], particularly when the number of weight vectors is not
large.

• If dominates , it is still possible that
, while it is rare for and other BI aggrega-

tion functions.
However, these benefits come with a price. One has to set the
value of the penalty factor. It is well-known that a too large
or too small penalty factor will worsen the performance of a
penalty method.

The above approaches can be used to decompose the approxi-
mation of the PF into a number of scalar optimization problems.
A reasonably large number of evenly distributed weight vectors
usually leads to a set of Pareto optimal vectors, which may not
be evenly spread but could approximate the PF very well.

There are many other decomposition approaches in the liter-
ature that could also be used in our algorithm framework. Since
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図 2.12: PBIの概要図 ([4]より引用)
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2.6 MOEA/D-DRA

MOEA/D Dynamical Resource Allocation(MOEA/D-DRA)[17]は前述したMOEA/D[4]を発展させ
たものである. MOEA/Dでは次世代の解を生み出すのに近傍内から選択して生み出し,また比較も近
傍内からのみ行っていたが, MOEA/D-DRAでは近傍内からだけでなく確率に応じてすべての個体を
比較・更新の対象としている. こうすることで集団の多様性を向上させることに成功している. また,
MOEA/Dでは多目的の問題を単目的へと分割した全ての部分問題を平等に扱い探索を行っているが,
部分問題ごとに異なる計算量を持っている可能性があるため MOEA/D-DRA ではそれぞれの部分問
題に異なる計算量を割り当てている. MOEA/D-DRAはMOEA/Dの持つパラメータに加えて 𝜋𝑖 とい
うパラメータを持っている.これは各部分問題についてのパラメータで, i番目の部分問題にどれだけ
の計算用を割り当てるかというものを決定するパラメータとなっている. MOEA/D-DRAは以下のス
テップで行われる.

STEP1 初期化
STEP1.1 一様な重みベクトル 𝜆1, ..., 𝜆𝑁 を生成して,すべての重みベクトル間のユークリッド
距離を計算し各重みベクトルに対して T個の近傍 B(i) = {i1, ... , i𝑇}を定義する.

STEP1.2 各重みベクトルについて初期個体をランダムに生成する.
STEP1.3 参照点を z=(z1, ..., z𝑚)と設定 (z𝑖 = min (𝐹𝑖(𝑥1), 𝐹𝑖(𝑥2), ... , 𝐹𝑖(𝑥𝑁 ))
STEP1.4 すべての iに対して 𝜋𝑖=1とする (i = 1, ... , N).同時に世代数を管理する変数 genに
ついて gen=0とする.

STEP2 選択
STEP2.1 更新する個体群 Iを初期化した後に各目的関数において最も良かった値をもつ個体
を Iに追加

STEP2.2 𝜋𝑖 を用いて 10-トーナメント選択を行い Iに追加する.この選択は 𝑁
5 - m回行う.

STEP3 更新 (i∈ I)
STEP3.1 [0,1]の一様分布から乱数 randを生成しその値によって更新範囲を式 (2.7)のように

決定する.

P =
{
𝐵(𝑖) (if rand < 𝛿)
{1, ..., 𝑁} (otherwise) (2.7)

STEP3.2 𝑟1=i として 𝑟2, 𝑟3 をランダムに P から選択する. 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 に相当する個体 𝑥𝑟1 , 𝑥𝑟2 ,
𝑥𝑟3 を用いて差分進化によって次世代の解 �̄� を生成する.差分進化によって生み出された解
に突然変異を施すことで最終的な次世代の解 yを生み出す.

STEP3.3 yの各要素が設計変数の範囲から外れていた場合はその外れている要素を設計変数
の範囲内からランダムに数値を選択し置き換える.

STEP3.4 j=1, ..., mについて z 𝑗<F 𝑗 (y)であれば z 𝑗=F 𝑗 (y)とする.
STEP3.5 c=0として, n𝑟 を予め設定してあるパラメータとして以下の操作を行う.
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(1) c=n𝑟 または Pが空ならば終了して STEP4へ.そうでないならば Pから一つインデッ
クス jを選択する.

(2) g(y|𝜆 𝑗 , z) ≤ g(x 𝑗 |𝜆 𝑗 , z)ならば x 𝑗=yおよび c=c+1とする.
(3) jを Pから取り除き (1)へと戻る.

STEP4 終了
終了条件を満たしていたら x𝑖 (i=1, ..., N)および F(x𝑖) (i=1, ..., N)を出力する.そうでないなら
ば STEP5へと進む.

STEP5 　パラメータ更新
gen=gen+1として, genが 50で割り切れるならば Δ𝑖 を式 (2.8)を用いて計算し式 (2.9)によっ
て 𝜋𝑖 を更新する.ただし, 𝐹𝑛𝑒𝑤

𝑖 は i番目の集約関数の現在の値で 𝐹𝑛𝑒𝑤
𝑖 は 50世代前の値であ

る (i=1, ... , N). Δ𝑖 が 0.001を下回った場合, 𝜋𝑖 を小さくする.

Δ𝑖 =
𝐹𝑜𝑙𝑑
𝑖 − 𝐹𝑛𝑒𝑤

𝑖

𝐹𝑜𝑙𝑑
𝑖

(2.8)

𝜋𝑖 =


1 (if Δ𝑖 > 0.001)

(0.95 + 0.05
Δ𝑖

0.001
)𝜋𝑖 (otherwise)

(2.9)

　 STEP2 における 10-トーナメント選択とは, 10 個の個体をランダムに選び最も 𝜋𝑖 が大きい個体
を選択しそのインデックスを Iに追加する. STEP3.2における差分進化による解の生成は MOEA/D-
DE[18] で行われている差分進化と同じである. 差分進化における �̄� の k 番目成分 �̄�𝑘 は式 (2.10) に
よって計算される.ただし Fと CRはハイパーパラメータである.さらに �̄� から突然変異を起こして y
を生み出す際の計算は式 (2.11)によって行われる.ここでも k番目の成分についてそれぞれ計算を行
う.ただし, p𝑚 は突然変異率で 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 は k番目の設計変数の下限と上限である.突然変異の計算で用
いられる 𝜎𝑘 は式 (2.12)によって計算される.ただし, randは [0,1]の一様分布からサンプリングされ
た値で 𝜂 も新たなハイパーパラメータである.

�̄�𝑘 =

{
𝑥𝑟1
𝑘 + 𝐹 (𝑥

𝑟2
𝑘 − 𝑥

𝑟3
𝑘 ) with probability CR

𝑥𝑟1
𝑘 with probability 1 − CR

(2.10)

y𝑘 =
{
�̄�𝑘 + 𝜎𝑘 (𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) with probability pm

�̄�𝑘 with probability 1 − pm
(2.11)

𝜎𝑘 =

(2 × 𝑟𝑎𝑛𝑑)

1
1+𝜂 − 1 if 𝑟𝑎𝑛𝑑 < 0.5

1 − (2 − 2 × 𝑟𝑎𝑛𝑑)
1

1+𝜂 otherwise
(2.12)

2.7 ベンチマーク問題
ここでは二つのベンチマーク問題について説明する.一つは LZ[18]でもう一つは RE[7]である.
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2.7.1 LZ

LZは設計変数空間において最適パレート界を複雑になるように設計された多目的最適化問題にお
けるベンチマーク問題である. LZには F1から F9の 9つの問題があり, F6のみ目的関数の数は 3個
でその他は 2個である.

• F1
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.13),式 (2.14)である.ただしそれらの式に登場する
𝐽1 および 𝐽2 は式 (2.15)にある通りである.また, nは設計変数の次元数である.

– 設計変数の範囲は [0,1]𝑛 である.
– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.16)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 − 𝑥

0.5(1.0+ 3( 𝑗−2)
𝑛−2 )

𝑖

)2
(2.13)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 − 𝑥

0.5(1.0+ 3( 𝑗−2)
𝑛−2 )

𝑖

)2
(2.14)

{
𝐽1 = { 𝑗 | 𝑗 ≡ 0 (mod 2) and 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}
𝐽2 = { 𝑗 | 𝑗 ≡ 1 (mod 2) and 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} (2.15)

𝑥 𝑗 = 𝑥
(1.0+ 3( 𝑗−2)

𝑛−2 )
1 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.16)

• F2
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.17), 式 (2.18) である. ただしそれらの式に登場す
る 𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りである.また, nは設計変数の次元数で
ある.

– 設計変数の範囲は [0,1]×[-1,1]𝑛−1 である.すなわち x1 の範囲は [0,1]でその他の変数の範
囲は [-1,1]である.

– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.19)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 − sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.17)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 − sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.18)

𝑥 𝑗 = sin(6𝜋𝑥1 +
𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.19)

• F3
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.20), 式 (2.21) である. ただしそれらの式に登場す
る 𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りである.また, nは設計変数の次元数で
ある.
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– 設計変数の範囲は [0,1]×[-1,1]𝑛−1 である.すなわち x1 の範囲は [0,1]でその他の変数の範
囲は [-1,1]である.

– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.22)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 − 0.8𝑥1 cos(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.20)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 − 0.8𝑥1 sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.21)

𝑥 𝑗=


0.8𝑥1 cos(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 ∈ 𝐽1

0.8𝑥1 sin(6𝜋𝑥1 +
𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 ∈ 𝐽2

(2.22)

• F4
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.23), 式 (2.24) である. ただしそれらの式に登場す
る 𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りである.また, nは設計変数の次元数で
ある.

– 設計変数の範囲は [0,1]×[-1,1]𝑛−1 である.すなわち x1 の範囲は [0,1]でその他の変数の範
囲は [-1,1]である.

– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.25)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 − 0.8𝑥1 cos(

6𝜋𝑥1 + 𝑗 𝜋
𝑛

3
)
)2

(2.23)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 − 0.8𝑥1 sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.24)

𝑥 𝑗=


0.8𝑥1 cos(

6𝜋𝑥1 + 𝑗 𝜋
𝑛

3
) 𝑗 ∈ 𝐽1

0.8𝑥1 sin(6𝜋𝑥1 +
𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 ∈ 𝐽2

(2.25)

• F5
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.26), 式 (2.27) である. ただしそれらの式に登場す
る 𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りである.また, nは設計変数の次元数で
ある.

– 設計変数の範囲は [0,1]×[-1,1]𝑛−1 である.すなわち x1 の範囲は [0,1]でその他の変数の範
囲は [-1,1]である.

– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.28)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 −

(
0.3𝑥2

1 cos(24𝜋𝑥1 +
4 𝑗𝜋
𝑛
) + 0.6𝑥1

)
cos(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.26)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 −

(
0.3𝑥2

1 cos(24𝜋𝑥1 +
4 𝑗𝜋
𝑛
) + 0.6𝑥1

)
sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.27)
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𝑥 𝑗=


(0.3𝑥2

1 cos(24𝜋𝑥1 +
4 𝑗𝜋
𝑛
) + 0.6𝑥1) cos(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 ∈ 𝐽1

(0.3𝑥2
1 cos(24𝜋𝑥1 +

4 𝑗𝜋
𝑛
) + 0.6𝑥1) sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 ∈ 𝐽2

(2.28)

• F6
– 3つの目的関数 𝑓1, 𝑓2, f3 はそれぞれ式 (2.29), 式 (2.30), 式 (2.31)である.ただしそれらの
式に登場する 𝐽1, 𝐽2 および J3 は式 (2.32)にある通りである.また, nは設計変数の次元数で
ある.

– 設計変数の範囲は [0,1]2×[-2,2]𝑛−2 である.すなわち x1 および 𝑥2 の範囲は [0,1]でその他
の変数の範囲は [-2,2]である.

– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.33)にある通りである.

𝑓1 = cos(0.5𝑥1𝜋) cos(0.5𝑥2𝜋) +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 − 2𝑥2 sin(2𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.29)

𝑓2 = cos(0.5𝑥1𝜋) sin(0.5𝑥2𝜋) +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 − 2𝑥2 sin(2𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.30)

𝑓3 = sin(0.5𝑥1𝜋) +
2
|𝐽3 |

∑
𝑗∈𝐽3

(
𝑥 𝑗 − 2𝑥2 sin(2𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.31)


𝐽1 = { 𝑗 | 𝑗 ≡ 1 (mod 3) and 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}
𝐽2 = { 𝑗 | 𝑗 ≡ 2 (mod 3) and 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}
𝐽3 = { 𝑗 | 𝑗 ≡ 0 (mod 3) and 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}

(2.32)

𝑥 𝑗 = 2𝑥2 sin(2𝜋𝑥1 +
𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 = 3, 4, ..., 𝑛 (2.33)

• F7
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.34),式 (2.35)である.ただしそれらの式に登場する
𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りであり, y 𝑗 は式 (2.36)にある通りである.
また, nは設計変数の次元数である.

– 設計変数の範囲は [0,1]𝑛 である.
– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.37)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
4𝑦2

𝑗 − cos(8𝑦 𝑗𝜋) + 1.0
)

(2.34)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
4𝑦2

𝑗 − cos(8𝑦 𝑗𝜋) + 1.0
)

(2.35)

𝑦 𝑗 = 𝑥 𝑗 − 𝑥
0.5(1.0+ 3( 𝑗−2)

𝑛−2 )
1 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.36)

𝑥 𝑗 = 𝑥
0.5(1.0+ 3( 𝑗−2)

𝑛−2 )
1 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.37)

• F8
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– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.38),式 (2.39)である.ただしそれらの式に登場する
𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りであり, y 𝑗 は式 (2.40)にある通りである.
また, nは設計変数の次元数である.

– 設計変数の範囲は [0,1]𝑛 である.
– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.41)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

(
4

∑
𝑗∈𝐽1

𝑦2
𝑗 − 2

∏
𝑗∈𝐽1

cos(
20𝑦 𝑗𝜋√

𝑗
) + 2

)
(2.38)

𝑓2 = 1 − √𝑥1 +
2
|𝐽2 |

(
4

∑
𝑗∈𝐽2

𝑦2
𝑗 − 2

∏
𝑗∈𝐽2

cos(
20𝑦 𝑗𝜋√

𝑗
) + 2

)
(2.39)

𝑦 𝑗 = 𝑥 𝑗 − 𝑥
0.5(1.0+ 3( 𝑗−2)

𝑛−2 )
1 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.40)

𝑥 𝑗 = 𝑥
0.5(1.0+ 3( 𝑗−2)

𝑛−2 )
1 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.41)

• F9
– 二つの目的関数 𝑓1, 𝑓2 はそれぞれ式 (2.42), 式 (2.43) である. ただしそれらの式に登場す
る 𝐽1 および 𝐽2 は F1と同様で式 (2.15)にある通りである.また, nは設計変数の次元数で
ある.

– 設計変数の範囲は [0,1]×[-1,1]𝑛−1 である.すなわち x1 の範囲は [0,1]でその他の変数の範
囲は [-1,1]である.

– この問題における最適パレート界の設計変数は式 (2.44)にある通りである.

𝑓1 = 𝑥1 +
2
|𝐽1 |

∑
𝑗∈𝐽1

(
𝑥 𝑗 − sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.42)

𝑓2 = 1 − 𝑥2
1 +

2
|𝐽2 |

∑
𝑗∈𝐽2

(
𝑥 𝑗 − sin(6𝜋𝑥1 +

𝑗𝜋

𝑛
)
)2

(2.43)

𝑥 𝑗 = sin(6𝜋𝑥1 +
𝑗𝜋

𝑛
) 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 (2.44)

　 LZの最適パレート界における x1,x2 および x3 の様子は図 2.13にある. LZ以前のベンチマーク問
題である ZDT[19]や DTLZ[20]に比べるとこのパレート界は非常に複雑になっている. ZDTにおけ
る最適パレート界の設計変数は式 (2.45)にある通りで, DTLZにおける最適パレート界の設計変数は
式 (2.46)にある通りである.両式からもわかる通り ZDTおよび DTLZは実問題にはあり得ないほど
設計変数における最適パレート界が単純になっていた.一方で, LZでは F1から F9の式および図 2.13
からもわかる通り ZDTや DTLZよりも目に見えて複雑なベンチマーク問題になっていることがわか
る. また, F6を除き F1から F8までは目的関数空間において全て同じパレート界の形をしていてそれ
は図 2.14である.目的関数の数が二つの場合では F9のみ形が異なり, それは図 2.15のようになって
いる.図 2.14において一部が離散的なようになっているがこれはグラフを描画する上で離散的なよう
になってしまっただけであり,実際の最適パレート界は連続である.
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　図 2.16には F6の最適パレート界を表示している. これは三角形を球のように膨らませたような形
になっている.ここでは図示の都合上離散的な面となっているが実際の最適パレート界は連続した面
になっている.

0 ≤ 𝑥1 ≤ 1
𝑥2 = 𝑥3 = ... = 𝑥𝑛 = 0 (2.45)

0 ≤ 𝑥1, 𝑥2 ≤ 1
𝑥3 = 𝑥4 = ... = 𝑥𝑛 = 0 (2.46)
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Fig. 1. Projections of PSs of F1–F9 onto the space.

By Theorem 1, the PF of F6 is

and its PS is

F8:
• The decision space , and

;
• and ;
• and

• and are functions from to . Let
,

where is odd and and
is even and .

By Theorem 1, the PF of F8 in the objective space is

and its PS is

Since has many local minima, this instance has many
local Pareto optimal solutions.

III. ALGORITHMS IN COMPARISON

A. MOEA/D With DE

MOEA/D requires a decomposition approach for converting
approximation of the PF of problem (1) into a number of single
objective optimization problems. In principle, any decomposi-
tion approach can serve for this purpose. Three different de-
composition approaches have been used in [34]. In this paper,
we use the Tchebycheff approach [1]. A single objective opti-
mization subproblem in this approach is

minimize

subject to (5)

where is a weight vector, i.e., for
all and . is
the reference point, i.e., 3 for each

.
It is well known that, under mild conditions, for each Pareto

optimal point there exists a weight vector such that it is the
optimal solution of (5) and each optimal solution of (5) is a
Pareto optimal solution of problem (1). Let be a set
of weight vectors. Correspondingly, we have single objective
optimization subproblems where the th subproblem is (5) with

. If is reasonably large and are properly

3In the case when the goal of (1) is maximization, .

Authorized licensed use limited to: University of Tokyo. Downloaded on August 14,2021 at 15:01:02 UTC from IEEE Xplore.  Restrictions apply. 

図 2.13: LZの最適パレート界における x1,x2 および x3 の様子
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図 2.14: F1から F8のパレート界の様子 (F6を除く)
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図 2.15: F9のパレート界の様子
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図 2.16: F6のパレート界の様子
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2.7.2 RE

REは実世界の問題を基にして作られたベンチマーク問題である. ZDT[19], DTLZ[20], LZ[18]のベン
チマーク問題は 3つの大きな利点がある.一つ目はどのプログラミング言語でも実装が容易であり,ベン
チマーク問題を使用するのに大きな労力を必要としないことである. 二つ目は,最適パレート界の様子が
既知であることである. 三つ目は,設計変数および目的関数の次元数を容易に変化させることができるこ
とである. 一つ目の利点について,ベンチマーク問題として利用するためには容易に利用ができてアルゴ
リズム間での性能を比較する必要があるため不可欠なことである. 二つ目について, 最適パレート界の
様子が既知であることの利点は, アルゴリズムがどれほどその最適パレート界に近づけたかという指標
によって性能を測ることができることである.これによって様々な視点からアルゴリズムを評価するこ
とができる. 三つ目について, 設計変数および目的関数の数を自由に設定できることによりその数に応
じた振る舞いを観察することが可能である. 人手で作成されたベンチマーク問題はこれらの 3つの利点
を持っている一方で当然欠点も持っている. それは, 実世界の問題には無い特性を持っていることであ
る [12][21].例えば, [12]および [7]内で言及されていることとしてMOEA/D[4]や NSGAIII[14][15]が
DTLZ[20]やWFG[22]の目的関数が 3以上の問題においても高い成績が出るのはそれらの問題で最適
パレート界が三角形の形をしていることと関連がある.そのため,アルゴリズムをそのような最適パレー
ト界を持つベンチマーク問題で比較する際には過大評価もしくは過小評価に繋がる可能性がある.
　 REでは容易に実装及び使用ができるようにしながら実世界の問題をベンチマーク問題へと落とし込
むことでそれらの問題点を解消している. 実際に RE は著者の github[23] には C, Python, Matlab, Java
の 4つの言語で実装されている. REに含まれる問題の詳細は表 2.1にある. REはすべて基となってい
る問題があるため表にはその基となる問題も共に表記している.設計変数のタイプは連続する実数値の
最適化 (Continuous),整数値を取る最適化問題 (Integer),もしくは整数または離散的な値を取る変数と連
続的な値を取る変数の両方がある最適化問題 (Mixed)の 3種類がある.
　近似最適パレート界のタイプは目的関数が 3個以上の場合には多くは Unknownとなっていて, 2個の
場合は凸面になっているものと凹面と凸面が組み合わさっているもの (Mixed)がある.また,関数によっ
ては近似最適パレート界が連続ではない場合も存在する.図 2.18から 2.22には RE21から RE25の近
似最適パレート界の様子が図示されている.ここまで最適パレート界ではなく近似最適パレート界と書
いているが,図示されているものは必ずしも最適パレート界ではないことに注意する必要がある.実世界
の問題では最適パレート界を求めることは不可能に近いため図示されているものは近似最適パレート界
である. これらの図を見てもわかる通り, LZの最適パレート界 (図 2.14, 2.15)と比較するとその形は単
純な凸面や線形な形ではないのに加えて, F1 と F2 のオーダーが大きく異なるという特徴をもつ問題が
存在することが挙げられる.例えば, RE21では F1 が [1.25×103, 3.0×103]の間の値を取ることに対して
F2 が [2.8×10−4, 4.0×10−2]の間の値を取る. また,関数ごとに全く異なる値を取る. 近似最適パレート界
の形も RE21のように凸面の形をしているものもあれば凹面, 凸面および線形が組み合わさった形をし
ているものもある. RE23, RE25は図 2.20, 2.22からも見てわかる通り,連続ではなくて離散的なパレー
ト界である. このように REは LZとは異なり,問題ごとに全く異なる特徴をもつ.
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　目的関数が 3 個以上の場合に RE36 以外のパレート界の様子が Unknown となっている理由は実世
界の問題は複雑なパレート界を持つため図示してその様子を掴むことが難しいからである. RE31から
RE37 の疑似最適パレート界の様子は図 2.23 から図 2.29 にそれぞれある. これらの図を見ても疑似最
適パレート界の特徴を掴むことは難しいことがわかる. ただ,図 2.17にあるような三角形の形をしたパ
レート界ではないことや一部のパレート界で連続していないことがわかる. また,各目的関数のオーダー
も二次元の際と同様で全く異なることが見て取れる.具体的には, RE31において F1 は [0, 500]に分布し
ていることに対して, F2 および F3 はそれぞれ [0.2×106, 0.2×108], [0.0, 2.0×107]の間に疑似最適パレー
ト界は分布していることがわかる.また,疑似最適パレート界の形も LZの F6とは異なる. F6の最適パ
レート界は図 2.16にように三角形の形をしているが REではどの関数も疑似最適パレート界が三角形
の形をしていない.このことから一部のアルゴリズムが過大もしくは過小に評価されることがなくなる
ことにつながる.
　 REでは設計変数の次元数が小さいものが多い. その理由は設計変数の次元数が大きい問題はシミュ
レーションによって解の適合度を得る問題が多く定式化することが難しいからである. REにおいても
RE34, RE37, RE41そして RE91はシミュレーションからサンプル点を抽出して関数近似を行っている.
したがって, REにおけるこれらの問題は実際の問題とは全く同じ問題ではないということに注意する必
要がある. また,これらの問題は実問題が基となってはいるが実際の問題とは異なる可能性があるため人
工的に作られた問題とみなすこともできてしまう.
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Fig. 1. Triangular shape Pareto fronts. The x, y, and z axis represent f1, f2, and
f3, respectively.

f (x) in the Pareto front satisfies the following condition in the
normalized objective space [0, 1]M [14]:

PM
i=1

�
fi(x)

�p = 1, where
0 

�
fi(x)

�
 1 for i 2 {1, . . . ,M}, p = 1 for the linear

Pareto front, 1 < p for the concave Pareto front, and 0 <
p < 1 for the convex Pareto front. The shape of the distribu-
tion of weight vectors in decomposition-based EMOAs is highly
consistent with the shape of the triangular Pareto front [12]. For
this reason, some decomposition-based EMOAs perform well on
most DTLZ and WFG test problems even with many objectives.
In contrast, some decomposition-based EMOAs perform poorly
on problems with non-triangular Pareto fronts (e.g., the inverted
DTLZ problems [15]). Test problems designed with the bottom-up
approach (e.g., the DTLZ and WFG problems) include the distance
and position variables. Here, the distance variables control the
distance between the objective vector and the Pareto front. The
position variables determine the position of the objective vector
on the Pareto front. Since the distance and position variables play
different roles, it is relatively easy to improve the convergence
and diversity of a set of solutions by individually changing the
distance and position variables [12].

Since synthetic test problems often exhibit such undesirable
features, a new EMOA should be benchmarked on some real-
world problems for more reliable evaluation. However, there does
not exist an easy-to-use real-world multi-objective optimization
problem suite. Although EMOAs have been applied to a number
of real-world problems [16–19], it is difficult to use real-world
problems to evaluate the performance of EMOAs.

In most cases, a new method is generally benchmarked only
on some synthetic test problems. For example, the previous
study [6] evaluated the performance of MOEA/D on ZDT and
DTLZ. In some cases, a new method is benchmarked on a few
real-world problems in addition to synthetic test problems. For
example, the previous study [2] evaluated the performance of
NSGA-II on the water resource planning problem [20]. However,
only a few real-world problems are generally used for bench-
marking EMOAs in almost all previous studies. Thus, the general
performance of EMOAs on various real-world problems has not
been examined in the literature. On the one hand, as mentioned
above, EMOAs have been applied to a number of real-world
problems, including supersonic wing design problems [16], fi-
nance/economics application problems [17], oil production plan-
ning problems [18], and electric vehicle control problems [19].
On the other hand, comparisons of multiple EMOAs were not
performed in most application-oriented studies. An application-
oriented study usually reports experimental results of a single
EMOA in order to demonstrate that a good approximation of the
Pareto front of a given real-world problem can be obtained (i.e., a
better approximation can be obtained by the EMO approach than
other approaches). Thus, the performance of multiple EMOAs
on a given real-world problem was not investigated in such
an application-oriented study. The RE problem set makes the
performance comparison on real-world problems easy.

Let us consider the performance comparison of EMOAs on
supersonic wing design problems [16]. In the first place, re-
searchers who have no knowledge of aerodynamics cannot tackle

Table 1
Advantages and disadvantages of each problem type.
Problems Non-artificiality Easiness Clearness Scalability
Synthetic problems � � �
RE problems � �

this real-world problem. Numerical simulations of complex fluid
flow require specific software tools, high-performance comput-
ers, and long computation time. According to [16], it took about
100 hours to evaluate 4 480 solutions on the supersonic wing
design problems using 32 processing elements of an NEC SX-
4 computer. If six EMOAs are carried out on this problem for
30 times, it takes about 2 years in total. While benchmarking
EMOAs on real-world problems is needed, it is difficult due to
those obstacles.

To fill this gap between the necessity and the availability
of real-world problems, we present 16 bound-constrained real-
world multi-objective optimization problems where definitions
are given by simple equations or surrogate models. We refer
to the set of the 16 problems as the REal world problem suite
RE. The RE problem suite provides a wide variety of compu-
tationally cheap problems regarding the number of objectives,
the shape of the Pareto front, and the type of design variables.
The 16 RE problems do not perform a computationally expensive
simulation. As shown in Section S.1 in the supplementary file
of this paper, the objective functions in the 16 RE problems
are represented by relatively simple equations. For this reason,
the objective functions in the 16 RE problems are computation-
ally cheap. Table 1 shows a summary of the advantages and
disadvantages of synthetic problems and the RE problems. In
contrast to synthetic problems, we believe that the RE problems
do not have the above-mentioned unrealistic properties (e.g., the
triangular Pareto front). We do not claim that real-world prob-
lems (including the RE problems) must always be better than
synthetic test problems in terms of the performance evaluation
of evolutionary algorithms. As mentioned above, most synthetic
test functions have at least three advantages. Although the RE
problems are as easy to use as synthetic test functions, they have
two disadvantages compared to synthetic test functions. Similar
to other real-world problems, the properties of the RE problems
are unclear. All the RE problems are not scalable with respect
to the number of objectives M and design variables D. However,
we try to address the two disadvantages of the RE problems in
this paper. We analyze the shape of the Pareto front of each RE
problem in order to clarify its property. We have selected a wide
variety of real-world problems with respect to M and D so that
the scalability of EMOAs can be evaluated.

Our main contributions in this paper are as follows:

1. We present the 16 RE problems. Despite their importance,
most of the original 16 RE problems have not received
much attention in the EMO community. Four RE prob-
lems are multi-objective mixed-integer optimization prob-
lems. As pointed out in [32], there are only a few (multi-
objective) mixed-integer optimization problems for bench-
marking evolutionary algorithms. For this reason, we be-
lieve that the four mixed-integer RE problems are helpful in
investigating the performance of evolutionary algorithms
for multi-objective mixed-integer optimization.

2. We present details of the 16 RE problems in the supple-
mentary file of this paper. The supplementary file is also
available at the supplementary website (https://ryojitanab
e.github.io/reproblems/). Since this paper is self-contained,
readers do not need to refer to each original article.

図 2.17: 三角形の形をした最適パレート界

REにおける問題名 基となる問題名 目的関数の数 設計変数の次元数 設計変数のタイプ 近似最適パレート界のタイプ
RE21 Four bar truss design[24] 2 4 Continuous Convex
RE22 Reinforced Concrete beam design[25] 2 3 Mixed Mixed
RE23 Pressure vessel design[26] 2 4 Mixed Mixed, Disconnected
RE24 Hatch cover design[25] 2 2 Continuous Convex
RE25 Coil compression spring design[27] 2 3 Mixed Mixed, Disconnected
RE31 Two bar truss design[28] 3 3 Continuous Unknown
RE32 Welded beam design[29] 3 4 Continuous Unknown
RE33 Disk brake design[29] 3 4 Continuous Unknown
RE34 Vehicle crashworthiness design[30] 3 5 Continuous Unknown
RE35 Speed reducer design[31] 3 7 Mixed Unknown
RE36 Gear train design[32] 3 4 Integer Concave, Disconnected
RE37 Rocket injector design[33] 3 4 Continuous Unknown
RE41 Car slide impact design[15] 4 7 Continuous Unknown
RE42 Conceptual marine design[34] 4 6 Continuous Unknown
RE61 Water resource planning[35] 6 3 Continuous Unknown
RE91 Car cab design[14] 9 7 Continuous Unknown

表 2.1: REに含まれる問題の詳細
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図 2.18: RE21のパレート界の様子
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図 2.19: RE22のパレート界の様子
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図 2.20: RE23のパレート界の様子
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図 2.21: RE24のパレート界の様子
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図 2.22: RE25のパレート界の様子
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図 2.23: RE31のパレート界の様子
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図 2.24: RE32のパレート界の様子
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図 2.25: RE33のパレート界の様子
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図 2.26: RE34のパレート界の様子
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図 2.27: RE35のパレート界の様子
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図 2.28: RE36のパレート界の様子
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図 2.29: RE37のパレート界の様子
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第 3章

提案手法

3.1 提案手法の概要
提案手法では, Deep-Optを多目的最適化に拡張する. 多目的への応用とは Deep-Opt[5]では単目的最

適化を行っていたことに対して本論文では多目的最適化に取り組むということである. Deep-Optと同様
に図 3.1にあるようにニューラルネットワークを設計変数から多目的の目的関数値を推定するように設
計し, back-driving を用いて探索し最適化する. すなわち, ニューラルネットワークは多目的最適化問題
のランドスケープを学習するように設計されている.その疑似コードは Algorithm3にある.
　基本的な考え方は MOEA/D と同じで, 初期解をランダムに生み出した後に各解に重みベクトルを割
り当てる. その後, 初期解を突然変異させることで DNN を学習するためのデータセットを作成する (4
行目).データセットの大きさは一世代の個体数の n倍である.本論文では nは 10で固定している. 5行
目では最終的に出力するパレート界を 4行目で作り出したデータセットの非優越解で初期化する.
　その後,終了条件を満たすまで探索を行う.提案手法でも元の Deep-Optと同様に解を [0.0, 1.0]にス
ケーリングする. その後, 先ほど作り出したデータセットを用いて DNN を学習する. この際, DNN が
学習するのは設計変数から目的関数値のマッピングである. 学習の終了条件はそれぞれの目的関数に
おいて DNN の出力と実際の値の相関係数が一つでも下がったらである. また, その相関係数が一つで
も 0を下回った場合には DNNの重みを一度初期化してもう一度最初から学習する.これらは基となる
Deep-Opt を参考にしている. 学習が終了したら back-driving を行うために DNN の重みを固定する (9
行目). DNN の出力を 0.0 に固定して目的関数の値が 0.0 に近づくように入力を更新していく. ただし
このときの入力は S に含まれる解で, S は各重みベクトルについてその重みベクトルが割り当てられ
ている解の中で最も適合度の高い解の集合である. すなわち, S の要素数は重みベクトルの数に等しい.
back-drivingで解を改善したら突然変異を行って新たな解を作成する.このように作成された解と基とな
る解を重みベクトルを用いて適合度を比較して新たに作成した方が良ければ基となる解は Sから取り除
いて新たに作成した解を Sに追加する. ここで新たに生み出した解が現在のパレート界にあるどの解に
も優越されなければ Pareto_Frontに追加し, Pareto_Front内の解で新たに作成された解に優越される解
が存在する場合にはその解は Pareto_Frontから取り除く.
　一方, 良くならなければ新たに作成された解は基の解に置き換わらずに DNNを学習するデータセッ
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トに追加されるのみである.データセットに追加する理由としては,データセットには過去数世代に生み
出された解が入っており,一番古くに生み出された解よりは今世代の解の方がより現在探索している空
間に近いと考えられるからである.そうすることで DNNが現在探索している空間周辺をより精密に学
習することでより高精度な解の生成が行える.最後に,データセットは一定の大きさになるように必要に
応じて最も古いものから順番に削除していく.
　そうして作成されたパレート界を終了条件を満たした後に出力する.
　 MOEA/D と同様に重みベクトルを割り当てる理由としては, その重みベクトルによってパレート界
が広がることが期待されるからである.図 3.1にあるようにニューラルネットワークは多数の目的関数
値を同時に推定する. 損失関数には最良点と出力の最小二乗誤差を採用するため back-drivingを行うと
最良点に向かって最適化が行われるため最良点付近の解が多く見つかりパレート界があまり広がらない
ことが想定される (図 3.2).そこで重みベクトルを用いて突然変異の方向性をある程度決定することでパ
レート界が広がることが期待される (図 3.3).

提案⼿法
•このback-drivingを多⽬的最適化に応⽤する.

•各解は重みベクトルを持っていて(下図参照)重みベクトルと解
の適合度の内積によって各解は⽐較される.

…

設計変数 ⽬的関数値 4

図 3.1: 提案手法におけるニューラルネットワークの様子
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最良点

最良点付近の解

Back-drivingによって
最良点付近へと解が集まる

最良点付近の解

重みベクトルを割り当てて
突然変異をすることで
解を分散させる

最良点
図 3.2: back-drivingによる最適化の様子

最良点

最良点付近の解

Back-drivingによって
最良点付近へと解が集まる

最良点付近の解

重みベクトルを割り当てて
突然変異をすることで
解を分散させる

最良点

図 3.3: 重みベクトルを用いる利点

3.2 Surrogate Model

提案手法では DNNを設計変数から目的関数値を推測するためのものとして学習させる.そのため,こ
の DNNを Surrogate Modelとして用いることも可能である.具体的には, Algorithm3の 15行目におい
て突然変異する際に,突然変異で生み出された解を DNNに通すことでその解の目的関数値の推定値を
得ることができる.本論文での Surrogate Modelの使い方としては, Algorithm3の 15行目において突然
変異にて新しい個体を 100個体生み出し,その個体すべてで目的関数値の推定値を得る.そうした後に,
その推定値を用いてルーレット選択を行うことで今世代の解を決定するという流れになっている.ここ
で最大値を取らない理由としては, DNNの推定精度が高い水準になるためには学習点が少ないと考えら
れるためルーレット選択にすることで多少の誤差は許容して適合度が低くなるような解を選ばなくする
ということに主眼を置いているからである.

3.3 パラメータレスの手法
3.1節で述べた提案手法において algotirhm3の 7行目で解をスケーリングする必要がある.その際の

スケーリングは式 (3.1) によって計算されるがこのスケーリングには x𝑚𝑎𝑥 および x𝑚𝑖𝑛 が必要となる.
LZであればすべての目的関数のオーダーが同じであるので x𝑚𝑎𝑥 および x𝑚𝑖𝑛 はすべての要素で同じ値
にすればよく,また最適パレート界がわかっているため設定する値はある程度設定しやすいが, REでは
目的関数ごとに疑似最適パレート界の範囲が異なるため適切に設定する必要がある.例えば, RE21につ
いて F1 のスケーリングの範囲を [0,10000]として F2 のスケーリングの範囲を [0,1]とすると,本論文で
は weighted sumを用いているため F2 の値が多少上がっても F1 の値を下げた方がスカラー関数の値が
小さくなるためパレート界が広がらないという問題点がある.具体例は図 3.4および 3.5にある.これら
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Algorithm 3 Deep-Opt for Multi-Objecive
1: Create a set of solutions S randomly
2: Evaluate all solutions in S
3: Assign a weight vector to each solution in S
4: Make dataset to train DNN
5: Pareto_Front = pareto front of dataset made above
6: while termination condition is not met do
7: Scale all solutions to [0.0,1.0]
8: Train a DNN to map solutions→ Evaluation(solutions) with dataset
9: Freeze the weights of DNN

10:

11: Clamp the network’s outputs to [0.0]*number_of_objectives
12: for each s ∈ S do
13: Initialize the DNN’s input with s
14: Change the input to s’ by back-drive
15: Mutate s’ to s”
16: if evaluate(s”, weight_vector_for_s) is better than evaluate(s, weight_vector_for_s) then
17: replace s in S with s”
18: end if
19: Update Pareto_Front if necessary
20: Add s” to dataset to train DNN
21: end for
22: prune dataset if necessary
23: end while
24: Return Pareto_Front

はどちらも全世代の約 1/3が経過した際に形成されているパレート界の様子であるが, 赤の点がその世
代において DNNを学習するために用いられる解であり,オレンジの点が非優越解,青の点が疑似最適パ
レート界である.これらの図はどちらも同じ世代およびスケーリング以外の条件は同じ条件で比較して
いるのにも関わらずスケーリングのための x𝑚𝑎𝑥 および x𝑚𝑖𝑛 を適切に設定できないと先述した通り F1

を小さくする方が F2 を小さくするよりもスカラー関数値は小さくなるため F1 が小さくなるところに解
が集中し結果的にパレート界が一部のみとなり広がらないという問題点が発生する (図 3.4).一方,図 3.5
では正しくスケーリングが行われているため全体に解が広がっていることがわかる.このことから特に
目的関数ごとにオーダーが大きく異なる REではスケーリングのための x𝑚𝑎𝑥 および x𝑚𝑖𝑛 を適切に設定
することが精度の高いパレート界の発見に役立つことがわかる.ただ,このパラメータはある程度アルゴ
リズムを動かしてパレート界の範囲を見る必要があるので何度も設定しなおす必要がある.
　そこでこのパラメータの設定を無くすためにアルゴリズムの中で動的にパレート界を見て x𝑚𝑎𝑥 およ
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び x𝑚𝑖𝑛 を変化させるという手法を提案する.その方法は単純に非優越解における i番目の目的関数の最
小値と最大値を x𝑚𝑎𝑥 および x𝑚𝑖𝑛 の i番目の成分としている.当然この値の間に入らない解も存在する
がその値もちゃんとスケーリングされた上で大小関係も変わらないため問題はない.ここで主眼に置い
ているのは現在探索しているパレート界の中を正しくスケーリングして評価することである.これを全
ての解における最大値および最小値とすると性能の低い外れ値の解によってパレート界付近の解が正し
くスケーリングされず評価されないことが発生し図 3.4のようになるためこのように非優越解の最大値
および最小値をスケーリングの幅としている.

fscaled =
f − xmin

xmax − xmin
(3.1)

1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05 approximated_pareto_front
optimized(all points)
optimized_nondominant

図 3.4: RE21においてスケーリングの値を適切に設定できなかった結果 (F1 の値の範囲を [0,10000], F2

の値の範囲を [0,1]とした)
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図 3.5: RE21においてスケーリングの値を適切に設定した結果 (F1 の値の範囲を [0,3000], F2 の値の範
囲を [0,0.05]とした)
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第 4章

実験設定

4.1 ベンチマーク問題
提案手法の性能を評価するために 2種類のベンチマーク問題を用いた.一つ目は LZ[18]であり,設計

変数においてパレート界が複雑になるように設定された関数である. LZには 9つの関数が存在してその
目的関数および設計変数の次元数は表 4.1の通りである.この実験では jMetalPy[36]による実装を用い
た.一つ目の問題として LZを用いた理由としては,関連研究の章でも説明した通り LZがそれまでのベ
ンチマーク問題に比べて設計変数空間において複雑なパレート界を持っているからである. ベンチマー
ク問題は最適パレート界がわかっているため, 後述する REを用いる際と比べて様々な指標で評価する
ことができる.評価手法は後に詳細に説明するが,評価手法の中には最適パレート界との距離を測るよう
な手法もあるため最適パレート界がわかっている必要がある.そのため,ベンチマーク問題を用いること
でアルゴリズムを様々な側面から評価することができる.
　二つ目の関数は RE[7]である.この関数は実問題を関数に落とし込んだベンチマーク問題となってい
る.それぞれの問題における目的関数および設計変数の次元数は表 4.2の通りである. REは比較的新し
いベンチマーク問題であり,まだ多く使われているわけではない.その REを今回用いた理由としてはこ
のベンチマーク問題が最も実問題に近いベンチマーク問題であると考えられるからである.関連研究の
章でも説明した通りそれまでのベンチマーク問題は人手で設計されているため実問題の特徴を必ずしも
捉えられているとは言えないが REは実問題をそのままベンチマーク問題にしているためこのアルゴリ
ズムを実問題に適用した際の挙動を確かめることができると考えられる.
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関数 目的関数の数 設計変数の次元数
F1 2 10
F2 2 30
F3 2 30
F4 2 30
F5 2 30
F6 3 10
F7 2 10
F8 2 10
F9 2 30

表 4.1: LZにおける目的関数および設計変数も次元数

関数 目的関数の数 設計変数の次元数
RE21 2 4
RE22 2 3
RE23 2 4
RE24 2 2
RE25 2 3
RE31 3 3
RE32 3 4
RE33 3 4
RE34 3 5
RE35 3 7
RE36 3 4
RE37 3 4

表 4.2: REにおける目的関数および設計変数も次元数

4.2 パラメータ設定
提案手法におけるパラメータは一世代の個体数・突然変異率・DNNの学習に用いるデータセットの

数である.突然変異率は 1/(設計変数の数)としていて,一度の突然変異で変化する遺伝子の数の期待値が
一つとなるようにしている. DNNの学習に用いるデータセットの数は提案手法の章でも書いた通り本論
文では一世代の個体数の 10倍としている.
　一世代の個体数について説明する前に提案手法における重みベクトルの生成方法を説明する.提案手
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目的関数の数 H N(一世代の個体数)

2

29 30
49 50
99 100
199 200
299 300

3

6 28
12 91
18 190
23 300
33 595
43 990

表 4.3: 本実験における Hの値

法における重みベクトルは Hをハイパーパラメータとして{i/H | i=0,1,...H-1,H}から合計が 1となるよ
うに重複を許して目的関数の数と同じ数だけ並べることで作り出す. すなわち, 重みベクトルの i 番目
の成分を 𝜆𝑖 と置くと式 (4.1) のようになる. また, 重みベクトルは網羅的に生成するためその総数は式
(4.2)の Nのようになる.ただし,ここで mは目的関数の数である.∑

𝑖

𝜆𝑖 = 1, 𝜆𝑖 ∈ {𝑖/𝐻 |𝑖 = 0, 1, ...𝐻 − 1, 𝐻} (4.1)

𝑁 = 𝐻+𝑚−1𝐶𝑚−1 (4.2)

したがって,一世代の個体数は Nとなり Hによって決定される数となる. Hは性能に大きく影響を及ぼ
すパラメータであるためいくつか変えて実験を行っている.具体的には表 4.3の通りである.目的関数が
2つの際には N=H+1となるので Nは自由に設定できるが目的関数が 3つ以上になると Nは自由に設
定できないため, Nが 30, 100, 200, 300, 600, 1000に最も近くなるような Hを採用した.また, MOEA/D
において目的関数値と重みベクトルを用いた適合度の計算法はいくつかあるが今回は単純に重みベクト
ルと目的関数値の内積を用いた (Weighted Sum).
　また,今回の提案手法ではニューラルネットワークを用いているためその詳細についてもここで述べ
る. まずニューラルネットワークの構造は中間層が 3 層あり, 入力層および出力層を合わせたら 5 層の
ニューラルネットワークを用いた.また, オプティマイザーには Adamを用いて学習率は 0.001, weight
decayは 0.98とした.損失関数には最良点と出力の最小二乗誤差を採用した.ここで最良点とはスケーリ
ング後の [0.0]*(目的関数の数)である.予めスケーリング幅を決めている場合には最良点はある程度分
かった上で最適化をしていることとなるが,スケーリング幅をアルゴリズム中で調整する場合には最良
点は MOEA/Dで用いられる参照点と同じく z=(z1, ..., z𝑚)(ただし, z𝑖 = min (𝐹𝑖(𝑥1), 𝐹𝑖(𝑥2), ... , 𝐹𝑖(𝑥𝑁 ))
を目指して最適化することとなる.
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4.3 評価手法
評価手法は LZでは IGD(Inverted Generational Distance)と HV(HyperVolume)を用いて, REでは HV

のみを用いた. IGDとは理想的なパレート界における各解からアルゴリズムによって求められた解群の
うち最も近い点の距離の平均である.すなわちアルゴリズムによって求められた解がどれほど理想的な
パレート界に近いのかということを測る指標である. IGD は式 (4.3)で計算することができる. ただし,
Aはアルゴリズムによって求められた解群であり, Rは理想的なパレート界である.また本実験では p=2
としているので 𝑑 (𝑟, 𝑎) 𝑝 は rと aのユークリッド距離である. IGDは小さければ小さいほど最適パレー
ト界に近いため良いということとなる.

𝐼𝐺𝐷 =

(
1
|𝑅 |

∑
𝑟 ∈𝑅

min
𝑎∈𝐴

𝑑 (𝑟, 𝑎) 𝑝
)1/𝑝

(4.3)

　 HVは参照点を一つ設定した際にアルゴリズムによって求められた解とその参照点によって作り出さ
れる超平面の大きさである.例えば目的関数の次元数が 2のときを考えてみると図 4.1のようになる.こ
こで 𝑝 (𝑖) (i=1,2,3)はアルゴリズムによって求められた解であり, rは参照点である. HVは黒色の部分の
面積となり,大きければ大きいほど求めた解群がカバーできる面積が大きくなるため良い.目的関数の数
が 3以上になっても同様に考えることができる.また, HVは参照点があれば計算ができるため理想的な
パレート界が必要ない評価指標である. RE で IGD を用いない理由としては, RE で現在報告されてい
るパレート界は存在するが実問題において理想的なパレート界というのはわからないため IGDを使う
ことが適切ではないと考えられるからである.一方, LZは人手で設計された問題であるため理想的なパ
レート界が既知であるから HVと IGDの両方を評価指標として用いている.
　ただし, HV の結果については HV そのままの値を用いずに式 (4.4) によって計算される値を用いて
いる.

value_in_table = 1 − HV/(maximize_of_HV) (4.4)

分母にある HVの最大値はパレート最適解による HVである.すなわち,この表の値はパレート最適解と
比較してどれだけの割合の領域をカバーできていないかという値となる. そのため,この値は小さい方が
より広い領域をカバーできているということとなるため,小さい方が性能が良いということとなる. HV
の値をそのまま用いない理由としては, 特に REで問題ごとに HVの値が大きく変わるためどれだけの
性能なのかということをわかりやすくするためであり,同時に HVの最大値で割った値を 1から引く理
由としては, アルゴリズムごとの差をより顕著にするためである.例えば, HVの最大値で割った値をそ
のまま採用すると結果の表の上では同じ値であるのにも関わらずその両者で有意差が生じる可能性があ
るからである.
　また,実験結果の表に記載されている値は 20回アルゴリズムを実行した際の平均値と標準偏差である.
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An Improved Dimension-Sweep Algorithm for the Hypervolume
Indicator

Carlos M. Fonseca, Luı́s Paquete, and Manuel López-Ibáñez

Abstract— This paper presents a recursive, dimension-sweep
algorithm for computing the hypervolume indicator of the
quality of a set of n non-dominated points in d > 2 dimensions.
It improves upon the existing HSO (Hypervolume by Slicing
Objectives) algorithm by pruning the recursion tree to avoid
repeated dominance checks and the recalculation of partial
hypervolumes. Additionally, it incorporates a recent result for
the three-dimensional special case. The proposed algorithm
achieves O(nd−2 log n) time and linear space complexity in
the worst-case, but experimental results show that the pruning
techniques used may reduce the time complexity exponent even
further.

I. INTRODUCTION

The performance assessment of algorithms for multiobjec-
tive optimization problems is far from being a trivial issue.
Recent results indicate that unary performance measures,
i.e. performance measures which assign a single value to
each non-dominated point set, are inherently limited in their
inferential power [1]. Despite these limitations, the hypervol-
ume indicator is still considered to possess some reasonable
properties, having also been proposed as a guidance criterion
for accepting solutions in Multiobjective Evolutionary Algo-
rithms [2], [3]. Therefore, the computational time taken for
computing the hypervolume indicator is a crucial factor for
the performance of such algorithms.

The paper is organized as follows. In the next section, the
hypervolume indicator is defined, and some background on
its computation is provided. Then, an algorithm is proposed
which improves upon current practice in the Evolutionary
Computing community, while remaining simple to imple-
ment. The results of an experimental study conducted to
validate the implementation are presented and compared to
previously published results to the extent possible. The paper
concludes with a discussion of the relative merits of the
various techniques proposed and with directions for future
work.

II. BACKGROUND

The unary hypervolume indicator [4] is a measure of
the quality of a set P = {p(1), p(2), . . . , p(n)} of n non-
dominated objective vectors produced in a run of a mul-
tiobjective optimizer, such as a multiobjective evolution-
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Fig. 1. The hypervolume indicator in the two-objective case

ary algorithm. Assuming a minimization problem involv-
ing d objectives, this indicator consists of the measure of
the region which is simultaneously dominated by P and
bounded above by a reference point r ∈ Rd such that r ≥
(maxp p1, . . . , maxp pd), where p = (p1, . . . , pd) ∈ P ⊂ Rd,
and the relation ≥ applies componentwise. As illustrated in
Fig. 1, this region consists of an orthogonal polytope, and
may be seen as the union of n axis-aligned hyper-rectangles
with one common vertex (the reference point, r).

Several algorithms have been proposed for computing
the hypervolume indicator in any number of dimensions.
The inclusion-exclusion algorithm [5] is a natural, brute-
force approach based on the inclusion-exclusion principle [6]
which exploits the known structure of the polytope directly.
Fleischer [7] proposed an apparently efficient algorithm,
called LebMeasure, but a more detailed analysis has shown
the worst-case time complexity of this algorithm to be at
least O(nd) [8].

More recently, While et al. [9] have proposed the so-
called HSO (Hypervolume by Slicing Objectives) algorithm,
which is, in fact, a dimension-sweep [10] approach. The
point set is swept by a (d−1)-dimensional hyperplane along
the first coordinate, defining d-dimensional slices between
consecutive points. The total hypervolume is computed as
the sum of the hypervolumes of each individual slice, which
can be obtained by multiplying its height (measured along
the first dimension) by the hypervolume of its (d − 1)-
dimensional base. This leads to the computation of n dif-
ferent hypervolumes in d−1 dimensions, each of which can
be solved in a similar way. The process is repeated until a
sufficiently small number of dimensions (two, in this case)
is reached. Indeed, the two-dimensional case can be easily
solved in linear time after a preliminary sorting step. The
HSO algorithm runs in O(nd−1) time for d > 2.

Remarkably, the more general form of this problem which
is obtained by removing the common vertex constraint has
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図 4.1: 二次元における HVの様子 ([37]より引用)

4.4 性能比較
今回の実験で比較する条件は表 4.4にある通りである.変える条件としては 3.2節で説明した Surrogate

Modelの有無と 3.3節で説明したパラメータの有無である.これらをそれぞれ変更させて比較実験を行
うため 4通りの条件で比較していく.以後表中には提案手法 (条件 1)のように記載するがその条件番号
と条件の内容は表 4.4と対応している.
　その他に提案手法と比較する既存手法は NSGAII[3], MOEA/D[4], MOEA/D-DRA[17]である.これら
の手法を比較する際には jMetalPy[36]の実装を用いた.アルゴリズム間の評価を平等に行うために本研
究のような最適化手法の研究では解の評価回数を等しくして比較を行うことが多い.すなわち,ブラック
ボックスとなっている関数に何回解を通してその評価値を受け取ったかという回数を等しくする.ここ
では解の評価回数は 50,000回にして行った.そのため,解が 50,000回評価されたらその時点でアルゴリ
ズムを終了して最終的なパレート界を出力するということになっている.次章で結果を表示する表にお
いて出てくる値は特に注釈がない場合には解を 50,000回評価した段階で得られたパレート界について
の値となっている.
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条件 スケーリング幅に関するパラメータ Surrogate Model
条件 1 スケーリング幅をパラメータとしてあらかじめ設定 無し
条件 2 スケーリング幅をパラメータとしてあらかじめ設定 有り
条件 3 スケーリング幅は自動調整 (パラメータレス) 無し
条件 4 スケーリング幅は自動調整 (パラメータレス) 有り

表 4.4: 提案手法の比較条件
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第 5章

実験結果

5.1 LZの実験結果
4 章で述べた通り LZ の評価には HV と IGD の両者を用いる. HV についての結果は表 5.1 にあり,

IGDについての結果は表 5.2にある. IGDの結果の表には IGDの値をそのまま記載しているが, HVの
結果の表に記載している値は 4.3節でも述べた通り式 (4.4)で計算される値である. IGDも HVの表中
の値も小さい方が性能が良い.表 5.1, 5.2共に有意水準 0.01で全ての手法の中で最もよかったものを太
字にしている.ただし,それぞれの表にある提案手法 (条件 i)とあるものは表 4.4にある条件と対応して
いる.ここでは既存手法と提案手法のうち Surrogate Modelを用いないものとを比較した. LZにおける
HVの結果では全ての関数において提案手法は他手法と比較して統計的に有意に悪くなっていた.一方,
IGDでは F8のみ提案手法が他手法に比べて良くなっているか悪くなってはいなかったがその他の関数
では他手法に比べて統計的に有意に悪くなっていた.ただ, HVの結果を見るとわかる通り全ての関数に
おいて提案手法でも理想的なパレート界と比較して 95%以上の領域をカバーすることができている.そ
のため, 他手法に比べて悪くなっているとはいえ提案手法はパレート界を充分求めることができている
といえる.

5.2 REの実験結果
REの実験結果は表 5.3にある. 4.3節で説明した通り,ここでも表に記載している値は式 (4.4)によっ

て計算される値である.また,記載されている値は 20回アルゴリズムを実行した際の平均値と標準偏差
である. ここでも同様に有意水準を 0.01としてすべての手法の中で最も良くなっていたものを太字にし
ている. LZでは全ての関数で HVは他手法に比べて提案手法は統計的に有意に悪くなっていたが, RE
では一部の関数で統計的に有意に良くなっていることがわかる.また,ほかの関数でも他手法よりも悪く
なっているとはいえ,理想的なパレート界と比較して 95%以上の領域をカバーすることができているた
め提案手法は充分パレート界を発見することができているということがわかる.
　特に RE24, RE33に注目するとこの関数での表の値は負の値となっている.これは現在報告されてい
るパレート界よりも HVが大きいパレート界が発見されたことを意味している.他の手法では全ての関
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数で正の値を取っているため報告されているパレート最適界よりも HVが大きいパレート界は見つから
なかった.そのため問題によっては提案手法が他のアルゴリズムでは発見できない新たな解を発見でき
る可能性を RE24および RE33の結果は示唆している.
　さらに, RE24および RE33において従来の疑似最適パレート界よりを優越する解を図示した.それは
図 5.1 および 5.3 にある. これらの図では従来の疑似最適パレート界は青色の点で示されていて, 提案
手法によって見つかった従来の疑似最適パレート界よりを優越する解は赤色で図示されている.ただし,
これらの図は独立して行った 20 回の結果を合わせたものであり, ある 1 回の試行について図示したも
のではない. 20 回の結果を図示したものをここに載せた理由としては毎回同じ解が得られるわけでは
なく多少の揺らぎが存在するため, 全体でどれほど良い解が見つかったかを図示するためである. また.
それらの解に割り当てられた重みベクトルの要素についてヒストグラムを作成した. それが図 5.2, 5.4,
5.5である. RE24についてのヒストグラムは図 5.2であるが, ここでは重みベクトルの第一成分 (F1 を
どれほど重要視するかという値)について数えている.重みベクトルは正規化されており, RE24におい
て重みベクトルの要素数は 2つであることから第一成分がわかれば第二成分も自動的に定まるため, 重
みベクトルの第一成分についてヒストグラムを生成すれば十分である.これらの図からわかることとし
て RE24のなかでもすべての領域で満遍なく良い解が見つかっているというわけではなく, 一部の領域
に偏っている.それは, F1>200の領域と 9<F2<30の領域である.この領域外でも従来の疑似最適パレー
ト界を優越している解は存在するが,この二つの領域に比べると少ない. そのためこのアルゴリズムはこ
れらの領域で既存手法よりも力を発揮できることがわかった. また, 図 5.2 からは重みベクトルの第一
成分の値が 0.6を境に数が大きく異なっている.このことからさらに提案手法では 9<F2<30の領域の方
が F1>200の領域よりも従来の疑似最適パレート界を優越している点が多いことがわかる.それは F1 を
重要視する重みが多いことからより F1 の値が小さくなるような点が多いからである. 実際に全体の約
90%が 9<F2<30の領域に存在し, 200<F1 の領域には全体の 8.6%が存在した.
　続いて RE33について,図 5.3が従来の疑似最適パレート界を優越する解を図示したものであるが,こ
れも RE24の際と同様に 独立して行った 20回の結果を合わせたものである.わかりやすくするために
ここでは優越している点が存在しているところに限って図示しているが (0 < F3 < 30の領域をズームし
ている), RE33のパレート界全体で考えるとこれはごく一部である.それは図 2.25を見ると F3 の値が大
きく違うことからわかる.図 5.3からは F2 が最小になる部分に従来の疑似最適パレート界を優越してい
る点が多いことがわかる.また,図 5.4では重みベクトルの第 1成分を横軸に,第 2成分を縦軸にした重
みベクトルについてのヒストグラムである.重みベクトルは正規化されているため第 1成分および第 2
成分が分かれば第 3成分も自動的に決まるが,ここでは分かりやすくするために第 3成分についてのヒ
ストグラムも図 5.5に載せている.重みベクトルのノルムは 1.0であるから図 5.4における右上の部分に
全く要素は存在しない.これらの図から第 3成分は小さい値が多く, 第 1成分および第 2成分は満遍な
く分布していることが分かった.ただし,第 1成分が 0.8を超えるような重みベクトルはほとんど存在し
ないが,第 2成分が 0.8を超えるような重みベクトルは多少存在していることが確認できる.
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関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 3) NSGAII MOEA/D MOEA/D-DRA
F1 8.18×10−5±4.47×10−5 8.72×10−5±2.66×10−5 8.98×10−5±2.09×10−5 3.12×10−5±1.34×10−5 1.42×10−4±1.05×10−4

F2 2.22×10−2±4.51×10−3 2.29×10−2±5.86×10−3 1.52×10−2±8.04×10−3 3.59×10−3±3.05×10−3 7.30×10−3±8.35×10−3

F3 1.02×10−2±6.96×10−4 1.12×10−2±1.05×10−3 9.51×10−3±4.99×10−3 6.92×10−3±8.48×10−4 3.94×10−3±6.27×10−3

F4 1.57×10−2±3.93×10−3 1.75×10−2±3.10×10−3 1.47×10−2±1.44×10−3 4.16×10−3±3.35×10−3 9.59×10−4±3.32×10−4

F5 1.02×10−2±1.34×10−3 1.30×10−2±5.21×10−3 5.39×10−3±3.08×10−3 3.93×10−3±4.73×10−3 3.05×10−3±2.54×10−3

F6 1.55×10−3±4.59×10−3 1.43×10−3±6.03×10−3 1.28×10−3±7.40×10−4 2.76×10−4±9.07×10−5 1.88×10−4±4.34×10−5

F7 1.71×10−2±3.84×10−3 2.27×10−2±7.14×10−3 3.69×10−2±1.29×10−3 1.13×10−2±7.01×10−3 2.17×10−2±8.46×10−3

F8 3.56×10−2±6.00×10−3 3.39×10−2±6.26×10−3 3.63×10−2±1.23×10−2 1.43×10−2±1.04×10−2 2.19×10−2±1.32×10−2

F9 3.73×10−2±2.60×10−3 3.93×10−2±2.86×10−3 4.16×10−2±1.76×10−3 2.96×10−3±1.43×10−3 5.48×10−3±4.65×10−3

表 5.1: LZにおける HVの結果

関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 3) NSGAII MOEA/D MOEA/D-DRA
F1 3.06×10−3±1.60×10−4 3.69×10−3±3.88×10−4 4.24×10−3±4.44×10−4 1.32×10−3±2.66×10−5 1.56×10−3±1.26×10−4

F2 7.60×10−2±1.50×10−2 8.45×10−2±3.54×10−2 1.02×10−1±1.80×10−2 3.84×10−2±1.36×10−2 4.56×10−2±2.49×10−2

F3 4.11×10−2±4.82×10−3 4.75×10−2±7.51×10−3 5.13×10−2±1.27×10−2 2.81×10−2±2.18×10−2 2.07×10−2±1.37×10−2

F4 5.16×10−2±1.56×10−3 5.85×10−2±1.05×10−2 4.93×10−2±5.15×10−3 1.85×10−2±6.74×10−3 7.77×10−3±1.46×10−3

F5 3.74×10−2±5.98×10−3 5.73×10−2±3.05×10−2 3.89×10−2±8.29×10−3 2.22×10−2±6.65×10−3 2.03×10−2±9.37×10−3

F6 6.46×10−2±8.05×10−3 5.81×10−2±7.14×10−3 1.11×10−1±1.54×10−2 4.53×10−2±4.05×10−3 4.48×10−2±3.38×10−3

F7 6.93×10−2±9.07×10−3 8.32×10−2±2.10×10−2 1.50×10−1±7.79×10−2 2.42×10−2±2.22×10−2 4.75×10−2±2.48×10−2

F8 1.79×10−1±2.05×10−2 1.75×10−1±2.60×10−2 1.53×10−1±3.04×10−2 1.75×10−1±3.34×10−2 2.09×10−1±8.11×10−2

F9 7.94×10−2±6.36×10−3 8.33×10−2±9.76×10−3 1.09×10−1±2.88×10−2 4.14×10−3±2.54×10−2 5.15×10−2±3.16×10−2

表 5.2: LZにおける IGDの結果
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関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 3) NSGAII MOEA/D MOEA/D-DRA
RE21 8.79×10−4±1.30×10−4 7.84×10−4±1.18×10−5 2.97×10−3±1.06×10−4 6.03×10−1±1.06×10−2 5.90×10−1±1.04×10−2

RE22 7.89×10−3±1.01×10−3 9.10×10−3±1.84×10−3 4.08×10−3±3.08×10−4 2.74×10−3±8.21×10−5 2.71×10−3±7.43×10−4

RE23 1.86×10−4±2.77×10−5 2.17×10−4±2.90×10−5 2.41×10−4±1.26×10−5 1.98×10−2±2.51×10−4 2.01×10−2±4.38×10−4

RE24 -1.54×10−5±8.54×10−6 -9.67×10−6±7.49×10−6 6.72×10−4±5.34×10−5 5.52×10−3±3.53×10−5 5.50×10−3±3.22×10−5

RE25 1.16×10−9±3.98×10−10 5.53×10−10±1.83×10−10 3.01×10−10±1.05×10−11 5.63×10−1±3.00×10−12 5.63×10−1±7.89×10−12

RE31 3.37×10−5±1.46×10−5 3.82×10−5±2.05×10−5 4.01×10−6±2.61×10−6 2.42×10−4±9.79×10−6 2.43×10−4±9.34×10−6

RE32 3.69×10−5±7.97×10−6 4.89×10−5±1.49×10−5 4.58×10−5±1.05×10−5 3.58×10−2±7.51×10−4 3.54×10−2±6.05×10−4

RE33 -1.04×10−3±4.41×10−5 -9.69×10−4±8.45×10−5 9.53×10−4±6.61×10−4 2.90×10−4±4.14×10−4 6.76×10−5±9.17×10−4

RE34 1.05×10−2±1.30×10−3 1.16×10−2±1.65×10−3 4.21×10−3±5.69×10−4 6.07×10−2±8.39×10−3 6.23×10−2±9.10×10−3

RE35 1.74×10−3±2.26×10−4 2.27×10−3±5.12×10−4 1.42×10−3±4.22×10−4 1.04×10−3±1.70×10−4 1.07×10−3±2.03×10−3

RE36 3.54×10−3±2.20×10−3 3.60×10−3±1.47×10−3 1.08×10−4±7.81×10−5 5.18×10−4±4.20×10−4 3.25×10−4±1.21×10−4

RE37 2.77×10−2±4.68×10−3 2.83×10−2±3.43×10−3 1.08×10−2±1.11×10−3 6.33×10−3±3.96×10−4 6.16×10−3±3.18×10−4

表 5.3: REにおける HVの結果
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図 5.1: RE24において疑似最適パレート界を優越した点
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図 5.2: RE24において疑似最適パレート界を優越した点の重みベクトルを数えたヒストグラム (グラフにしているのは重みベクト
ルの第 1成分のみである.その理由は第 1成分と第 2成分の合計は 1であるから第 1成分が決まれば第 2成分は自動的に定まるか
らである.)
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図 5.3: RE33において疑似最適パレート界を優越した点
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図 5.4: RE33において疑似最適パレート界を優越した点の重みベクトルを数えたヒストグラム (グラフにしているのは重みベクト
ルの第 1成分および第 2成分のみである.その理由は全成分の合計は 1であるから第 1成分と第 2成分が決まれば第 3成分は自動
的に定まるからである.)
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図 5.5: RE33において疑似最適パレート界を優越した点の重みベクトルのうち第 3成分について数えたヒストグラム
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5.3 Surrogate Modelの実験結果
Surrogate Modelについての実験結果は表 5.4, 5.5, 5.8, 5.6, 5.7, 5.9にある.ここでは提案手法の条件

間での結果のみを比較している.その理由は, Surrogate Modelを用いることの効果を比較することが目
標であるからである.また, 実験設定の章でも説明したが, 最適化のアルゴリズム評価では評価関数に解
を通す回数を等しくして比較をする. この実験では主に 50,000 回の評価で最終的な性能としているが,
ここでは一部で 10,000回評価関数に通した際の性能の比較も行っている. LZについて実験を行った結
果は表 5.4, 5.5, 5.6, 5.7で,それぞれ評価回数が 50,000回の HVについて,評価回数が 50,000回の IGD
について,評価回数が 10,000回の HVについて,評価回数が 10,000回の IGDについてである. REにつ
いての実験結果は表 5.8, 5.9であり, REは HVでしか比較を行わないため表 5.8が REの HVを 50,000
回の評価で比較した際の表で表 5.9が REの HVを 10,000回の評価で比較した際の表である. 今までの
表と同じく 50,000回での比較だけでなくて 10,000回での比較も行った理由としては Surrogate Model
を用いることで最終的な成績が良くなることがなくても悪い解の評価をすることが無くなって早い段階
で良いパレート界を発見することができると考えたからである.
　 LZでは評価回数 10,000回の HVおよび IGDにおいて全てで条件 2が条件 1よりも悪くなっている
ことは無かった. F7の IGDでは条件 1のみが太字になっているがこれは条件 3と比較した際に統計的
に有意に良くなっていたのが条件 1であったため条件 1を太字にしているが条件 1と 2の間で有意差
は無かった. LZにおいて条件 1と条件 2の間または条件 3および 4の間では全ての関数で有意差は得
られなかった.
　 REでは 10,000回および 50,000回評価の RE36のみ Surrogate Modelが有る方がそれが無いときに
比べて有意に性能が悪くなっていた. 一方, Surrogate Modelの方が良くなっていたものとしては, RE24
と RE33における条件 3と条件 4の間で条件 4の方が有意によくなっていた.それ以外の関数では条件
1と条件 2の間または条件 3と条件 4の間で有意差は出なかった. REでは Surrogateモデルの有無の差
よりもスケーリング幅についてのパラメータの有無の差の方が性能に効いている. RE25のみパラメー
タを人手で設定するよりも自動でスケーリング幅を設定した方が良い結果となっている.
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関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 2) 提案手法 (条件 3) 提案手法 (条件 4)
F1 8.18×10−5±4.47×10−5 9.52×10−5±7.38×10−5 8.72×10−5±2.66×10−5 9.53×10−5±3.99×10−5

F2 2.22×10−2±4.51×10−3 2.10×10−2±1.39×10−3 2.29×10−2±5.86×10−3 2.28×10−2±4.69×10−3

F3 1.02×10−2±6.96×10−4 1.05×10−2±1.27×10−3 1.12×10−2±1.05×10−3 1.05×10−2±2.53×10−3

F4 1.57×10−2±3.93×10−3 1.66×10−3±3.44×10−3 1.75×10−2±3.10×10−3 1.84×10−2±3.78×10−3

F5 1.02×10−2±1.34×10−3 9.68×10−3±2.28×10−3 1.30×10−2±5.21×10−3 1.12×10−3±2.42×10−3

F6 1.55×10−3±4.59×10−3 1.73×10−3±4.86×10−3 1.43×10−3±6.03×10−3 1.58×10−3±6.48×10−3

F7 1.71×10−2±3.84×10−3 1.73×10−2±6.40×10−3 2.27×10−2±7.14×10−3 2.10×10−2±5.11×10−3

F8 3.56×10−2±6.00×10−3 3.36×10−2±5.73×10−3 3.39×10−2±6.26×10−3 3.21×10−2±5.93×10−3

F9 3.73×10−2±2.60×10−3 3.81×10−2±2.13×10−3 3.93×10−2±2.86×10−3 3.86×10−2±2.38×10−3

表 5.4: LZにおける HVの surrogateモデルありとの比較結果 (評価回数:50000回)

関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 2) 提案手法 (条件 3) 提案手法 (条件 4)
F1 3.06×10−3±1.60×10−4 3.11×10−3±1.58×10−4 3.69×10−3±3.88×10−4 3.67×10−3±53.72×10−4

F2 7.60×10−2±1.50×10−2 7.21×10−2±6.65×10−3 8.45×10−2±3.54×10−2 8.01×10−2±1.69×10−2

F3 4.11×10−2±4.82×10−3 4.17×10−2±6.29×10−2 4.75×10−2±7.51×10−3 4.42×10−2±5.29×10−3

F4 5.16×10−2±1.56×10−3 5.51×10−2±1.19×10−2 5.85×10−2±1.05×10−2 5.53×10−2±1.16×10−3

F5 3.74×10−2±5.98×10−3 3.79×10−2±7.87×10−3 5.73×10−2±3.05×10−2 4.92×10−2±1.91×10−3

F6 6.46×10−2±8.05×10−3 6.71×10−2±1.13×10−2 5.81×10−2±7.14×10−3 6.11×10−2±9.64×10−3

F7 6.93×10−2±9.07×10−3 6.98×10−2±1.73×10−2 8.32×10−2±2.10×10−2 8.16×10−2±1.84×10−2

F8 1.79×10−1±2.05×10−2 1.72×10−1±2.16×10−2 1.75×10−1±2.60×10−2 1.69×10−1±1.60×10−2

F9 7.94×10−2±6.36×10−3 8.09×10−2±7.80×10−3 8.33×10−2±9.76×10−3 8.46×10−2±6.90×10−3

表 5.5: LZにおける IGDの surrogateモデルありとの比較結果 (評価回数:50000回)

関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 2) 提案手法 (条件 3) 提案手法 (条件 4)
F1 1.10×10−2±3.30×10−3 1.28×10−2±4.22×10−3 1.22×10−2±4.86×10−3 1.10×10−2±3.27×10−3

F2 5.79×10−2±1.23×10−2 6.19×10−2±1.18×10−2 8.20×10−2±2.67×10−2 7.63×10−2±1.88×10−3

F3 8.46×10−2±1.98×10−2 7.75×10−2±1.28×10−2 9.84×10−2±1.77×10−2 9.40×10−2±2.51×10−2

F4 8.30×10−2±1.37×10−2 8.90×10−2±1.62×10−3 9.98×10−2±2.35×10−2 1.07×10−1±1.74×10−2

F5 8.30×10−2±2.23×10−2 8.24×10−2±1.53×10−2 9.82×10−2±2.49×10−2 9.60×10−2±2.46×10−2

F6 1.27×10−2±3.65×10−3 1.37×10−2±3.62×10−3 1.18×10−2±2.47×10−3 1.37×10−2±4.90×10−3

F7 7.24×10−2±1.50×10−2 7.24×10−2±1.42×10−2 7.60×10−2±1.09×10−2 7.39×10−2±1.18×10−2

F8 7.86×10−2±1.39×10−2 7.67×10−2±1.07×10−3 7.61×10−2±1.31×10−2 7.63×10−2±1.33×10−3

F9 1.35×10−1±1.68×10−2 1.26×10−1±1.79×10−2 1.49×10−1±2.93×10−2 1.62×10−1±3.12×10−2

表 5.6: LZにおける HVの Surrogateモデルありとの比較結果 (評価回数:10000回)
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関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 2) 提案手法 (条件 3) 提案手法 (条件 4)
F1 4.32×10−2±1.44×10−2 4.87×10−2±2.14×10−2 4.21×10−2±1.67×10−2 3.67×10−2±9.48×10−3

F2 3.67×10−1±9.35×10−2 3.64×10−1±7.08×10−2 5.34×10−1±1.73×10−1 5.50×10−1±9.76×10−2

F3 5.98×10−1±2.09×10−1 5.69×10−1±1.60×10−1 6.69×10−1±1.43×10−1 7.19×10−1±1.99×10−1

F4 4.33×10−1±1.01×10−1 5.15×10−2±1.03×10−2 6.90×10−1±2.53×10−1 7.24×10−1±2.05×10−1

F5 6.02×10−1±1.34×10−1 5.92×10−2±1.45×10−2 7.72×10−1±2.48×10−1 7.72×10−1±2.14×10−1

F6 1.87×10−1±2.50×10−2 1.88×10−1±2.82×10−2 1.78×10−1±1.75×10−2 1.87×10−1±1.93×10−2

F7 4.23×10−1±7.02×10−1 4.44×10−1±7.58×10−2 4.98×10−1±8.54×10−2 4.77×10−1±7.24×10−2

F8 5.44×10−1±8.11×10−2 5.81×10−1±6.22×10−2 5.12×10−1±6.76×10−2 5.61×10−1±9.01×10−2

F9 8.15×10−1±1.30×10−1 7.47×10−1±1.82×10−1 1.00±2.05×10−1 9.84×10−1±1.90×10−1

表 5.7: LZにおける IGDの surrogateモデルありとの比較結果 (評価回数:10000回)

関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 2) 提案手法 (条件 3) 提案手法 (条件 4)
RE21 8.79×10−4±1.30×10−4 8.79×10−4±1.32×10−4 7.84×10−4±1.18×10−5 8.45×10−4±1.58×10−4

RE22 7.89×10−3±1.01×10−3 8.52×10−3±1.55×10−3 9.10×10−3±1.84×10−3 8.82×10−3±1.37×10−3

RE23 1.86×10−4±2.77×10−5 1.93×10−4±2.98×10−5 2.17×10−4±2.90×10−5 2.60×10−4±1.50×10−4

RE24 -1.54×10−5±8.54×10−6 -1.58×10−5±8.05×10−6 -9.67×10−6±7.49×10−6 -1.61×10−5±6.98×10−5

RE25 1.16×10−9±3.98×10−10 1.03×10−9±2.43×10−10 5.53×10−10±1.83×10−10 6.79×10−10±3.39×10−10

RE31 3.37×10−5±1.46×10−5 3.25×10−5±1.39×10−5 3.82×10−5±2.05×10−5 4.83×10−5±1.83×10−5

RE32 3.69×10−5±7.97×10−6 3.01×10−5±6.87×10−6 4.89×10−5±1.49×10−5 6.43×10−5±2.49×10−5

RE33 -1.04×10−3±4.41×10−5 -1.06×10−3±4.64×10−5 -9.69×10−4±8.45×10−5 -1.06×10−3±8.25×10−5

RE34 1.05×10−2±1.30×10−3 1.17×10−2±2.05×10−3 1.16×10−2±1.65×10−3 1.06×10−2±1.37×10−3

RE35 1.74×10−3±2.26×10−4 1.78×10−3±2.47×10−4 2.27×10−3±5.12×10−4 2.33×10−3±9.13×10−4

RE36 3.54×10−3±2.20×10−3 7.03×10−3±4.26×10−3 3.60×10−3±1.47×10−3 6.14×10−3±3.73×10−3

RE37 2.77×10−2±4.68×10−3 2.87×10−2±4.31×10−3 2.83×10−2±3.43×10−3 2.83×10−2±3.35×10−3

表 5.8: REにおける HVの surrogateモデルありとの比較結果 (評価回数:50000回)
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関数 提案手法 (条件 1) 提案手法 (条件 2) 提案手法 (条件 3) 提案手法 (条件 4)
RE21 4.38×10−2±7.41×10−3 3.96×10−2±5.59×10−3 4.32×10−2±7.83×10−3 4.15×10−2±5.35×10−3

RE22 3.77×10−2±4.80×10−3 3.76×10−2±5.07×10−3 3.88×10−2±4.10×10−3 3.72×10−4±3.71×10−3

RE23 6.54×10−2±3.42×10−2 6.28×10−2±3.72×10−2 5.85×10−2±3.80×10−2 5.08×10−2±2.67×10−2

RE24 2.35×10−3±4.14×10−4 2.29×10−3±3.53×10−4 2.99×10−3±9.69×10−4 2.87×10−3±6.81×10−4

RE25 6.84×10−2±3.39×10−2 6.41×10−2±2.73×10−2 8.20×10−2±4.93×10−2 8.50×10−2±4.09×10−2

RE31 3.94×10−3±2.34×10−3 3.71×10−3±2.50×10−3 8.61×10−3±5.42×10−3 7.81×10−3±6.62×10−3

RE32 1.64×10−3±3.25×10−4 1.45×10−3±5.12×10−4 9.05×10−3±6.58×10−3 9.82×10−3±6.21×10−3

RE33 4.15×10−3±1.63×10−3 5.42×10−3±9.13×10−4 5.10×10−3±1.54×10−3 6.25×10−3±2.56×10−3

RE34 1.99×10−1±2.11×10−2 2.01×10−1±3.35×10−2 2.09×10−1±2.10×10−2 2.04×10−1±2.29×10−2

RE35 3.41×10−2±7.79×10−3 3.92×10−2±7.62×10−3 3.82×10−2±5.66×10−3 3.79×10−2±6.53×10−3

RE36 1.66×10−1±3.44×10−2 2.28×10−1±5.79×10−2 1.77×10−1±3.32×10−2 1.83×10−1±4.22×10−2

RE37 1.31×10−1±1.69×10−2 1.33×10−1±1.58×10−2 1.35×10−1±1.84×10−2 1.32×10−1±2.15×10−2

表 5.9: REにおける HVの surrogateモデルありとの比較結果 (評価回数:10000回)
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第 6章

考察

6.1 既存手法と比較した実験結果に関する考察
LZにおいて提案手法と既存手法を比較した結果,すべての関数で既存手法が提案手法に比べて統計的

に有意に性能が良かった. 特にすべての問題でMOEA/DまたはMOEA/D-DRAが既存手法に勝ってい
た. 一方, REではMOEA/DまたはMOEA/D-DRAが NSGAIIに比べて力を発揮できなかった問題で提
案手法が良い結果を出していた.それは, RE21, RE23, RE24, RE25, RE32である. MOEA/Dには, 最適
化したい問題が複雑なパレート界を持つ場合重みベクトルが割り当てられない方向には最適化ができず
パレート界が広がらないという大きな問題点が存在する [38]. また, 親個体は近傍から選択するため局
所解に陥るとそこから抜け出すことが難しいという問題点も存在する [38]. REは実問題を基にして作
られたベンチマーク問題であるから設計変数空間においても目的関数空間においてもパレート界は複雑
な形をしていると考えられる. MOEA/Dと提案手法で同じ数の重みベクトルを使っているため,ある方
向に重みベクトルが割り当てられないということが発生した場合には提案手法でも二つのMOEA/Dの
手法でも性能が悪くなるはずである.そのため,ここで両者の性能を分けているものは局所解へ陥ってし
まい最適化がそれ以上進まなくなってしまうことであると考えられる. MOEA/Dでは親個体を近傍から
の選択するため多くの解が局所解へと陥ってしまうとそこから抜け出すことは難しい. それは同じよう
な解からは同じような解しか生まれないからである. 一方,提案手法では back-drivingによって極値の方
向に一気に更新するため局所解に陥ってしまってもそこから抜け出すことができると考えられる. その
様子は RE25を最適化した結果を見るとよくわかる. MOEA/D系の既存手法は RE25ではどちらも局所
解に陥ってしまった. 図 6.1はその様子を図示したものになっているが,オレンジ色の最適化した解は一
部に留まってしまい, F1 が小さくなるところには全く解が到達していない. 図 6.2では提案手法を用い
て RE25の最適化を行った際の最終的な出力結果であるが局所解に陥らずに F1 が小さくなる点まで到
達できていることがわかる.図 6.1のようになってしまうと近傍の解がとても近い部分にしか存在しな
いためそこからさらに F1 を小さくするような解は生まれにくい.そのため局所解からの脱却は難しくな
る.一方, 提案手法ではそもそも局所解に陥ることがなく最適化ができている.これは解の生成方法の違
いからくるものであると考えられ, back-drivingでは理想点に近づくように解を時には大きく変更するこ
とがあるため局所解に陥ることがなく最適化ができていると考えられる.同じような現象は RE21, RE23
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でも見られた.
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図 6.1: MOEA/D-DRAを用いた RE25の最適化においての局所解に陥ってしまった様子
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図 6.2: 提案手法を用いた RE25の最適化においての局所解に陥らずに最適化ができた様子
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　 RE24では図 5.2からもわかる通り従来の疑似最適パレート界を優越する解のうち F1 を重要視す
る重みベクトルを持つ解が多かった. これは, RE24において F1 がとても単純な関数であるためニュー
ラルネットワークでの学習がしやすく F1 の最適化が促進されたためであると考えられる. RE24におけ
る F1 は式 (6.1)にある式で計算されるが,学習点が足りないニューラルネットワークにおいても十分学
習が可能なものである.

𝐹1 = 𝑥1 + 120 × 𝑥2 (6.1)

そこで, back-drivingによる解の生成が他の関数よりも高い性能を出すことができるようになったと考え
られる.また, 従来の疑似最適パレート界を優越する解は (F1,F2)=(60,9)辺りに集中していたが, ここは
RE24の疑似最適パレート界において曲線と直線の境目になっている. MOEA/Dなどの従来手法は人手
で作成されたベンチマーク問題において性能が評価されることが多いため, LZのようにきれいな形をし
たパレート界を扱うことはとても得意である. しかし今回の曲線と直線の境目のような部分を最適化す
ることは直線部分や曲線部分を最適化するときほど高い精度でできなかったと考えられ, 提案手法では
既存手法では上手く最適化できなかった境目も最適化できたためこの部分に解が集中したと考えられる.
既存手法に比べて提案手法がそのようなパレート界を上手く扱うことができた理由に, 提案手法では次
世代の解を生み出すために目的関数空間上の情報を考慮しないためということが考えられる. NSGAII
やMOEA/Dでは混雑度ソートや目的関数空間上における近傍からの選択ということで次世代の親を選
択し交叉を行っていたが, 提案手法では back-drivingによる解の改良が次世代の解を生み出す操作の主
となっているため,設計変数空間上での情報のみを扱うことで解を生み出している. それによって既存手
法では最適化が進まなかった部分で提案手法では最適化ができたと考えられる.
　 RE33において従来の疑似最適パレート界を優越した解に割り当てられていた重みベクトルを見てみ
ると,図 5.5からは F3 を重要視する重みベクトルの数がとても少なく, 0.0から 0.1の間の値を持つ重み
ベクトルが最も多いことが分かった. RE33のパレート界全体と比較すると優越している解が分布して
いる領域は,図 5.3を見ると F3 の値がとても小さい領域になっているため,重みベクトルのうち F3 を重
要視するものが少ないのは整合性が取れないように思われる. しかし,提案手法によって最適化されたパ
レート界を見てみると, F3 が大きい領域には広がっておらずほとんどが F3 の値が小さい領域に分布し
ていた. そのため F3 を小さくすることよりも他の目的関数値を小さくする方が効果的であったためこの
ような重みベクトルの分布になったと考えられる. さらに図 5.4からは F2 を重要視する重みベクトルが
多いことがわかる. 優越している解が従来のパレート界をどの関数で最もよく上回っていたかというこ
とを調べたところ, 新たに見つかった優越している解と従来の疑似最適パレート界で優越されている解
の差の平均値は F1 から順番に 8.42×10−3, 6.92×10−1, 8.37×10−2 となっていて, F2 を最も改良している
ことがわかった. そのため,重みベクトルの分布と良く改良された目的関数の間で整合性が取れているこ
とがわかる.

6.2 Surrogate Modelについての考察
5.3 節でも述べているが LZ において条件 1 と条件 2 の間または条件 3 と条件 4 の間で有意差が出

ているのは,評価回数が 10,000回の F3, F4と評価回数が 50,000回の F4で条件 2が条件 1を有意に上
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回っているのみ, でその他の有意差は条件 1 と条件 3 のようにパラメータの有無による有意差になっ
ていた. 多くの関数で Surrogate Model の有無による有意差が出なかった理由としてはニューラルネッ
トワークの学習が不十分であることが挙げられる.提案手法ではニューラルネットワークを用いて解を
ニューラルネットワーク上の極値の方向に更新すれば良いので詳細なランドスケープの学習は必ずしも
必要が無い.一方,ニューラルネットワークを Surrogate Modelとして用いる場合にはここではルーレッ
ト選択を用いているため多少の誤差は問題ないとはいえ,突然変異した解の優劣を付ける必要がある.突
然変異は一つの設計変数のみで起こるように期待されて突然変異率を設定しているため, 設計変数が多
数ある問題において突然変異によって一気に非常に悪い方向に進むということは期待されにくい. そこ
で解の優劣をうまく付けることができずにルーレット選択によって結局ランダムに突然変異された解を
選択することと同じ状況に陥ってしまい Surrogate Modelによる解の選択はうまくいかなかったと考え
られる.
　 REにおいて Surrogate Modelを用いることで性能が上がったのは RE24および RE33における条件
3 と条件 4 間であり, Surrogate Model を用いると性能が下がってしまう結果が RE36 に見られた. こ
れはニューラルネットワークによる解の評価値の推定により評価値の悪い解が選択されやすくなって
しまっているということである. そこで RE36において Surrogate Modelの有無でパレート界の状態を
比較した図が図 6.3 である. この図は 3 次元の図になっているため少々見辛いが F2 の値が Surrogate
Model有りの方が悪くなっている様子が確認できる. RE36における F2 はすべての設計変数の最大値と
なっている. このように設計変数の最大値を目的関数とする問題は他には存在せずその他の関数では設
計変数同士の多項式である. そこでニューラルネットワークでは少ない学習点からはMax関数を上手く
学習することができず,設計変数の値が大きくても他の F1 または F3 が小さくなるようなものが選択さ
れやすくなるように学習されてしまい, Surrogate Modelを用いた方が悪くなるような結果となったと考
えられる.
　 RE24 において Surrogate Model を用いることで性能が上がった理由は, RE24 において他の関数に
比べて提案手法の性能が上がった理由と同じく RE24 の F1 が単純な関数であるため学習点が少ない
ニューラルネットワークでも十分に学習可能であることが挙げられる.これによって少なくとも F1 にお
いて悪くなってしまう解を排除することに成功し,条件 3に比べて条件 4の性能が良かったと考えられ
る.条件 1と条件 2の間では有意差が出なかったことに対して条件 3と条件 4の間では有意差が出た理
由としては, パラメータレスにすることでパレート界を広げることに時間がかかってしまうことに対し
て F1 の特徴を掴んだ Surrogate Modelの利用により適合度が低い解を評価する回数が減りパレート界
の広がりが促進されたことが考えられる.
　最後にスケーリング幅を決定するパラメータについて考察する.スケーリング幅に関するパラメータ
を予め決める場合, back-drivingによる解の改良に用いる参照点も予め決まるため,スケーリング幅を人
手で設定する場合には最初から理想点がわかった状態での最適化となる. 一方, スケーリング幅を自動
で調整する場合には参照点も世代を経るにつれて更新されていくので前情報なしの最適化となる. 特に
REでは目的関数の値が軸ごとに大きく異なるため予め情報がある最適化と無い最適化では難易度が変
わると考えられる. これが多くの関数においてスケーリング幅の自動調整する方 (条件 3と条件 4)が予
め与える方 (条件 1と条件 2)に比べて有意に性能が悪くなってしまっていた理由である.ただ　,予めパ
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ラメータとして与えるスケーリング幅は何度かアルゴリズムを動かしてパレート界を見ながら調整する
必要があるため適切なパラメータを設定するまでに時間がかかる. RE25では条件 3および 4が条件 1
および 2に比較して有意に性能が良くなっていたが,これはパラメータを適切に設定できなかった結果,
自動調整した方が良いスケーリング幅になったためと考えられる.また, LZにおいて評価回数 10,000回
では参照点がまだ定まっていないため最適化が充分に進んでおらず条件 3および 4での結果が条件 1お
よび 2の結果よりも悪くなる関数がいくつか見られた. スケーリング幅の自動調整の問題点として特に
探索初期ではスケーリング幅が世代ごとに大きく変わるため, 前世代で学習したニューラルネットワー
クの重みが意味を為さなくなってしまう恐れがある.なぜなら,スケーリング幅が異なると実際の目的関
数値は変わらなくてもニューラルネットワークの出力に対する正解データの値が変わってしまうからで
ある.ただ, 探索初期では探索領域も世代ごとに大きく異なる可能性もあると考えられるため, スケーリ
ング幅の問題を抜きにしても毎世代ニューラルネットワークの重みが初期化されているためスケーリン
グ幅の変更により前世代のニューラルネットワークの重みが使用できなくなってしまうことはさほど問
題にはならない.
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図 6.3: RE36において Surrogate Modelの有無でパレート界を比較した結果
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第 7章

結論

7.1 まとめ
本研究ではニューラルネットワークを用いて設計変数から目的関数値へと至るランドスケープを学習

しながら単目的最適化問題を最適化する手法を多目的最適化問題に応用して多目的の問題を最適化する
手法を提案した. 解の改良はニューラルネットワークの重みを固定して入力を変化させることで最適化
を行う back-drivingという手法を多目的最適化へと応用した.結果として, LZでは NSGAII, MOEA/D,
MOEA/D-DRAと比較して良くなっているような問題は無かったが,実問題をベンチマーク関数に落と
し込んだ REではいくつかの問題で他手法を統計的に有意に上回る結果が得られた.特に RE24と RE33
では今まで報告されているパレート界よりも高い HVを持つパレート界を発見することができていた.
ただ,既存手法に比べて性能が悪くなっていたとはいえ HVの支配率は高い値を示していたため,全く最
適化ができていなかった訳ではない.また, REの一部の問題では既存手法が局所解に陥ってしまったり
一部のパレート界を充分に最適化できなかった様子が見られたが, 提案手法ではそのような問題につい
ても局所解に陥ることが無く探索を進めることができていた.このように,実問題を基にして作成された
ベンチマーク問題で既存手法よりも良い成績を出すことができたため, 本論文の提案手法は人手で作成
されたベンチマーク問題に留まらず実問題でも高い性能を発揮できることが期待される.
　同時にニューラルネットワークを Surrogate Modelとして用いて最適化を行った場合と用いなかった
場合で有意差が得られるような結果はほとんど無かった.これは,提案手法においてランドスケープを正
確に学習するためにはニューラルネットワークにおける学習点が少ないためであると考えられた.また,
本論文では提案手法においてパラメータを削減する手法も提案していた. この手法でも十分に最適化は
進んでいたと言え, 一部でパラメータ設定が適切に行えていなかったと思われる問題ではパラメータレ
スの手法の方が勝っていた.

7.2 今後の展望
今後の課題としては, モデル化しながら最適化をするメリットとして別の問題を最適化した際の知識

を他の問題に適用することでより素早い探索を可能にするということが考えられる.学習されたニュー
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ラルネットワークには最適化した問題の知識が溜まっているためその知識を他の問題へと転用するこ
とが可能であると考えられる.ここで言う似たような問題とはドメインは同じであるが設計変数の数が
増えるような問題や目的関数が増えるような問題を指している.ニューラルネットワークを用いる利点
として設計変数や目的関数が増減しても転移学習が容易に行えることが挙げられる. 今回の論文ではこ
のようなニューラルネットワークの利点を充分に活かすことができなかったため, 今後の課題としては
ニューラルネットワークへと蓄積された知識の転用ということが考えられる.
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