
博士論文

第二種超伝導体の孤立量子渦の
フラックスフローの理論

須貝　駿貴



i

目次

第 1章 緒論 1

1.1 渦糸状態の物理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 第 I種超伝導体と第 II種超伝導体 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.2 磁束フロー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.3 磁束に働く力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 現状の整理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 本論文の目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

第 2章 背景 15

2.1 虚部を含んだ TDGL方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.1 Solvability Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.2 座標系とコア内の電磁場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.3 Solvability Conditionの評価 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2 磁束フロー駆動力の起源 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 運動量密度の局所的なつりあい方程式 . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.2 局所的な力のつり合いの方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.2.3 力のつり合い方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 本章のまとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

第 3章 TDGL方程式の解析的計算 31

3.1 境界値問題としての TDGL方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1.1 対象とする方程式系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1.2 部分波展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.3 スカラーポテンシャルの導出：式 (3.15)の解 . . . . . . . . . . . 35

3.1.4 TDGL方程式 (3.16)の解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.5 非斉次方程式 L1x1,− = g の解を持つ条件 . . . . . . . . . . . . 40

3.2 数値的計算のための手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2.1 GL方程式の級数解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2.2 斉次方程式 Lmxmσ = 0を解くための手法 . . . . . . . . . . . . 44



ii 目次

3.2.3 Lmxmσ = 0の解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.4 m ̸= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2.5 m = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2.6 非斉次方程式の特解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2.7 非斉次項の展開係数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2.8 非斉次方程式の特解；再考 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

第 4章 TDGLによる数値計算 55

4.1 量子渦の形状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1.1 平衡状態の物理量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1.2 秩序変数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.1.3 磁場、電流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.1.4 バックフローのパラメータ依存性 . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.2 量子渦の駆動力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.2.1 運動量保存則と駆動力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.2.2 駆動力の成分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.3 駆動力の絶対値 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.2.4 局所的な力の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.2.5 エネルギー保存則と散逸関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

第 5章 議論 93

5.1 輸送電流下でピン留めされている孤立量子渦にかかる力 . . . . . . . . . 93

5.2 実験による検証法の提案 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.3 一般化された TDGL方程式への拡張 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

第 6章 結論 97

付録 A 局所的な力のつり合いの導出 99

付録 B 単位系の変換 101

B.1 Kato-Chungの単位系から Dorseyの単位系へ . . . . . . . . . . . . . . 101

B.2 Kato-Chungの単位系から Hu-Thompsonの単位系へ . . . . . . . . . . 102

参考文献 105



1

第 1章

緒論

この章では超伝導量子渦の物理について、概説したのち、本研究の目的について述

べる。

1.1 渦糸状態の物理

1911 年に Kamerlingh Onnes によって発見された超伝導は、 最初に見つかった電気

抵抗がゼロになるという特徴的な現象の他にも、 完全反磁性や、磁束が量子化されるな

ど、常伝導状態では存在しない様々な現象が発現し盛んに研究されてきた。本研究では

超伝導状態に量子化磁束が侵入した状態である渦糸状態と、渦糸状態に電流を印加した

フラックスフロー状態を対象とする。

最近候補物質の探索が進められているトポロジカル超伝導体では [1]、量子コンピュー

タの基礎と考えられている Majorana 準粒子がその量子渦に存在することや [2]、2018

年に見つかったひねりを加えた 2重層グラフェン [3]ではその 2次元性から Kosterlitz-

Thouless転移が重要な役割を果たすなど、超伝導体中の量子渦の物理は最近の新奇な超

伝導研究とも結びつく話題である。

1.1.1 第 I種超伝導体と第 II種超伝導体

本論文の対象となる渦糸状態の理解のため、まず、超伝導体の二種の分類について述べ

る [4, 5]。

第 I種超伝導体と呼ばれるものは臨界磁場Hc に達すると超伝導状態が壊れて常伝導状

態になるという性質をもつ (図 1.2a)。第 I種超伝導体の多くは Hg、Sn、Alなどの単体

金属である。

これに対して、多くの合金や化合物超伝導体は第 II種超伝導体と呼ばれ、下部臨界磁

場 Hc1 と上部臨界磁場 Hc2 という 2つの臨界磁場で特徴づけられる。磁場が Hc1 以下

のときは Meissner 状態であるが、Hc1 を超えると超伝導状態を保ったまま磁場が試料

内部に侵入する。最終的に超伝導状態が壊れて常伝導に転移するのが Hc2 である。Hc1
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と Hc2 の間の磁場領域は渦糸状態と呼ばれる状態を形成する。(図 1.2b)渦糸状態の超伝

導体では、量子化された磁束 (量子渦糸)が試料を貫いている。この磁束量子の大きさは

ϕ0 ≡ h/2e = 2.07 × 10−15Wb である。ここで h は Planck 定数、e は電子のもつ電気

量である。渦糸の中心 (渦芯)は部分的に超伝導が壊れた状態になっており、その周りを

超伝導電流が循環している。渦芯の半径はコヒーレンス長と呼ばれる長さの程度である。

コヒーレンス長は物質によって様々な長さだが、典型的な第 1 種超伝導体では 300 nm

程度 [4, 5]、第 2種超伝導体、中でも銅酸化物系の高温超伝導体では 1 ～ 3 nm程度 [6]

である。

図 1.1: 単一の渦糸状態の模式図。秩序変数の振幅が 0になっている点で磁場が局所的に

侵入している。秩序変数はコヒーレンス長 ξ 程度で回復し、磁場は磁場侵入長 λ程度で

減衰していく。

(a) 第 I種超伝導体の H-T 相図 (b) 第 II種超伝導体の H-T 相図

図 1.2: 超伝導体の分類

高温超伝導体の磁場温度相図

超伝導体の磁場-温度相図については、1980年代の高温超伝導体発見 [7–10]以降、さ

らに理解が進み、高温超伝導体の特徴を反映した磁場-温度相図が得られている [4,6]。図
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1.3 に示すように、上部臨界磁場 Hc2 は相転移線ではなく、クロスオーバー曲線になっ

ている。高温超伝導体では平均場で期待される Hc2 線より高い温度から秩序変数の振幅

が徐々に発達し、抵抗減少が始まる。さらに温度が下がると、磁束が切れ目のない 1本

の線としての様態を示すが、まだ動的にうねるなどしており、磁束液体としての性質を

持つ。この段階では秩序変数の位相が時間的、空間的にゆらいでおり、相転移は生じて

いない。図中に示した磁束格子融解曲線相転移であり、これは 1次の相転移である。そ

の理由は秩序変数の振幅が有限になってから磁束格子が形成されるからである。ただし、

格子が出現しても、ピン留め力が発達しなければ、抵抗はゼロにならない。

磁場強度がある程度以上になると、層をよぎっての量子化磁束の対応関係が消失し、各

層ごとに独立した挙動を示し、磁束パンケーキとよばれる構造になると考えられるよう

になった。ここで見られる境界線は次元交差線や、2D-3Dクロスオーバーラインとよば

れ、温度依存性がほとんどない。

図 1.3: 高温超伝導体の模式的な磁場-温度 (H-T )相図。c軸方向に異方性の強い (2次元

性の強い) 系、具体的には Bi2Sr2CaCuO8 を念頭に置いている。文献 [6] の図 5.1 を参

考にした。

表面エネルギーによる超伝導体の分類

ある超伝導体が第 I種であるか第 II種であるかは、表面エネルギーの正負によって決

まる [11, 12]。表面エネルギーは、磁束を排斥するときの正のエネルギーと、常伝導状態

から超伝導状態に凝縮する際の負のエネルギーの兼ね合いで決まる。

ここで、超伝導体へ磁場が染み出す長さである磁場侵入長 λを考えることにする。超

伝導体は磁場を排斥する性質をもち、超伝導体表面から内部に向かって磁場が指数的に

減衰する。その減衰の長さを磁場侵入長と呼び、London方程式から導出できる [13]。そ

の典型的な長さは 100 nm 程度である [4, 5]。

超伝導と常伝導の境界を考えたとき、磁場侵入長 λがコヒーレンス長 ξ より小さいな

らば、超伝導内部には磁場がほとんど侵入せず、超伝導の秩序変数が小さい領域が長いた

め、磁場を排斥するエネルギーが凝縮エネルギーに比べて優位になり、表面エネルギーは
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正となる。一方、λが ξ より長い場合には、磁場を排斥するエネルギーに比べ、凝縮エネ

ルギーの方が優位になり、表面エネルギーは負となる。表面エネルギーは超伝導内部に磁

束が侵入するときのエネルギーと考えられるので、前者が第 I種、後者が第 II種である。

(a) Sが第 I種超伝導体の場合 (b) Sが第 II種超伝導体の場合

図 1.4: 常伝導-超伝導界面における秩序変数の変化と磁場の侵入。

この表面エネルギーの議論は Ginzburg-Landau理論によって定量的になされたため、

λと ξ の比 κ = λ/ξ は Ginzburg-Landau (GL)パラメータと呼ばれている。κ = 1/
√
2

を境に表面エネルギーの正負が分かれ、κ < 1/
√
2が第 I種超伝導、κ > 1/

√
2が第 II種

超伝導である。

渦糸状態の実験的観測

第 II種超伝導体に対して渦糸が格子を組むことを Abrikosovが GL方程式による解析

で予測した [14]。これは実験的にも確かめられた。(図 1.5)

渦糸を観測する方法・プローブとしては Bitter法 [15]、走査型トンネル顕微鏡（Scan-

ning Tunneling Microscope ＝ STM）[16]、Lorentz 顕微鏡 [17]、磁気光学イメージ

ング法 (Magneto-Optical Imaging) [18]、SQUID 顕微鏡 (Superconducting QUantum

Interference Device Microscope) [19]などがある。

Bitter法は、もっとも古くから行われている手法である。渦糸状態の超伝導体表面付

近の空間には渦糸格子を反映した局所磁場分布が形成される。そこに強磁性微粒子をふ

りかけると、局所磁場が強い渦糸中心部付近に選択的に付着する。それを取り出して走

査電子顕微鏡 (SEM)などで観察する。Bitter法では動的な情報を得ることはできず、空

間分解能は微粒子のサイズと局所磁場分布のコントラストできまる。

走査型トンネル顕微鏡 (STM)では、局所電子状態、すなわち、超伝導のギャップスペ

クトルの局所測定を行う。つまり、超伝導ギャップの空間変化を観察する。この手法で

は渦糸のコア部分における準粒子スペクトルを高い空間分解能で測定できる。

Lorentz顕微鏡は透過型電子顕微鏡 (TEM)において意図的に焦点をぼかして撮像する

手法で、磁性体の磁区構造の観察などに用いられてきた。これは試料中の格子欠陥など

ミクロ構造と渦糸のピン留めとの関係を調べる強力な手段となり、また、大きな特徴とし
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て、渦糸の運動を実時間で観察できるという点が挙げられる。

磁気光学イメージング法は強磁性体薄膜のファラデー回転を利用して局所磁場分布を

視覚化する方法である。渦糸 1本ずつを観察するほどの分解能はないが、局所磁束密度

分布を実時間で観察する方法として利用される。

SQUID 顕微鏡は、磁束計である SQUID（Superconducting QUantum Interference

Device）の空間分解能を高め, 磁場の空間変化を測定する顕微鏡である。SQUIDは超伝

導リングを貫く磁束を Josephson効果を用いて観測するプローブのことである。ここ数

年で磁場分解能、空間分解能が向上しただけでなく [19, 20]、時間分解能も向上し渦糸の

高速ダイナミクスの観測が報告されている [21]。

(a) Bitter法 [15] (b) STM [16] (c) Lorentz顕微鏡 [17]

図 1.5: 実験で観測された渦糸格子

1.1.2 磁束フロー

渦糸の運動は渦糸の働く様々な力の釣り合いによって決まる。なかでも重要なのはピ

ン留めと磁束フローである。

渦芯は部分的に超伝導が壊れた状態であるが、格子の欠陥などのせいですでに局所的

に超伝導が壊れている場所に渦芯を置く配置は、そうでない場所に置く配置よりもエネ

ルギー的に得である。すると、その空間的に不均一な部分に渦が留まることになる。こ

れがピン留め (pinning)である。また、そのピン留めする力のことをピン留め力と呼ぶ。

一方で、ピン留めが無いか十分に弱い状況を考える。このとき、超伝導体に輸送電流を

流すと、磁束フロー (flux flow)と呼ばれる現象が生じる [22,23]。このとき、超伝導体内

部に電場が発生し、有限の抵抗が生じる。この現象の重要性は輸送係数が物質のバルクの

性質によって決定されることにある。磁束フロー抵抗を測定した実験が図 1.6である。

Bardeen-Stephenは、渦糸の構造を、半径が ξ 程度の円柱の渦芯領域は完全な常伝導

状態、その外側は完全な超伝導状態、と簡単にモデル化し、ローレンツ力と摩擦力のつり

合いの式から磁束フロー抵抗を計算した [25]。結果として、

ρf
ρn

=
H

Hc2
(1.1)
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図 1.6: Kim et al.による NbTaに対する磁束フロー抵抗の測定 [24]。 ρf , ρn はそれぞれ

磁束フロー抵抗率、常伝導状態での抵抗率である。また、t = T/Tc である。点線は t = 0

のときに期待される ρf/ρn の振る舞いである。

を導いた。このモデルは Kimらによる実験の H → 0や、あるいは実験値を絶対零度へ

外挿した場合を説明した。

一方で Schmidはこの実験を Time-dependent Ginzburg Landau(TDGL)方程式を用

いた解析で説明した [26]。Schmidの理論は t ≈ 1という TDGL方程式の適用条件のも

とで、Hc2 付近、すなわち、常伝導状態になる直前の抵抗率の比 R = ρf/ρn の、磁場

H に対する傾き dR/dH を計算し、その結果は定量的にも一致した。その後 Gork’ov-

Eliashberg によって、TDGL 方程式は磁性不純物を多く含むギャップレス超伝導体

でのみ成立することが示された。Gork’ov-Eliashberg, Gor’kov-Kopnin, Caroli-Maki,

Larkin-Ovchinnikov らによって TDGL 方程式、Usadel 方程式、準古典グリーン関数

の運動方程式を用いてフラックスフロー伝導度が Hc1 近傍または Hc2 近傍で計算され

た [27–30]。より適用範囲の広い TDGL方程式もWatts-Tobin-Krähenbühl-Kramerに

よって導出された。[31]

Hall 伝導度の微視的な計算に課題が残っているものの、グリーン関数の運動方程式ま

たは TDGL方程式を用いたフロー状態の量子渦のフロー伝導度を線形応答の範囲内で求

めるアルゴリズムは Gor’kov-Kopnin, Larkin-Ovchinnikov によって 70年代にはすでに

確立している。本研究の目的とも関連するのでここで概略だけ紹介する。

フロー伝導度を求める手順は

1. グリーン関数、秩序変数、電磁場などのフロー状態の物理量O1(r, t),O2(r, t), · · ·
を、量子渦の速度 v, 平衡状態 O(0)

i (r) の解とそれからの変形の効果 O(1)
i (r) =

O(v)を用いて

Oi(r, t) = O(0)
i (r − vt) +O(1)

i (r)

と表し、
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2. O(1)(r) = (O(1)
1 (r),O(1)

2 (r), · · · )t に対する線形非同次方程式

L[O(1)
1 ](r) = g(r) (1.2)

導く。ここで Lは線形演算子、非同次項 g(r)は v ·∇O(0)
i (r, t)の線形結合を成

分とするベクトルである。上記の線形非同次方程式は与えられた境界条件の下で

解が存在するためには非同次項と境界条件の間にある関係式、すなわち解の存在

条件が成立しなくてはならない。境界条件のうち、量子渦から離れた領域での境

界条件は、輸送電流 jtr を含み、非同次項は量子渦の速度 v を含むため、解の存在

条件か jtr と v の線形関係式が得られる。

3. 量子渦が有限密度存在する定常状態では超伝導体内部での磁場の平均値B と電場

の平均値 E の間に
E = B × v

が成り立つことが示されているので、これと jtr と v の線形関係式から、jtr と E

の線形関係式が導かれる。

ここで重要な点は、フロー伝導度を導くのに、線形非同次方程式 (1.2)そのものを解く必

要がないという点である。Oi(r)として、TDGL方程式であれば、秩序変数とベクトル

ポテンシャルと、スカラーポテンシャルだけで済むが、グリーン関数の方程式の場合には

Wigner表示でのグリーン関数 G(r, t;k, ω)がこれに加わり、相対運動量や相対周波数 ω

の分だけ線形問題におけるベクトルの次元が増える。この点において (1.2)の解の存在条

件から伝導度を導く計算法は優れている。

1.1.3 磁束に働く力

ピン留め状態に働く力

磁束に働く力の考察はピン留めが強い場合に始まった。輸送電流下で磁束に働く力

として Lorentz 力の存在を初めに指摘したのは Gorter である [32]。Kim らはその力

を用いて磁化曲線のヒステリシスの実験結果の解釈を与えた。Gorter の指摘に対して

Josephson は物質中の電磁気学の議論を用いて、平衡状態にある渦糸状態の超伝導体内

部ではピン留めがない場合には空間の各点で

J ×B = 0 (1.3)

が成り立ち、単位体積当たりのピン留め力である、ピン留め力密度 P が存在するときに

は定常状態、すなわち、ピン留めによって実現する準安定状態においては超伝導体内部の

各点で
J ×B + P = 0 (1.4)

が成り立つことを示した [33]。ここで B は空間的に粗視化した磁場（magnetic induc-

tion）であり、J は、B について共役なベクトル場H を用いて、関係式

∇×H = J (1.5)



8 第 1章 緒論

によって与えられるマクロな電流密度である。関係式 (1.4)の一つの解釈は一本の量子渦

に働く力が
J × ϕ0 (1.6)

で与えられるというものである。ϕ0 は大きさが h/(2e)に等しく、向きが磁極線の方向

を向くベクトルである。この解釈は一見自然なものに見えるが、Kim-Stephenは彼らの

総説記事 [22]の中でこの解釈の正当性はそれほど自明なものではないとしている。J と

B はマクロな量であり、J がどのような量を「粗視化」したのか、その意味が明瞭では

ないからである。Tinhkamは彼の著書 [4]の中で J は全電流を平均したもの∇×B と

は異なり、電流の「非平衡部分」(彼はそれ (∇×H)を Jext と書いている)であるとし

ている。粗視化したレベルで導出された Lorentz力は磁化曲線の振る舞いなど実験結果

を理解するのに貢献していたが上記のように物理的解釈に困難な点がある。

なお、Kim-Stephenは同じ総説 [22]の中で、一本の量子渦にかかる力をより厳密に計

算する方法は、応力テンソルによるものであることを指摘している。

London 方程式を用いて 2 本直線状の量子渦の間に働く力を計算したのが Friedel-

deGennes-Matriconである [34]。彼らは量子渦の効果を取り込んだ London方程式

h+ λ2 ∇×∇× h = ϕ０ez
∑
i=1,2

δ2D(ri) (1.7)

の解

h(r) =
ezϕ0
2πλ2

(
K0

(
|r − r1|

λ

)
+K0

(
|r − r2|

λ

))
(1.8)

をエネルギーの表式

E =
1

2

∫
dr
(
λ2(∇× h)2 + h2

)
(1.9)

に代入し、2つの量子渦間の相互作用が

Eint(|r1 − r2|) =
ϕ20

2πλ2
K0

(
|r1 − r2|

λ

)
(1.10)

で与えられることを示した。ここで ri は i(= 1, 2)番目の量子渦の 2次元座標での位置

を表し、K0 は 0次の第二種変形 Bessel関数である。この関数は K0(r → 0) → − ln(r)

となり、上記相互作用は近距離で対数発散するが、この模型自体がコヒーレンス長 ξ 程

度の短距離のカットオフを持つので、２つの量子渦は ξ 以上には近づかないとしている。

ここで、2つの量子渦の間に働く力の大きさは

F = −dEint(R)

dR
=

ϕ20
2πλ3

K1

(
R

λ

)
= J(R)ϕ0, R = |r1 − r2| (1.11)

と書き表すことができる。ここで J(R)は量子渦が距離 Rだけ離れた地点に作る電流密

度の大きさである。この表式を見ると量子渦に働く力は、その地点にほかの量子渦が作

る電流密度によって磁気的な Lorentz力を受けるように見えるので、Josephsonのマク

ロな関係式をミクロに正当化していると思える。
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フロー状態に働く力

磁束フローに関する研究が進む中で、渦糸の運動がどのような力でもたらされている

かが議論になった。de Gennes-Matriconは超流動中の量子渦との類推から流体力学的な

力である、マグナス力が存在すると考えた [35]。それに対して、Bardeen-Stephenは電

流が定常的に流れている状態では電子電子散乱ではなく電子格子散乱が優位であること

などから、力の起源はMagnus力ではなく電磁気的な力すなわち、Lorentz力であると主

張した [25]。また上述したとおり、Bardeen-Stephenによる議論は実験と一致していた。

これを受けて Nozières-Vinenは、それまで得られていた実験を説明するにあたって、

実用的には 2つの理論に違いはないとしながらも、駆動力にはMagnus力が存在し、摩

擦力の表式が変更されるべきだと主張した [36]。また、第 II種超伝導極限 (λ≫ ξ)の下

でストレステンソルを用いて駆動力を計算し、Magnus 力の存在は電磁場の影響によら

ないことを示した。しかしながら、Bardeen-Stephenの理論も、Nozières-Vinenの理論

も磁束フロー Hall抵抗については実験と異なる結果を与えていた。

量子渦にかかる力は 1989年に Iyeらによって報告された銅酸化物高温超伝導体の磁束

フロー Hall抵抗の異常 [37]を巡って、1990年代に再び議論の対象となった。Dorseyは

TDGL方程式の粘性係数を複素数に拡張したモデルを用いて第 II種超伝導極限 (λ≫ ξ)

における磁束フロー Hall抵抗を計算した [38]。その結果は、駆動力にはMagnus力が存

在することを示唆するものであった。また、TDGL方程式の適用範囲外である T ≪ Tc

での議論が尽くされていないことに疑問を持った Ao-Thoulessは微視的理論である多体

系の波動関数を用いて議論をすすめ、第 II 種超伝導極限 (λ ≫ ξ) の下で Berry 位相か

らMagnus力を導出した [39]。また、この論文でMagnus力は電磁場の影響を受けずに、

いつでも存在することを示し Nozières-Vinenの主張を支持した。

しかし、Soninは Ao-Thoulessの議論を、準粒子からくる Iordanskii力と不純物から

くる Kopnin-Kravtsov力を考慮に入れていないとして批判し、これらも取り入れた有効

Magnus力を計算した結果Magnus力は完全に 0となることを示した [40]。

さらにAoはKopnin-Volovikとの議論、論争 [41,42]の中で、Gor’kov-Kopnin, Larkin-

Ovchinnikovが用いた TDGL方程式や Green関数法を用いたフロー伝導度の計算法と

その結果に対して疑義を表明している。

1998年 Chenらは Ao-Thoulessの議論をきっかけに、Friedel-deGennes-Matriconに

よって得られた量子渦の間に働く力を再考した [43]。

London方程式のエネルギー (1.9)は超伝導電流の運動エネルギー項と静磁場のエネル

ギーの和で与えられているので、量子渦の間に働く力も運動エネルギー由来の寄与と磁

気的な Lorentz力の合力であると結論した。

2003年 Narayanは、量子渦に働く力 (1.6)を磁束が電流から受ける力とみれば、それ

は（磁場から電流が受ける力としての）通常の Lorentz力の反作用であるから、負符号が

付かないかについて考察し、超伝導体の特殊性を、２つの渦糸が同じ凝縮体（超伝導体）

にあるするときに存在する電流電流相互作用項に帰着させている。
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2007 年 Chen らは一次元 Josephson 接合系で輸送電流の下で運動する Josephson 量

子渦にかかる力を数値計算し、向きは J × ϕ0 に一致するが、大きさは補正されることを

報告した。

Babaevが彼の共著書 [44] の中で指摘しているように、Friedelらが London方程式を

用いて計算した量子渦間のエネルギー (1.10)を GL方程式を用いて計算すると

Eint(|r1 − r2|) = C(κ)2
ϕ20

2πλ2
K0

(
|r1 − r2|

λ

)
(1.12)

で与えられる。C(κ)は定数である。これから、London方程式の場合と同様に、量子渦

間に働く力の大きさを求めると

F = C(κ)J(R)ϕ0, R = |r1 − r2| (1.13)

となる。余計な定数 C(κ) がかかることは二つの量子渦間に働く力が純粋な磁気的な

Lorentz力ではないことを示唆している。

2016年には Kato-Chungが TDGL方程式の渦芯から十分遠方の漸近解から渦を囲む

領域に流れ込む運動量をストレステンソルの表面積分として計算し、孤立渦にかかる駆

動力は Lorentz力と流体力の合力であると結論した [45]。Kato-Chungによる駆動力の

起源の定式化は本論文でも用いるため、第 2章でより詳しく解説する。

1.2 現状の整理

このように、Bardeen-Stephen、Nozières-Vinen以来、50年にわたって磁束に働く駆

動力の起源に関する論争は続いていたが、いまだ解決していない。この節ではこれまで

の現状を整理し、論点を集約する。

1. 粗視化した場合の力と、一本の量子渦にかかる力の関係

2. ピン留めされている量子渦にかかる力とフロー状態にある量子渦にかかる力の

関係

3. Bardeen-Stephen,Nozieres-Vinenの主張の検討

4. Larkin-Ovchinnikov, Gorkov-Kopnin の計算法と渦にかかる力の起源の関係

5. Sonin, Ao-Thoulessの論争, 駆動力の定義

6. Aoによって疑義が示された TDGL方程式やグリーン関数法による伝導度の計算

法の妥当性

7. Chen, Narayan の議論に欠けているもの

8. Kato-Chungの結果と議論に欠けているもの

上記論点に対する我々の立場を明らかにする。

1. マクロとミクロを結ぶことは重要であるが、我々は孤立した一本の量子渦にかか

る力に絞って研究を行う。理論計算もまさに孤立量子渦にかかる力に関する上、
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一本の量子渦の測定も可能にありつつあるため、理論実験両面において孤立量子

渦に関する問題を目指すことに意義があると考えたためである。

2. ピン留めされた量子渦とフロー状態の量子渦にかかる力を同じ枠組みで扱い、2の

論点に応えることを目的とする。

3. Bardeen-Stephen は Kim らの実験結果の絶対零度への外挿値を、因子 1/2 だけ

のずれを除けば現象論的モデルを用いて説明できた。一方、Bardeen-Stephenと

定量的に近い結果は微視的な基礎を持つ Usadel方程式による計算でも再現できて

いる (Gorkov-Kopnin)。Bardeen-Stephen理論は先駆的であり物理的描像が明快

である一方、微視的理論から導出されていない理論の妥当性を考察することは難

しいため本研究では Bardeen-Stephen 理論に対して直接考察することはしない。

Nozieres-Vinen模型も同じ理由で直接考察はしないが、超伝導量子渦にかかる駆

動力をストレステンソルを用いて計算し、流体力の存在を示した最初の研究であ

ることは重要な成果である。微視的理論から導かれる模型において同様な力が働

くかどうかが本研究において重要な論点である。

4. フロー伝導度を計算する Gorkov-Kopnin-Larkin-Ovchinnikovのアルゴリズムで

はフロー状態を記述する線形非同次方程式を解かずに伝導度が求められるため、

かえって駆動力の起源を知ることができない。さらに解の存在条件が

J × ϕ0 + Fenv = 0

として、渦にかかる力のつりあい関係式として得られる上に、彼らが論文、総説、

専門書で J ×ϕ0 を繰り返し Lorentz力と呼ぶために、駆動力は磁気的な Lorentz

力であると受け止めることが多いと思われる。一方でこのアルゴリズムを用いた

ほとんどの研究が λ/ξ ≫ 1 の状況を扱い、輸送電流が量子渦から離れるにした

がって空間的な一様流に漸近する状況を考えている。本研究では彼らのアルゴリ

ズムが適用されたもっとも単純で、かつ、微視的に導出された模型である TDGL

方程式を有限の κ = λ/ξ で、フロー状態の線形非同次方程式を解き、フロー状態

の量子渦にかかる力の起源を調べる。

5. この論争は渦にかかる駆動力とそれと釣り合う力 Fenv を明確に定義することで、

駆動力の議論とは無関係であることがわかる。古典流体の場合と同じく、本研究

では渦を囲む領域に流れ込む単位時間当たりの運動量を駆動力とし、渦を囲む領

域内で単位時間当たりに失われる運動量を environmental force Fenv と呼ぶ。本

研究で扱うのは、駆動力の性質であり、Soninと Ao-Thoulessが議論しているの

は Fenv のうち、量子渦の速度に垂直に働く力についてである。

6. Ao によってグリーン関数法で輸送現象を扱うこと、またその縮約で得られる

TDGL方程式で扱うことへの疑義が提起された。グリーン関数法で輸送現象を扱

うこと自体は超伝導ゆらぎの理論やアンダーソン局在で十分にその有効性が確か

められている。本研究では TDGL方程式やグリーン関数法で輸送現象を扱うこと

は有効であるという立場をとる。
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7. Chenや Narayanは上記 2と 4の問いに答えていない。

8. フロー状態の線形非同次方程式を解いていない。またフロー状態の量子渦にかか

る力の起源に関する実験的検証法が提案されていない。

以上に整理した通り、我々は磁束フロー状態に働く駆動力の問題を、微視的に導出され

ている方程式を用いて駆動力と散逸力をそれぞれ定義し解決すること、加えて、磁束に力

がかかる現象としてピン留め状態の力に注目し、それによって渦に掛かる力の実験的な

検証法を提案することを目指す

1.3 本論文の目的

本論文の目的は以下の 2つである。

1. TDGL 方程式の単一磁束フロー解について、磁場侵入長を有限としたまま境界

条件を指数的に減衰する輸送電流に接続するように定め、全領域に渡って解を求

める。

2. ピン留め状態とフロー状態を統一的に扱い、実験的検証法を提案する。

とくに方程式の境界条件を、超伝導体の外部から内部に向かって指数減衰する輸送電流

とするのが本論の大きな特徴である。これまでの TDGL方程式では輸送電流は系の中で

空間的に一様であるという前提のもとで電場、磁場などの物理量を導出していた。[38]。

しかし、これは渦芯近傍での漸近形の導出までにとどまっている。渦芯と遠方のバルク

領域を接続する中間領域について解が求まれば、渦周辺の磁場や電流、エネルギー散逸

といった物理量を正確に記述できるようになる。最近、磁束フローに関していくつかの

実験的・理論的進展が見られた [46–49]。そこで、輸送係数を計算する手法が確立された

TDGL方程式でダイナミクスに関する理解を深めておくことは、特に実験結果との結び

つきを議論する際に有意義である。また、今後、TDGL 方程式が適用できないような、

“clean”な系 (磁束コア内の平均自由行程が長い系)や、スピン流による渦糸の輸送現象

といった問題を考える際にも、ここで得られた知見が基礎となる。

1.4 本論文の構成

第 2 章では本論を読み進めていくにあたって必要な先行研究の計算をまとめる。フ

ラックスフロー伝導度を TDGL方程式が解を持つ条件から解析した Dorsey [38]の議論

は本論においても重要な議論である。Kato-Chung による磁束フロー状態での駆動力の

定式化は本論でも用いられているため、この章で詳説する。

第 3章では、TDGL方程式を解くにあたり、これまでの空間的に一様な輸送電流に接

続するという境界条件から、London方程式に従って外側から内部に向かって指数的に減

衰する輸送電流に接続するという境界条件へと設定し直し、計算する。その条件のもと
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で TDGL方程式の漸近解を求めるとともに、r ∼ 0での級数解を計算し、数値計算へと

つなげる。

第 4章ではフロー状態の数値計算の結果を示す。特に渦芯のごく近傍でも遠方でもな

い中間領域で TDGL方程式を解いた結果として、Lorentz力や散逸関数の局所的な図を

示す。散逸領域での渦糸にかかる駆動力の起源について議論する。

第 5章でピン留め状態における駆動力について議論し、ピン留め状態を通じた実験的

な駆動力の検証法について述べる他、TDGL方程式の結果をどこまで一般化できるかを

述べる。

最後に、第 6章で本論文で得られた結果とその意義について述べる。
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第 2章

背景

本章では、本研究をすすめるにあたって必要な先行研究の定式化を解説する。

2.1 虚部を含んだ TDGL方程式

本節では、平衡状態の GL方程式を用いた孤立量子渦の性質と、本論を読み進めてい

く上で特に重要な先行研究である、Dorsey(1992)について解説する。Dorseyの論文は、

フラックスフロー Hall効果を説明するために緩和係数 γ を複素数にしていること、解の

存在条件 ( solvability condition )を導出し、その式が電流と渦糸速度 v を結びつけ、駆

動力を導出することに大きな役割を果たしている。

まずはじめに、巨視的な超伝導秩序変数 ψ(r, t)についての運動方程式を書き下ろすと、

ℏ
(
∂t + i

µ̃

ℏ

)
ψ = −Γ

δH
δψ∗ (2.1)

となる。ここで、ハミルトニアンは

H =

∫
d3r

[
ℏ2

2m

∣∣∣∣(∇− i
e∗

ℏ
A

)
ψ

∣∣∣∣+ a(T )|ψ|2 + b

2
|ψ|4 + 1

8π
(∇×A)2

]
(2.2)

と書かれている。上の式で、A はベクトルポテンシャルで、h = ∇ ×A を満たす。m

は Cooper 対の有効質量で、e∗ = 2e は Cooper 対の有効電荷である。e∗ は正に取る。

a(T ) = a0(T/Tc − 1)であり、Γ = Γ1 + iΓ2 は無次元の複素緩和率である。Γ1 > 0なら

ば、この方程式は平衡状態の GL方程式へと緩和していく。

総化学ポテンシャル µ̃は

µ̃ = µ+ e∗Φ+
δH
δns

(2.3)

と書かれている。µ は化学ポテンシャル、Φ は電気的なスカラーポテンシャル、ns =

|ψ|2 は超流動密度であり、δH/δns は超流動密度の運動エネルギーを表している。

(δH/δns)ψ ∼ δH/δψ∗ とおけば、式 (2.1)は

ℏ
(
∂t + i

µ

ℏ
+ i

e∗

ℏ
Φ

)
ψ = −(Γ + i)

δH
δψ∗ (2.4)
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と書き直せる。無次元の秩序変数の緩和時間を

γ ≡ γ1 + iγ2 =
Γ1 − i(1 + Γ2)

Γ2
1 + (1 + Γ2)2

(2.5)

と定義すると、方程式はさらに、

ℏγ
(
∂t + i

e∗

ℏ
Φ̃

)
ψ =

ℏ2

2m

(
∇− i

e∗

ℏ
A

)2

ψ + |a|ψ − b|ψ|2ψ (2.6)

と書くことができる。Φ̃ = Φ + µ/e∗ である。Φ̃と Φの違いは一般には小さく [26]、以

降はこの違いを無視することにする。

さらにベクトルポテンシャルについての運動方程式が必要だが、これは Ampèreの法

則である。すなわち、
∇×∇×A = 4π(Jn + Js) (2.7)

である。これは連続の式 ∇ · (Jn + Js) = 0 を満たす。超伝導電流、常伝導電流はそれ

ぞれ

Js =
ℏe∗

2mi
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− (e∗)2

m
|ψ|2A (2.8)

Jn = σ(n) ·E = σ(n) · (−∇Φ− ∂tA) (2.9)

と書ける。ここで、σ(n) は常伝導状態の伝導度テンソルで、

σ(n) =

(
σ
(n)
xx σ

(n)
xy

σ
(n)
yx σ

(n)
yy

)
(2.10)

である。

ここから、式 (2.6), (2.7, (2.8), (2.9)を無次元化して計算を簡単にする。

r = λr′, t = (ℏ/|a|)t′, ψ = (|a|/b)1/2ψ′,

A =
√
2HcλA

′, Φ = (|a|/e∗)Φ′ (2.11)

σ = (2m/ℏ)(1/4πκ2)σ′

ここで磁場侵入長は λ = [mb/4π(e∗)2|a|]1/2, コヒーレンス長は ξ = ℏ/(2m|a|)1/2, 熱力
学的な臨界磁場は H2

c = 4π|a|2/bである。Ginzburg-Landauパラメータ（GLパラメー

タ）は κ = λ/ξ と表される。これらを用いて無次元化したものが、

(γ1 + iγ2)(∂t + iΦ)ψ =

(
∇
κ

− iA

)2

ψ + ψ − |ψ|2ψ (2.12)

∇×∇×A = Jn + Js (2.13)

Jn = σ(n) ·
(
− 1

κ
∇Φ− ∂tA

)
(2.14)

Js =
1

2iκ
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− |ψ|2A (2.15)
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である。簡単のため、無次元単位系でのプライム記号「’」は落とすことにする。ここか

らは式 (2.12)から (2.15)の方程式系を扱う。σ(n) はテンソルであり、直後の「·」はテン
ソル積を表している。ここで、秩序変数を振幅 f と位相 χを用いて

ψ(r, t) = f(r, t)eiχ(r,t) (2.16)

と書くことにする。また、この位相 χを用いてベクトルポテンシャルとスカラーポテン

シャルを以下のようにゲージ不変な形に書き換える。

Q = A− ∇χ
κ

(2.17)

P = Φ+ ∂tχ. (2.18)

以後はとくに断りがなければベクトルポテンシャルというときには Q、スカラーポテン

シャルというときには P を指す。この表式で、電磁場はそれぞれ

h = ∇×Q, (2.19)

E = − 1

κ
∇P − ∂tQ (2.20)

と表せる。

扱う方程式系を f, χ,Q, P を用いて書き直していく。TDGL方程式 (2.12)を実部と虚

部に分解すると

γ1∂tf − γ2Pf =
1

κ2
∇2f −Q2f + f − f3 (2.21)

γ2∂tf + γ1Pf +
1

κ
f∇ ·Q+

2

κ
Q · ∇f = 0 (2.22)

である。Ampère則 (2.13)は (2.14)、(2.15)と合わせて、

∇×∇×Q = σ(n) ·
(
− 1

κ
∇P − ∂tQ

)
− f2Q (2.23)

と書くことができる。(2.15)はとくに、

Js =
1

2iκ
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− |ψ|2A

= f2
∇χ
κ

− f2A

= −f2Q (2.24)

である。さらに、(2.22)を変形しておく。全体に f を掛けると、

γ2f∂tf + γ1Pf
2 +

1

κ
∇ ·
(
f2Q

)
= 0. (2.25)

さらに、系内に電流の湧き出しが無いこと、すなわち、∇ · (Jn + Js) = 0より、

∇ · (σ(n) ·E) +∇ · (−f2Q) = 0. (2.26)
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したがって、(2.25)と組み合わせて、

γ2f∂tf + γ1Pf
2 +

1

κ
∇ ·
[
σ(n) ·

(
− 1

κ
∇P − ∂tQ

)]
= 0. (2.27)

ここまでの式で γ2 = 0, σ
(n)
xy = 0 とおけば、この方程式は Schmid [26] や Hu-

Thompson [50]、Gor’Kov-Kopnin [28]の表式に一致する。

2.1.1 Solvability Condition

ここからの計算では、渦糸は一様に流れる。したがって、秩序変数やベクトルポテン

シャル、化学ポテンシャルといった量は r − vtの関数で表されるとする。v は渦糸が流

れる速度である。そして、以下ではこの v について方程式を展開する。0 次の項は平衡

状態の GL方程式となり、1次については非斉次な微分方程式を解くという問題になる。

調べたいのはこの v について 1次の方程式であるが、この非斉次微分方程式が解を持

つための条件、すなわち Solvability Condition を考えることから Hall 角などの物理量

を導出していく。

v の 1次までの展開

方程式系は (2.21)、(2.23)、(2.27)である。r− vtの関数であることを用いて、TDGL

方程式の時間微分を ∂t → −v · ∇と置き換える。

− γ1v · ∇f − γ2Pf =
1

κ2
∇2f −Q2f + f − f3 (2.28)

∇×∇×Q = σ(n) ·
(
− 1

κ
∇P + (v · ∇)Q

)
− f2Q (2.29)

− γ2fv · ∇f + γ1Pf
2 +

1

κ
∇ ·
[
σ(n) ·

(
− 1

κ
∇P + (v · ∇))Q

)]
= 0. (2.30)

ここで、P = Φ− v · ∇χである。
次に渦糸速度 v についてのべきに展開していく。f = f0 + f1,Q = Q0 +Q1 と書き、

f1,Q1 は O(v) である。また、電場は平衡状態にはないことから、P も O(v) である。

(2.28)と (2.29)について、v の 0次項は以下のように平衡状態の GL方程式となる。

1

κ2
∇2f0 −Q2

0f0 + f0 − f30 = 0, (2.31)

∇×∇×Q0 = −f20Q0 (2.32)

2式目の右辺は平衡状態の超伝導電流に一致する。

J0 = −f20Q0. (2.33)

次に、O(v)の方程式を考える。fv := v · ∇f0,Qv := (v · ∇)Q0 と定義し、方程式を



2.1 虚部を含んだ TDGL方程式 19

書くと、

− γ1fv − γ2f0P =
1

κ2
∇2f1 −Q2

0f1 − 2f0Q0 ·Q1 + f1 − 3f20 f1 (2.34)

∇×∇×Q1 = σ(n) ·
(
− 1

κ
∇P +Qv

)
− f20Q1 − 2f0f1Q0 (2.35)

− γ2f0fv + γ1f
2
0P − 1

κ2
∇ ·
(
σ(n) · ∇P

)
+

1

κ

(
σ(n) ·Qv

)
= 0 (2.36)

となる。また、J1 = J1s + J1n で、

J1s = −f20Q1 − 2f0f1Q0, (2.37)

J1n = σ(n) ·
(
− 1

κ
∇P +Qv

)
(2.38)

である。渦中心から遠方では J1n → 0 となり、J1s は輸送流 Jt に一致する。この方程

式系は、(2.36)が f0,Q0 を用いて P を求める方程式、(2.34)と (2.35)が f0,Q0 および

P を用いて f1,Q1 を求める連立方程式となっている。次の小節では、(2.34)と (2.35)が

f1,Q1 についての線型の微分方程式で、下付き添字 v を含む項やスカラーポテンシャル

P を含む項を非斉次項と見ることができることに着目する。

Solvability Conditionの導出

次に方程式が解を持つ条件 (Solvability Condition)の考え方を用いて新たに式を導出

する。すなわち、線型の非斉次微分方程式において、方程式が解を持つ条件を考え、それ

を今回の問題にも適用する。

Dorsey の論文内で解を持つ条件が何なのか、なぜ必要なのかが書かれていなか

ったため、我々の理解のために一般の線形方程式 Mx = g を例に出して考える。

ここで M はエルミート行列であり、x, g はそれぞれベクトルである。もし M が、

「Mxzero = 0,xzero ̸= 0 である解 xzero を持つ」ならば、「Mx = g が解を持つ条件は

x†
zero · g = 0」である。これは、Mx = g の解を xs とおいたとき、

x†
zero · g = x†

zeroMxs = (x†
sMxzero)

† = (x†
s · 0)† = 0 (2.39)

となることから確かめられる。このように、線形の非斉次方程式は必ずしも解を持つと

いうわけではなく、解を持つためには非斉次項に対して条件が課せられる。

この性質を今回考えている方程式に適用する。方程式 (2.34) と (2.35) は f1,Q1 を解

とする線形方程式である。もしこの方程式が上記の xzero と同じく、f1zero,Q1zero と呼

べるような解を持つならば、この方程式が解を持つ条件は、それらの解と非斉次項の内積

が 0になるというものである。以後は f1zero,Q1zero のことをゼロモード解と呼ぶ。そし

て、そのようなゼロモード解は構成することができ、存在する。ゼロモード解を得る手法

は Gor’kov-Kopninに従う [28]。

平衡状態の GL 方程式とその解は並進に対して不変である。すなわち、f0(r),Q0(r)

が解であるとき、f0(r + d),Q0(r + d)もまた解である。ここで dは任意の並進ベクト
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ルである。もし dが無限小の並進であるなら、f0(r + d) = f0(r) + d · ∇f0(r) + · · · と
展開することができる。dだけ並進させた GL方程式を書き下すと、

1

κ2
∇2f0(r + d)−Q2

0(r + d)f0(r + d) + f0(r + d)− f30 (r + d) = 0, (2.40)

∇×∇×Q0(r + d) = −f20 (r + d)Q0(r + d) (2.41)

となる。fd := d · ∇f0,Qd := (d · ∇)Q0 と定義して、上式を展開し、(2.31)と (2.32)を

用いて整理すると、

1

κ2
∇2fd −Q2

0fd − 2f0Q0 ·Qd + fd − 3f20 fd = 0 (2.42)

∇×∇×Qd + f20Qd − 2f0fdQ0 = 0 (2.43)

を得る。これは (2.34), (2.35)の f1,Q1 について線形な項を取り出した方程式、言い換

えれば非斉次項を落とした式となっている。また、fd,Qd はその方程式の解である。し

たがって、探していたゼロモード解はまさにこの fd,Qd である。

ゼロモード解と非斉次項との内積が 0になることが導出したい Solvability Condition

である。

(2.34)に fd をかけたものを平面積分する。∫
d2r

(
−2f0fdQ0 ·Q1 + γ1fvfd + γ2f0fdP +

1

κ2
fd∇2f1 −Q2

0f1fd + f1fd − 3f20 f1fd

)
= 0. (2.44)

(2.42)に f1 をかけたものを平面積分し、上式に代入する。そのとき、f1∇2fd を 2回部

分積分し、表面項を消去すると、∫
d2r (2f0f1Q0 ·Qd − 2f0fdQ0 ·Q1 + γ1fvfd + γ2f0fdP ) = 0. (2.45)

を得る。さらにこれを式変形して以下を得る。∫
d2r(Jd ·Q1 − J1s ·Qd) = −

∫
d2r(γ1fvfd + γ2f0fdP ). (2.46)

ここで、左辺の変形については、

Jd := (d · ∇)J0 = −2f0fdQ0 − f20Qd (2.47)

と定義したうえで、(2.37)と (2.47)より

2f0f1Q0 ·Qd − 2f0fdQ0 ·Q1 = (−J1s − f20Q1) ·Qd + (Jd + f20Qd) ·Q1

= Jd ·Q1 − J1s ·Qd. (2.48)

ここで、Dorsey は問題を簡単にするために κ が大きな極限、すなわち第 2 種超伝導

極限を取っている。その下では、Qd ≈ −∇χd/κ,Q1 ≈ −∇χ1/κとしてよい。これは、
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κ = λ/ξ が大きいもとでは、ξ を少し離れればほぼ f は一定となり、ベクトルポテンシャ

ルも ∇χ ∼ 1/r の項が有効になるという近似である。これを (2.46)に適用すると左辺は∫
d2r(Jd ·Q1 − J1s ·Qd) =

∫
d2r

(
Jd ·

∇χ1

κ
− J1s ·

∇χd

κ

)
=

1

κ

∫
d2r [∇ · (J1sχd)−∇ · (Jdχ1)]−

1

κ

∫
d2rχd∇ · J1s.

(2.49)

ここで ∇ · Jd = 0であることを使った。上式の右辺 1項目は表面積分に書き換えられ、

2項目については ∇ · J1s = −∇ · J1n であることを使うと、(2.36)と合わせて、

1

κ

∫
d2rχd∇ · J1s = − 1

κ

∫
d2rχd∇ · J1n

=

∫
d2rχd(γ1f

2
0P − γ2f0fv) (2.50)

と変形できる。これらを組み合わせると、(2.46)は

1

κ

∫
dS ·(J1sχd−Jdχ1) = −

∫
d2r(γ1fvfd−γ1χdf

2
0P+γ2Pf0fd+γ2χdf0fv) (2.51)

とかける。これが求めたかった TDGL方程式の Solvability Conditionの式である。こ

の式は確かに渦糸速度 vの 1次の式になっている。この方程式は TDGL方程式が解を持

つことの必要条件である。以下ではこの方程式を評価していく。

2.1.2 座標系とコア内の電磁場

座標系は図 2.1 の通りに変換した極座標系を用いる。これは Dorsey の論文の Fig.1

[38]に示されている通りの座標系である。印加されている輸送電流 Jt は x軸方向、磁場

は z 方向である。vortexは −y 方向から角度 θH ずれた方向に動く。ともなって、平均

を取った電場 ⟨E⟩は x軸から θH だけ傾いた向きに発生していることになる。変位ベク

トル dは x軸と角度 ϕをなしている。この極座標表示のもとでは、Jt,v そして dはそ

れぞれ

Jt = Jt[cos θer − sin θeθ], (2.52)

v = −v[sin (θ − θH)er + cos (θ − θH)eθ], (2.53)

d = d[cos (θ − ϕ)er − sin (θ − ϕ)eθ] (2.54)

となり、v · d = −vd sin (ϕ− θ)および (v × ez) · d = −vd cos (ϕ− θH)が従う。

極座標系のもとで秩序変数、ベクトルポテンシャル、及びスカラーポテンシャルをより

簡単な形へ書き換えていく。平衡状態での秩序変数はその対称性から f0(r)に、ベクトル

ポテンシャルはQ0(r) = Q0(r)eθ と書ける。このとき、(2.31),(2.32)を

1

κ2
1

r

d

dr

(
r
df0
dr

)
−Q2

0f0 +−f30 = 0, (2.55)

d

dr

1

r

d(rQ0)

dr
− f20Q0 = 0 (2.56)
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図 2.1: (r, θ) 座標系の定義。合わせて輸送電流 Jt, 渦糸速度 v, 平均をとった電場 E,

Hall角 θH , 任意の平行移動ベクトル dの関係も図示した。磁場は省略している。

と書き下すことができる。r → 0で Q0(r) ∼ −1/(κr)である。

ゲージ不変なスカラーポテンシャルの方程式はやや複雑であるが、常伝導 Hall 伝導

度の空間微分を無視することで単純化することができる。これは（特に渦糸中心の近く

では）小さい。したがって、∇ · (σ(n) · ∇P ) = σ
(n)
xx ∇2P と書ける。図 2.1の座標系と、

h0 = ∇×Q0 を用いれば、式 (2.36)は

σ
(n)
xx

κ2
∇2P − γ1f

2
0P =

(
γ2f0

∂f0
∂r

− σ
(n)
xy

κ

∂h0
∂r

)
v sin (θ − θH). (2.57)

となる。

この式と平衡状態の GL方程式解 Q0(r)の漸近形より、

Q0(r) ≈ − 1

κr
+

1

2
h0(0)r, (2.58)

p1(r) ≈
1

r
− p

(1)
1 r, (2.59)

p2(r) ≈ −p(1)2 r. (2.60)

これを用いると、vortex中心での電場は

E(0) =

[
− 1

κ
∇P + (v · ∇)Q0

]
r=0

= −p
(1)
2

κ
v −

(
p
(1)
1

κ
+

1

2
h0(0)

)
v × ez, (2.61)

である。

2.1.3 Solvability Conditionの評価

式 (2.51)の評価を進め、この式から得られることがらを取り出す。最終的には、Hall

角 θH の表式が得られる。
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まず、左辺について、表面積分が境界での輸送電流 Jt で表されることを示す。渦から

離れたところでは J1s(r = ∞, θ) = Jt である。Jd · er については

Jd = (d · ∇)J0 =

(
d cos (θ − ϕ)

∂

∂r
− d sin (θ − ϕ)

1

r

∂

∂θ

)
J0

= d cos(θ − ϕ)
∂

∂r

(
−f20Q0

)
eθ + d sin(θ − ϕ)

1

r
(−f20Q0)er (2.62)

より、

Jd · er = d sin (θ − ϕ)
1

r
(−f20Q0)

→ d

κr2
sin (θ − ϕ) (2.63)

となる。ここで、ξ ≪ r ≪ λのとき、f0 → 1, Q0 ∼ −1/κr となることを用いた。これ

らを式 (2.51)の左辺に代入すると、

1

κ

∫
dS · [J1sχd − Jdχ1] =

1

κ

∫ 2π

0

[Jt(d · ∇θ)− JdκJtr cos θ] · errdθ

= − 2

κ
Jtd

∫ 2π

0

sin (θ − ϕ) cos θdθ

=
2π

κ
Jtd sinϕ

= −2π

κ
(Jt × ez) · d (2.64)

この項は輸送電流による渦への駆動力を表している。これは右辺の散逸力とつりあって

いる。

式 (2.51)の右辺について、1つ目の項は、

γ1

∫
d2rfvfd (2.65)

= γ1

∫
d2r(v · ∇f0d · ∇f0)

= γ1

∫ 2π

0

∫ ∞

0

rdrdθ

(
−vd sin (θ − θH) cos (θ − ϕ)

(
df0
dr

)2
)

= −πvd sin (ϕ− θH)γ1

∫ ∞

0

(f ′0)
2rdr

= πv · dγ1
∫ ∞

0

(f ′0)
2rdr (2.66)
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となる。df0/dr = f ′0 と表している。2項目は、

γ1

∫
d2rχdf

2
0P (2.67)

= γ1

∫ 2π

0

∫ ∞

0

{
−d sin (θ − ϕ)

r
f20 v (p1 cos (θ − θH) + p2 sin (θ − θH))

}
rdrdθ

= −dγ1vπ sin (θH − ϕ)

∫ ∞

0

f20 p1dr − dγ1vπ cos (θH − ϕ)

∫ ∞

0

f20 p2dr

= −πv · dγ1
∫ ∞

0

f20 p1dr + π(v × ez) · dγ1
∫ ∞

0

f20 p2dr (2.68)

3項目は、

γ2

∫
d2rPf0fd (2.69)

= γ2

∫ 2π

0

∫ ∞

0

v(p1 cos (θ − θH) + p2 sin (θ − θH))f0f
′
0d cos (θ − ϕ)rdrdθ

= −π(v × ez) · d
γ2
2

∫ ∞

0

(f20 )
′p1rdr − πv · dγ2

2

∫ ∞

0

(f20 )
′p2rdr, (2.70)

4項目は

γ2

∫
d2rχdf0fv (2.71)

= γ2

∫ 2π

0

∫ ∞

0

(
−d sin (θ − ϕ)

r

)
f0 (−v sin (θ − θH)) f ′0rdrdθ

= γ2π(v × ez) ·
d

2

∫
(f20 )

′dr, (2.72)

とまとめられる。これらの右辺の項を v · dと (v × ez) · dに分類し、変位ベクトル dが

任意に取られることに注意すれば、渦の運動に関する以下の式を得る。

Jt × ez =
α1κ

2
v +

α2κ

2
v × ez. (2.73)

ここで、定数 α1, α2 は以下のように与えられる。

α1 = γ1

∫ ∞

0

(f ′0)
2rdr + γ1

∫ ∞

0

f20 p1dr −
γ2
2

∫ ∞

0

(f20 )
′p2rdr (2.74)

α2 = −γ2
2

∫ ∞

0

(f20 )
′p1rdr −

γ2
2

∫ ∞

0

(f20 )
′dr − γ1

∫ ∞

0

f20 p2dr. (2.75)

α1, α2 について別の表式を得るため変形する。式の一部を別の書き方にすると、

γ1

∫ ∞

0

f20 p1dr =
σn
xx

κ2

∫ ∞

0

d

dr

1

r

d(rp1)

dr
dr =

2σn
xx

κ2
p
(1)
1 (2.76)

この式変形については、r → ∞ では p1 の発散は抑えられていてほぼ 0 であるので、
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r → 0の部分で近似計算を行った結果である。同じく

γ1

∫ ∞

0

f20 p2dr =
σn
xx

κ2

∫ ∞

0

d

dr

1

r

d(rp2)

dr
dr − γ2

∫ ∞

0

f0
df0
dr

dr +
σ
(n)
xy

κ

∫ ∞

0

dh0
dr

dr

=
2σn

xx

κ2
p
(1)
2 − γ2

2

∫ ∞

0

(f20 )
′dr +

1

κ
σ(n)xy (h0(∞)− h0(0))

=
2σn

xx

κ2
p
(1)
2 − γ2

2

∫ ∞

0

(f20 )
′dr − 1

κ
σ(n)xyh0(0) (2.77)

ここで、σ(n)
xy (0) は磁場が渦糸コア内の磁場に等しいときの常伝導 Hall 伝導度である。

この 2式より、

α1 = γ1

∫ ∞

0

(f ′0)2rdr +
2σ

(n)
xx

κ2
p
(1)
1 − γ2

2

∫ ∞

0

(f20 )
′p2rdr (2.78)

α2 = −2σ
(n)
xx

κ2
p
(1)
2 +

1

κ
σ(n)
xy h0(0)−

γ2
2

∫ ∞

0

(f20 )
′p1rdr (2.79)

を得る。(2.78)の最後の積分の項は O(γ22 , γ2σ
(n)
xy )と、一般に極めて小さいので以降の式

からは落とすこととする。今の単位系では、超流動成分の速度 vs は

Js =
κ

2
f2vs (2.80)

のように、書けている。境界付近、すなわち f0 = 1の領域では vs1 = 2Jt/κと書けるの

で、(2.73)は以下のように書ける。

vs1 × ez = α1v + α2(v × ez). (2.81)

(2.73)から (2.81)までが Dorsey論文の主たる結果である。

伝導度を計算するべく、Faraday の法則 ⟨E⟩ = −v × B を用いる。両辺に左から

×(−B/B)を演算すれば、

Jt =
α1κ

2B
⟨E⟩+ α2κ

2B
⟨E⟩ × ez (2.82)

を得る。したがって、縦伝導度として

σxx =
α1κ

2B
, (2.83)

横伝導度、すなわち Hall伝導度として

σxy =
α2κ

2B
(2.84)

を得る。これらより、Hall角は以下のように表される。

tan θH =
σxy
σxx

=
α2

α1
. (2.85)

以上の式より、Hall角は Hc1 付近において磁場に依存しないことがわかる。
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2.2 磁束フロー駆動力の起源

本節では Kato-Chungによる先行研究 [45]をとりあげ、磁束フロー現象で渦糸を駆動

する力の起源が流体力学的な力；Magnus力なのか、磁気的な力；Lorentz力なのかを明

らかにする議論を、本論文で扱う単位系で見直す。

Kato-Chungの議論では、まず、局所的な運動量のつり合いの式を TDGL方程式から

導出し、その過程でMaxwellの応力テンソル、運動量流束密度テンソルを導入する。こ

れらのテンソルのある範囲内での積分が、その範囲にかかる電磁力学的な力、流体力学的

な力と考えられるため、駆動力の起源が明らかになるというのがこの論文の主な結果で

ある。この議論により、単一磁束の場合に計算をすると、渦にかかる駆動力は電磁力学的

な力と流体力学的な力の合力となっていることがわかる。

2.2.1 運動量密度の局所的なつりあい方程式

Kato-Chungは TDGL方程式を用いて運動量密度の釣り合い方程式を示した。

出発点となる TDGL方程式は秩序変数 ψ, ベクトルポテンシャル A, スカラーポテン

シャル Φを用いて

γ

(
∂

∂t
+
ie∗Φ(r, t)

ℏ

)
ψ(r, t) = ξ2

(
∇− ie∗A(r, t)

ℏ

)2

ψ(r, t)+ψ(r, t)−|ψ(r, t)|2ψ(r, t)

(2.86)

と書き表される。ここで、e∗ は Cooper対の電荷、ℏは Planck定数を 2π で割ったもの

（Dirac定数）である。γ は複素緩和時間を表しており、γ = γ1 + iγ2 である。γ1 の微視

的な表現は [27]に、γ2 の微視的な表現は [51, 52]にて与えられている。

本論文では前節の Dorsey(1992) の論文と同様に、方程式の単位系として Abrikosov

unitを用いる。そのため、上で示した方程式 (2.86)についても、物理量の無次元化を行

い、以後の議論を進めることとする。Kato-Chung の単位系での物理量には添字 K を、

無次元化した物理量には Dorseyの論文に倣っていることを示す添字 Dをつけると、2つ

の単位系は以下の係数で変換できる。

rK = λrD, tK = (λ/c)tD, ψK = ψD,

AK = (ℏ/e∗ξ)AD, ΦK = (ℏc/e∗λ)ΦD (2.87)

σK = (1/µ0λc)σD

したがって、扱う TDGL方程式は(
1

κ
∇− iA

)2

ψ + ψ − |ψ|2ψ − γ

(
∂

∂t
+ iΦ

)
ψ = 0 (2.88)

と変換される。ここで、以下の簡単のため、添字 Dを書き表さないことにした。

この方程式は秩序変数を絶対値と位相部分に分けて

ψ(r, t) = f(r, t)eiχ(r,t) (2.89)
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と書く。f, χ は実数の関数である。ベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルを

ゲージ変換して

P = Φ+
∂χ

∂t
(2.90)

Q = A− ∇
κ
χ (2.91)

と表すことにすると、方程式は(
1

κ
∇− iQ

)2

f + f − f3 − γ

(
∂

∂t
+ iP

)
f = 0 (2.92)

と書ける。

(2.92)の実部を取ると、

∇2

κ2
f −Q2f + f − f3 = γ1

∂f

∂t
− γ2Pf (2.93)

が得られる。一方、虚部を取り、両辺に f をかけると、

∇
κ

·
(
f2Q

)
= −γ1Pf2 − γ2f

∂f

∂t
(2.94)

が得られる。ここで、超伝導電流 js について、

js =
1

2iκ
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)−A|ψ|2 = −f2Q (2.95)

であることを用いると (2.94)は

∇ · js = γ1κPf
2 − ∂

∂t

(
−γ2κf

2

2

)
(2.96)

と書ける。

ρs = −γ2κf
2

2
(2.97)

と定義すると、さらに、
∂ρs
∂t

+∇ · js = γ1κPf
2 (2.98)

と変形できる。これは超流体についての連続の式 (電荷保存則) とみなすことができ、

γ1κPf
2 は常流体成分への緩和率を表している。そのことを(

dρs
dt

)
conv

= γ1κPf
2 (2.99)

と書くことにする。
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2.2.2 局所的な力のつり合いの方程式

局所的な力のつり合いの方程式が TDGL方程式から得られる。

∂νPµν + ∂t(−ρsQµ) = (ρsE + js ×H)µ + γ1∂µf∂tf +

(
−dρs
dt

)
conv

Qµ (2.100)

である。(2.100)の導出は補遺に譲る。ここで

Pµν = −jsνQµ +
∂µ
κ
f
∂ν
κ
f − δµνFsn (2.101)

Fsn ≡ 1

2

{∣∣∣∣∇κ f
∣∣∣∣2 +Q2f2 − f2 +

f4

2

}
+

1

κ
ρsP (2.102)

(2.100)において、左辺の −ρsQµ は超流体の運動量密度であり、Pµν は超流体の運動量

流束密度テンソルである。右辺第 1項は超伝導電流にかかる Lorentz力である。第 2項

は Tinkham mechanismと呼ばれる散逸力をあらわし、第 3項は常流体が超流体への変

換の際にうける力を表している。(2.101)を見ると、Pµν は対流項、量子圧力項、そして、

Bernoulli 項から構成されている。(2.102) は超伝導状態と常伝導状態のエネルギー差、

いわゆる超伝導凝縮エネルギーを表している。

2.2.3 力のつり合い方程式

(2.100)からこれまでに得られていた孤立渦にかかる力のつり合い方程式が再導出され

る。ここで簡単のために γ2 = 0 とする。γ2 は超伝導電荷密度に関係する量であること

が (2.97) からわかる。したがって、この仮定は電荷密度の偏りがないこと、あるいは、

Hall効果がないことを表している。

磁気的 Lorentz力 js ×H を以下のように書く。

(js ×H)µ = (j ×H)µ − (jn ×H)µ

= ∂νTµν − (jn ×H)µ (2.103)

Tµν はMaxwellの応力テンソルである。(2.100)と (2.103)より、

Fdrv + Fenv = 0 (2.104)

という、よく知られた力のつり合い方程式が再導出される。ここで

(Fdrv)µ ≡
∫
S

∂ν(−Pµν + Tµν)dS (2.105)

(Fenv)µ ≡
∫
S

{
γ1∂µf∂tf − κγ1f

2PQµ − (jn ×H)µ
}
dS (2.106)

と書いた。Fdrv が渦に加わる駆動力、Fenv が渦が環境から受ける散逸力であり、それら

がつり合っていることを表している。
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駆動力は電磁気力と流体力の合力で表されており、その和は

Fdrv = jtr(0)× ϕ0 (2.107)

となっている。jtr(0)は渦中心での輸送電流、ϕ0 は量子化磁束で、z 方向を向いている。

合力が一定であることをもって、この力は渦にかかっている力としてみなされる。合力

が jtr(0)× ϕ0 となることは様々な教科書にも書かれているが、ここでさらに、この力が

Pµν と Tµν のどちらに由来しているかを調べることで、駆動力の起源を明らかにするこ

とができる。

駆動力の起源を議論するに当たって、積分範囲が重要になる。積分範囲 S は渦による

散逸がない十分遠方で閉じた経路の内側である。すなわち、積分範囲の半径を Rとした

とき、ξ ≪ Rであると言い換えられる。この積分半径 Rを変えると渦の駆動力の起源が

変わるということを示したのが図 2.2である。

5 10 15 20
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0.8

1.0

1.2

R/λ

Y  

hyd (R)

Y  

m (R) 

Y  

hyd (R)+Y  

m (R)

エネルギー散
逸のある領域

London 方程式で記述される
領域

流体力の大きさ

Lorentz力の大きさ

図 2.2: 孤立渦の駆動力 [53]。流体力学的な力の割合 Y hyd(R) と電磁気学的な力の割合

Y m(R)の積分半径による変化を表している。積分半径 R/λが磁場侵入長より十分に小

さい時、駆動力は流体力学的な力が支配的になる。積分半径を大きくしていくと、電磁気

学的な力の割合が増していき、大きな積分半径を取ったときには流体力と電磁力の割合

が同程度になる。ただし、それらの和はいつでも一定で、よってこれらの合力を渦にかか

る力と呼ぶことができる。
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2.3 本章のまとめ

本章では、本研究の次章以降の内容を理解するために必要な先行研究の計算、定式化を

示した。ここで改めて、本章で示した先行研究の成果と問題点を整理しておく。

Dorsey は Solvability Condition をそれまでの先行研究よりわかりやすい形で示し、

TDGL方程式の緩和係数を複素数にまで拡張した。これにより、特にフラックスフロー

伝導度について、そのHall効果成分までを扱うことが可能となった。一方で、文中に登場

した κが大きな極限を取る操作、及びそれに付随する、Qd ≈ −∇χd/κ,Q1 ≈ −∇χ1/κ

という近似のために、この論文の結果では駆動力の起源について答えることができなく

なっている。

Kato-Chungは、Dorseyの複素 TDGL方程式を出発点に、局所的な運動量密度のつ

りあい式を導出することにより、Hall効果まで含めて駆動力の起源を説明できる定式化

を行った。一方で、依然として方程式は解いておらず、渦芯より遠方での漸近解を用いた

議論しかしていないため、散逸領域での駆動力の起源が議論できていない。

次章以降の本論にて、それを解決するべく、κが有限な TDGL方程式の解法を示して

いく。
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TDGL方程式の解析的計算

本章の目的は、超伝導孤立渦に対して、そのフラックスフローを、境界条件を定めた

TDGL方程式の問題として解くことである。境界条件として磁場侵入長を有限とした場

合を考えることで、輸送電流が空間的に一様といった極限的ではない解を得ることを目

指す。

3.1 境界値問題としての TDGL方程式

この節では境界値問題としての TDGL方程式を解き、フラックスフロー解を得ること

を目指す。また、解の存在条件を考慮することにより、渦糸速度と輸送電流の間の関係を

導出する。

3.1.1 対象とする方程式系

本論文では Dorsey(1992) [38]の無次元化された TDGL方程式系を用いて計算を進め

ていく。TDGL方程式とMaxwell方程式を合わせた方程式系は以下の 3つよりなる。

γ1∂tf =

(
∇2

κ2
−Q2 + 1

)
f − f3 (3.1)

∇
κ

·
(
f2Q

)
= −γ1Pf2 (3.2)

∇×∇×Q = σn

(
− 1

κ
∇P − ∂tQ

)
− f2Q (3.3)

f(r, t) は秩序変数の絶対値を表している。秩序変数の位相部分は χ(r, t) である。

Q(r, t) = A(r, t) − ∇χ/κ と P (r, t) = ϕ + ∂χ
∂t は、それぞれ、ゲージ変換不変な

ベクトルポテンシャルと、ゲージ変換不変なスカラーポテンシャルである。ここで、A

はベクトルポテンシャル、ϕ はスカラーポテンシャルを表している。GL パラメータ

κ = λ/ξ は磁場侵入長 λ とコヒーレンス長 ξ の比であり、物質により異なる量である。

γ1(> 0)は秩序変数の緩和時間に関する係数 σn は常伝導状態の伝導度であり、これらも
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また、物質により決まる量である。Dorseyの方程式系ではフラックスフローホール効果

を扱うために緩和係数 γ2 と、常伝導状態のホール伝導度 σH が定義されていたが、今回

は系の単純化のため、フラックスフローホール効果は扱わず、γ2 = σH = 0とする。外

部から印加されている磁場は z 軸正方向に平行で、外部からの輸送電流は x軸正方向に

平行である。また、この系では渦糸速度 v は y 軸負方向に向いている。今回扱う系は z

軸方向に一様であるとし、以下では二次元極座標系を用いる。直交座標系との単位ベク

トルの変換は以下のようになる。

er = cos θex + sin θey, eθ = − sin θex + cos θey (3.4)

外部から電場が印加されていない平衡状態のとき、r = 0 に渦糸が存在し、その解

を f0(r), Q0(r) とする。そのとき、f0(r), Q0(r) は以下の時間依存しない Ginzburg-

Landau方程式（GL方程式）を満たす。(
∇2

κ2
−Q2

0 + 1

)
f0 − f30 = 0 (3.5)

∇
κ

·
(
f20Q0

)
= 0 (3.6)

∇×∇×Q0 = −f20Q0 (3.7)

このとき、f0 の境界条件は、以下の通りである。

f0(r = 0) = 0, f0(r → ∞) → 1 (3.8)

f0 は円筒対称な形をしているため、引数は角度 θ によらない。f0(r)の r = 0付近での

振る舞いは r の 1次に比例することが、漸近計算の結果からわかる。ここではその係数

を c1 と書く。すなわち、f0(r) ∼ c1r である。

一方、Q0 の境界条件は、

Q0(r → 0) → −eθ
κr
, Q0(r → ∞) → 0 (3.9)

と書ける。これはA0 の境界条件

A0(r → 0) = 0, A0(r → ∞) → 1

κr
(3.10)

とも書き換えられる。Q0 もその円筒対称性、及び磁場との関係から、Q0(r)eθ という形

になり、漸近形は

Q0(r → 0) → − 1

κr
, Q0(r ≫ 1) → −U∞K1(r) (3.11)

と書ける。K1(r)は第 2種変形 Bessel関数である。ここで、U∞ は上記の関係を満たす

定数である。j0 は平衡状態の電流密度であり、j0(r) = ∇×∇×Q0 と表すことができ

る。平衡状態では磁場の周りの渦電流を表している。
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本論文では TDGL方程式の解を、平衡状態の解の速度 vでの並行移動とそこからの変

調という形で求める。

f(r, t) = f0(r − vt) + f (1)(r), (3.12)

Q(r, t) = Q0(r − vt) +Q(1)(r), (3.13)

P (r, t) = P (1)(r), (3.14)

f (1)(r), Q(1)(r)および P (1)(r)はそれぞれ O(v)である。

平衡状態の解 f0はGL方程式ですでに得られているので、ここからは f (1)(r), Q(1)(r),

P (1)(r) を求めることを目指す。これら v の 1次項についての方程式は以下の 3本に変

形できる。まず P (1) について、(
−σn∇

2

κ2
+ γ1f

2
0

)
P (1) = 0 (3.15)

のようになる。f0 は既知なので、P (1) はそれ単体で斉次微分方程式の解となる。

f (1),Q(1) については以下の連立方程式となる。

LX(r) =

(
−γ1v ·∇f0
−σnε(r)

)
(3.16)

ここで、

L =

(
∇2

κ2 −Q2
0 + 1− 3f20 −2f0Q0

−2f0Q0 −rotrot− f20

)
, X(r) =

(
f (1)(r)
Q(1)(r)

)
. (3.17)

である。v についての線形化方程式になるよう計算している。この方程式の境界条件は、

磁場 h(1) = ∇×Q(1)、電流密度 j(1)(r) = ∇× h(1)、電場 ε(1) = −∇P (1)

κ + v ·∇Q0

という陽に観測できる物理量を用いて以下のように表すことができる。

|f (1)(r → 0)| <∞, f (1)(r → ∞) = 0, (3.18)

|j(1)(r → 0)| <∞, j(1)(r → ∞) = (j+e
y + j−e

−y)ex ≡ jtr(r) (3.19)

|ε(1)(r → 0)| <∞, ε(1)(r → ∞) = 0 (3.20)

各物理量が原点で発散せず、遠方ではバルクの超伝導の性質になるため変調の効果がな

くなることを意味している。また、ここで j(1) が指数関数に接続するという境界条件が

あるが、これが磁場侵入長を有限と考えている効果である。従来の解法では、電流密度

は一定値になるという条件の下、計算が行われていたが、本論文では、超伝導体の内部で

は London方程式の帰結、すなわち、電流と磁場は超伝導体の内部では境界から中心に

向かって指数減衰していくことを考慮している。

この j(1) の境界条件 (3.19)は磁場 h(1) を用いて

|h(1)(r → 0)| <∞ h(1)(r → ∞) = (j+e
y − j−e

−y)ez (3.21)
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のようにも書かれる。遠方での磁場は輸送電流由来の磁場であるので輸送電流と同じく

指数関数の形をしている。より正確に言えば、r ≫ 1においては

h(1)(r) = j+e
y − j−e

−y +

∞∑
m=0

cm+Km(r) cosmθ +
∞∑

m=1

cm−Km(r) sinmθ (3.22)

となる。ここで、Km(r)は m次の第 2種変形 Bessel関数である。ここで登場する Km

に比例する項は外部から印加する電流以外の影響、例えば、渦糸が存在することにより生

じるバックフローの効果などを反映した項である。

3.1.2 部分波展開

式 (3.15)で P (1) に作用する演算子、及び、式 (3.17)での Lが軸対称であるので、式

(3.15)と (3.16)は z 軸回りの角運動量ごとに分解してそれぞれの部分ごとに解くことが

できる。よって、f (1)(r), Q(1)(r), P (1)(r)を

f (1)(r) =

∞∑
m=0

f
(1)
m+(r) cos(mθ) +

∞∑
m=1

f
(1)
m−(r) sin(mθ) (3.23)

Q(1)(r) = er

( ∞∑
m=0

q
(r)
m+(r) cos(mθ) +

∞∑
m=1

q
(r)
m−(r) sin(mθ)

)

+ eθ

( ∞∑
m=0

q
(θ)
m+(r) cos(mθ) +

∞∑
m=1

q
(θ)
m−(r) sin(mθ)

)
(3.24)

P (1)(r) =

∞∑
m=0

pm+(r) cos(mθ) +

∞∑
m=1

pm−(r) sin(mθ). (3.25)

と角運動量mについて展開する。さらに、のちのために、磁場の漸近形 (3.22)を遠方の

バルクの領域 (r ≫ 1)においても展開しておく。

h(1)(r) = j+e
y − j−e

−y +
∑
m

(cm+Km(r) cosmθ + cm−Km(r) sinmθ) ,

= (j+ − j−)

(
I0(r) + 2

∞∑
ℓ=1

(−1)ℓI2ℓ(r) cos 2ℓθ

)

+ 2(j+ + j−)

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓI2ℓ+1(r) sin((2ℓ+ 1)θ)

+
∑
m

(cm+Km(r) cosmθ + cm−Km(r) sinmθ) , (3.26)

ここで以下の指数関数の展開公式を使った。

ey = I0(r) + 2

∞∑
ℓ=1

(−1)ℓI2ℓ(r) cos 2ℓθ + 2

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓI2ℓ+1(r) sin((2ℓ+ 1)θ). (3.27)

これに応じて、電流密度

j(1)(r) = j(1,r)(r, θ)er + j(1,θ)(r, θ)eθ (3.28)



3.1 境界値問題としての TDGL方程式 35

のバルク領域 (r ≫ 1)での漸近形の展開を以下のように得る。

j(1,r)(r, θ) =
1

r

∂h(1)(r, θ)

∂θ
= −4(j+ − j−)

∞∑
ℓ=1

ℓ(−1)ℓ
I2ℓ(r)

r
sin 2ℓθ

+ 2(j+ + j−)

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)(−1)ℓ
I2ℓ+1(r)

r
cos((2ℓ+ 1)θ)

+
∑
m

(
−mcm+

Km(r)

r
sinmθ +mcm−

Km(r)

r
cosmθ

)
,

(3.29)

j(1,θ)(r, θ) = −∂h
(1)(r, θ)

∂r
= −(j+ − j−)

(
I ′0(r) + 2

∞∑
ℓ=1

(−1)ℓI ′2ℓ(r) cos 2ℓθ

)

− 2(j+ + j−)

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓI ′2ℓ+1(r) sin((2ℓ+ 1)θ)

−
∑
m

(cm+K
′
m(r) cosmθ + cm−K

′
m(r) sinmθ) (3.30)

ゲージ不変なベクトルポテンシャル Q(1) のバルク領域 r ≫ 1 での部分波展開は、この

領域では秩序変数が 1とみなせるのでQ(1) = −j(1) であることから、式 (3.28), (3.29),

(3.30) より直ちに得られる。

3.1.3 スカラーポテンシャルの導出：式 (3.15)の解

式 (3.15)は部分波展開により、(
−ζ2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2

r2

)
+ f20 (r)

)
pmσ(r) = 0, σ = ± (3.31)

と変形できる。ここで

ζ =
1

κ

(
σn
γ

) 1
2

. (3.32)

である。式 (3.31)の基本的な漸近解は以下のような形になる。

r ∼ 0, pmσ(r) ∼ rm, r−m

r ≫ 1, pmσ(r) ∼ e−r/ζ , er/ζ .

一般に、r ∼ 0 で rm に比例する解は Ae−r/ζ + Ber/ζ という形で、B がゼロでない漸

近形を持つ。したがって、原点付近で正の冪をもち、すべての r について有限の値であ

る解というのは存在しない。(m,σ) ̸= (1,+), について、P (1) の特異性がそのまま電場

ε(1) の特異性を導いてしまうので pm,σ = 0である。しかし、(m,σ) = (1,+)について

は、P (1) の r = 0付近での特異性はベクトルポテンシャルの時間微分

v ·∇Q0 ∼ −v
(
sin θeθ
κr2

+
cos θer
κr2

)
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と打ち消し合うため、結果として εは正則になる。よって、P (1)(r, θ) = vp̃(r) cos θとい

う解を得ることができ、また、p̃(r)は以下の方程式の解である。(
−ζ2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− 1

r2

)
+ f20 (r)

)
p̃ = 0 (3.33)

p̃は以下を満たす。

r → 0, p̃(r) → 1

r
, r ≫ 1, p̃(r) ∝ e−r/ζ . (3.34)

また、電場は以下によって与えられる。

ε(r) = verε
(r)(r) cos θ + veθε

(θ)(r) sin θ (3.35)

ここで、

ε(r)(r) = − p̃
′(r)

κ
+
Q0(r)

r
, ε(θ)(r) =

p̃(r)

κr
−Q′

0(r). (3.36)

である。

3.1.4 TDGL方程式 (3.16)の解

動径方向のみの方程式への変形 (1次元問題化)

部分波展開を式 (3.16)に適用すると、f (1)mσ, q
(θ)
mσ(r), そして q

(r)
mσ(r)についての方程式

が得られる。方程式は以下の形になる。

L1x1,− = g (m,σ) = (1,−) (3.37a)

Lmxm,σ = 0, otherwise (3.37b)

記号はそれぞれ

xm,σ(r) =

(
f
(1)
mσ(r)

q
(θ)
mσ(r)

)
, Lm =

(
H

(f)
m −2f0(r)Q0(r)

−2f0(r)Q0(r) H
(q)
m

)
, g =

(
vγ1f

′
0(r)

vσnε̃(r)

)
(3.38)

を表し、ハミルトニアン、ε̃の詳細は以下の通りである。

H(f)
m =

1

κ2

[
1

r

d

dr

(
r
d

dr

)
− m2

r2

]
+ (1− 3f20 (r)−Q0(r)

2) (3.39)

H(q)
m =

d

dr

(
r2f0(r)

2

m2 + r2f0(r)2

(
d

dr
+

1

r

))
− f0(r)

2 (3.40)

ε̃(r) ≡ − d

dr

(
rε(r)(r)

1 + r2f20 (r)

)
− ε(θ)(r) (3.41)

渦糸速度が −y 方向であるので、v · ∇f0 = −v ∂f0(r)
∂y = −v sin θf ′0(r) であることを

使った。 q
(r)
mσ(r)は

q(r)m,σ(r) = − mσr

m2 + r2f0(r)2

(
d

dr
+

1

r

)
q
(θ)
m,−σ, (m,σ) ̸= (1,+)

q
(r)
1+(r) = − r

1 + r2f20 (r)

(
d

dr
+

1

r

)
q
(θ)
1−(r) +

vσnr
2ε(r)(r)

1 + r2f20 (r)
, (3.42)
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という方程式により、q(θ) から得られる。磁場については q の rotation

h(1)mσ(r) =
dq

(θ)
mσ

dr
+
q
(θ)
mσ

r
−
σmq

(r)
m,−σ

r
, (3.43)

と、部分波展開の式

h(1)(r) = ez

( ∞∑
m=0

h
(1)
m+(r) cos(mθ) +

∞∑
m=1

h
(1)
m−(r) sin(mθ)

)
より得られる。磁場の展開係数は以下の通りである。

h
(1)
1−(r) =

r2f20 (r)

1 + r2f20 (r)

(
d

dr
+

1

r

)
q
(θ)
1−(r) +

vσnrε
(r)(r)

1 + r2f20 (r)
(3.44)

h(1)mσ(r) =
r2f0(r)

2

m2 + r2f0(r)2

(
d

dr
+

1

r

)
q(θ)mσ(r), (m,σ) ̸= (1,−) (3.45)

解 xmσ の境界条件は

|f (1)mσ(r → 0)| <∞, (3.46)

d

dr

(
r2f0(r)

2

m2 + r2f0(r)2

((
d

dr
+

1

r

)
q(θ)mσ

))
r→0

<∞ (3.47)

f (1)mσ(r ≫ 1) → 0 (3.48)

q(θ)mσ(r ≫ 1) → I ′m(r)×

 2(−1)ℓ(j+ − j−), (m,σ) = (2ℓ,+), ℓ = 1, 2, · · ·
2(−1)ℓ(j+ + j−), (m,σ) = (2ℓ+ 1,−), ℓ = 0, 1, 2, · · ·

0, otherwise
(3.49)

式 (3.47) は、(3.19), (3.44), (3.45) から従う。また、r ∼ 0 で f0(r) ∝ r であることよ

り、式 (3.47)は以下に変形できる。

d

dr

(
r3

d(rq
(θ)
mσ)

dr

)
r→0

<∞, m ̸= 0 (3.50)

d

dr

(
1

r

d(rq
(θ)
0σ )

dr

)
r→0

<∞. (3.51)

式 (3.49) は渦より遠方のバルク領域で、Q(1) = −j(1) であることと、式 (3.30) より従

う。特に、式 (3.49)の境界条件で空間変化する電流を考慮している。磁場侵入長を有限

とした解法では重要な条件である。

斉次方程式 Lmxmσ = 0の解

はじめに、斉次方程式 Lmxmσ = 0 の線形独立な解の組を考える。r = 0 の近傍で

f0(r) ∼ c1r であり、A0(r) ∼ a1r である。これより、r ∼ 0で

f0(r)Q0(r) = −f0(r)
κr

+ f0(r)A0(r) ∼ −c1
κ

+O(r2), (3.52)

Q0(r)
2 =

1

κ2r2
− 2A0(r)

κr
+A0(r)

2 ∼ 1

κ2r2
− 2a1

κ
+O(r2), (3.53)
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と展開できる。また、演算子 Lm は

Lm ∼ L̃(c)
m (3.54)

と書き直せる。ここで、

L̃(c)
m ≡



(
1
κ2

[
1
r

d
dr

(
r d
dr

)
− 1+m2

r2

]
2c1
κ

2c1
κ c21

(
1

m2

(
d
dr

(
r4
(

d
dr + 1

r

)))
− r2

)) ,m ̸= 0

(
1
κ2

[
1
r

d
dr

(
r d
dr

)
− 1

r2

]
2c1
κ

2c1
κ

d
dr

(
d
dr + 1

r

)) . ,m = 0

(3.55)

である。これよりm ̸= 0の L̃(c)
m x = 0を満たす解として、

x =

(
2c1κr

λ

(m2 + 1− λ2)rλ−2

)
, with λ = ±(m− 1), ±(m+ 1) (3.56)

を得る。m ̸= 0 のとき、r = 0 で有限となる解は 2 つのみであり、それを x
(I)
mσ(r) と

x
(II)
mσ(r) とする。それらは以下のような漸近形を持つ。

r → 0, x(I)
mσ(r → 0) →

(
c1κr

m−1

mrm−3

)
x(II)
mσ(r → 0) →

(
c1κr

m+1

−mrm−1

)
. (3.57)

m = 1については、式 (3.56)は λ = 0,±2の 3つしか解が無いように思えるが、残り

の一つは

x =

(
c1κ ln r
r−2 ln r

)
(3.58)

が得られることが Frobeniusの方法より導かれる。しかし、この解も r → 0で発散する

解であるため、解として不適である。

(m,σ) ̸= (1,−)の解

ここまでで考慮した境界値問題の解は

xmσ = C(I)
mσx

(I)
mσ(r) + C(II)

mσx
(II)
mσ(r) (3.59)

と書ける。このとき、r ≫ 1,では、f0(r) → 1であり、Q0(r) ∼ −U∞K1(r)である。し

たがって演算子の非対角項は十分小さいので、f/q がそれほど大きくないなら、

Lm ∼ L̃(b)
m ≡

(
1
κ2

d2

dr2 − 2 0

0 d
dr

(
r2

m2+r2

(
d
dr + 1

r

))
− 1

)
(3.60)

となる。したがって、遠方での斉次方程式 L̃(b)
m x = 0の漸近解の組は(

e
√
2κr

0

)
,

(
e−

√
2κr

0

)
,

(
0

I ′m(r)

)
,

(
0

K ′
m(r)

)
, (3.61)

の 4つとなる。2つ目と 4つ目の解は r → ∞でゼロに収束する解である。
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f の漸近形再考

ここで、f (1) の漸近解を、q(1) が発散的な解を持つことをもとに考え直す。q(1) の発散

的な解とは、輸送電流の境界条件に接続していることから導かれる I ′m(r)に比例する解

のことである。この q(1) が発散的であるならば、もともと考えていた方程式

H
(m)
f f(r)− 2f0(r)Q0(r)q

(1)(r) = 0 (3.62)

−2f0(r)Q0(r)f
(1)(r) +H(m)

q q(1)(r) = 0 (3.63)

の第 2式 1項目は f (1) が r ≫ 1で発散していないので無視できる。すなわち、第 2式は

H
(m)
q q(1)(r) = 0と考えてよく、これは式 (3.60)で考えたとおり、I ′m(r)となる発散的な

解を得る。一方で、第 1式の 2項目は q(1) があるために無視することができなくなり、

2f0Q0q
(1) ∼ −2U∞K1(r)I

′
m(r) ∼ −U∞

πr
(3.64)

なる式で考える必要がある。ここで、

K1(r) ∼
e−r

√
2πr

, Im(r) ∼ er√
2πr

, I ′m(r) = Im−1(r)−
mIm(r)

r
∼ er√

2πr
(3.65)

であることを使った。したがって式 (3.62)は(
1

κ2
d2

dr2
− 2

)
f (1) ∼ −U∞

πr
(3.66)

と変形でき、これより、

f (1) ∼ U∞

2πr
(3.67)

となる。したがって、この方程式の r ≫ 1の漸近形は(
f (1)

q(1)

)
∼
(

U∞
2πr
I ′m(r)

)
(3.68)

と書ける。

したがって、r ≫ 1で式 (3.59)は、以下の形の漸近解を持つことになる。

C(I)
mσx

(I)
mσ(r) + C(II)

mσx
(II)
mσ(r) ∼

(
β1e

√
2κr + β2e

−
√
2κr + β3U∞(2πr)−1

β3I
′
m(r) + β4K

′
m(r)

)
. (3.69)

秩序変数 f1 は発散する解を持たないので β1 = 0である。また、遠方で輸送電流に接続

する境界条件より、

β3 =

 2(−1)ℓ(j+ − j−), (m,σ) = (2ℓ,+), ℓ = 1, 2, · · ·
2(−1)ℓ(j+ + j−), (m,σ) = (2ℓ+ 1,−), ℓ = 0, 1, 2, · · ·

0, otherwise
(3.70)

となる。実際の計算上は、e−2κr と K ′
m(r) に比例する項が式 (3.68) に示す解よりも早

く収束することから、それらの項を β2, β4 によらずゼロとみなすことができる。した

がって、

C(I)
mσx

(I)
mσ(r) + C(II)

mσx
(II)
mσ(r) ∼

(
β3U∞(2πr)−1

β3I
′
m(r)

)
. (3.71)
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を考えればよく、β3 は式 (3.70) により決まっているので C
(I)
mσ と C

(II)
mσ が計算でき、

Lmxmσ = 0の解を得ることができる。

3.1.5 非斉次方程式 L1x1,− = g の解を持つ条件

線形の非斉次方程式は必ずしも解を持つわけではない。今回考えているm = 1の場合

について、その解を持つ条件は渦糸速度 v と輸送電流 jt を結びつける。これに似た議論

は Gor’kov-Kopnin [28], Dorsey [38]の論文中でもされており、その手法を用いる。

まずは例を考える。エルミート行列 Aに対して Ax0 = 0なる ∃x0 ̸= 0を考える。こ

の x0 を「ゼロモード解」と呼ぶことにする。非斉次方程式 Ax = g を考えるとき、ゼロ

モード解 x0 と非斉次項 g の間には直交関係が成立することが以下のように示せる。

x†
0 · g = x†

0Ax =

(
x†Ax0

:::

)∗

= 0 (3.72)

以上より、「エルミート行列 A について、ゼロモード解が存在するとき、非斉次方程式

Ax = g は x†
0 · g = 0のときにのみ解を持つ」ことが示される。このように、その演算子

を用いた斉次方程式がゼロモード解をもつ場合、非斉次項とゼロモード解の間に関係が

成立することが非斉次方程式が解を持つ必要条件である。そして、そのときに成立して

いる関係が解を持つ必要条件 (Solvability Condition) である。上の例；エルミート行列

の場合には直交関係が解を持つ条件である。

同様にして、今考えている TDGL方程式のm = 1の解にこれを適用し、解を持つ条件

を考える。L1 はエルミートではないので、必ずしも直交関係が成立するわけではない。

まず、L1x = 0を満たすゼロモード解に、

x =

(
f ′0(r)
Q′

0(r)

)
≡ w. (3.73)

があることがわかる。このゼロモード解の導出は Gor’kov-Kopnin [28], および、Dorsey

[38] の、displacement method を用いた。時間依存しない GL 方程式、すなわち平衡

状態の解は微小な距離ずらしても GL 方程式を満たすことからこの解が得られる。

L1x1,− = g であるので、両辺にゼロモード解を乗じて、∫ rc

0

(
wTL1x

)
rdr =

∫ rc

0

(
wTg

)
rdr (3.74)

となる。ここで、rc(≫ 1)はカットオフの長さである。部分積分により、左辺は　∫ rc

0

(
wTL1x

)
rdr =

∫ rc

0

(
xTL1w

:::
=0

)
rdr +B. T. = B. T. (3.75)
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となり、

B.T. =
1

κ2

[
r

(
f ′0

df
(1)
1,−

dr
− f

(1)
1,−

df ′0
dr

)]
r=rc

+

[(
r3f0(r)

2

1 + r2f0(r)2

)(
Q′

0

dq
(θ)
1,−

dr
− q

(θ)
1,−

dQ′
0

dr

)]
r=rc

. (3.76)

である。 B.T. は “boundary terms”に由来している。境界条件より、それぞれ、

f ′0(r → 0) <∞, f ′0(r ≫ 1) → 0, (3.77)

Q′
0(r → 0) → 1

κr2
, Q′

0(r ≫ 1) → −U∞K
′
1(r), (3.78)

f
(1)
1,−(r → 0) <∞, f

(1)
1,−(r ≫ 1) → 0 (3.79)

r2q
(θ)
1−(r → 0) <∞, q

(θ)
1,−(r ≫ 1) → 2(j+ + j−)I

′
1(r) (3.80)

であるので、以下を得る。

lim
rc→∞

B.T. = 2(j+ + j−)U∞ lim
rc→∞

(
r3c (I

′
1(rc)K

′′
1 (rc)−K ′

1(rc)I
′′
1 (rc))

1 + r2c

)
= 2(j+ + j−)U∞ (3.81)

ここで、
r3(I ′1K

′′
1 −K ′

1I
′′
1 )

1 + r2
= 1. (3.82)

なる関係を使った。したがって、この方程式が解を持つ条件は以下のように得られる。

2(j+ + j−)U∞ =

∫ ∞

0

(
wTg

)
rdr = v

∫ ∞

0

{
γ1(f

′
0(r))

2 + σnQ
′
0(r)ε̃(r)

}
rdr. (3.83)

輸送電流の定義 (3.19)によれば、

j+ + j− = |jtr(r = 0)|. (3.84)

であることがわかるので、(3.83)をさらに、

|jtr(r = 0)| = v

2U∞

∫ ∞

0

{
γ1(f

′
0(r))

2 + σnQ
′
0(r)ε̃(r)

}
rdr. (3.85)

と書き換えることができる。これは渦糸速度と輸送電流の間の線形応答の関係式である。

このように、TDGL方程式における可解条件はフラックフローを記述する内部の物理量

と、外部から印加された輸送電流を結びつけるという点で重要である。
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L1x1,− = g の解

上記の斉次方程式の解に、非斉次方程式の特解を加えたものを合わせて係数を決定す

ることにより得る。前の節より、m = 1 のとき、斉次方程式の 2 つある基本解のうち、

片方は

x =

(
f ′0(r)
Q′

0(r)

)
≡ w. (3.86)

である。この解はもともと、平衡状態の解を微小な距離だけ平行移動しても GL方程式

を満たすことから作られた解である。ゆえにこの解は解の原点をずらす効果しかない。

したがって、m = 1の解を求めるときには

x1− = C
(I)
1−x

(I)
1−(r) + xsp (3.87)

によって係数を決定すればよく、係数 C
(I)
1− は、他の m のときと同じくベクトルポテン

シャル q(1) が輸送電流に接続することから決まる。
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3.2 数値的計算のための手法

TDGL方程式を数値的に解く際、この方程式は r → ∞で発散するため、r ∼ 0から r

が大きい領域に向かって Runge-Kutta法によって微分方程式を解いていくことになる。

一方で、この微分方程式は初期値に対して敏感で、安易に r ∼ 0に初期値を与えて解こう

とすると、２つある解のうちの一方に収束してしまう。これは特に微分方程式の開始地

点が渦中心に近いほど、すなわち r が 0の近くから始まっているときほど起こりやすい。

それを解消するため、TDGL方程式の r ∼ 0での級数解を計算し、渦中心付近ではそ

の級数解から得られる解を用い、ある程度離れたところで級数解から得られる初期値を

用いて Runge-Kutta法にて解くことにする。

3.2.1 GL方程式の級数解

TDGL方程式の級数解をえるために、平衡状態の解、すなわち、GL方程式の解を級

数解で求めておく。出発点とする方程式は

1

κ2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr

)
f0 −

(
A(r)− p

κr

)2
f0 + f0 − f30 = 0 (3.88)

1

r

d

dr

(
r
dA

dr

)
− A

r2
= f20 (r)

(
A(r)− p

κr

)
(3.89)

である。p = ±1とする。初期条件は以下の通りとする。

f0(0) = 0, f ′0(0) = c1, A0(0) = 0, A′
0(0) = a1 (3.90)

初期条件 (3.90)のもとで、(3.88), (3.89)の解を級数の形で

f0(r) =
∑
n=0

cnr
n, A0(r) =

∑
n=0

anr
n, (3.91)

と書くことにする。ただし、c0 = a0 = 0とする。便宜のため、記号

(c ∗ c)n =

n∑
m=0

cmcn−m, (c ∗ c ∗ c)n =

n∑
m=0

= (c ∗ c)mcn−m (3.92)

を導入すると、

f20 (r) =
∑
n=0

(c ∗ c)nrn, f30 (r) =
∑
n=0

(c ∗ c ∗ c)nrn (3.93)

となる。さらに、

(a ∗ a)n =

n∑
m=0

aman−m, (a ∗ a ∗ c)n =
n∑

m=0

(a ∗ a)mcn−m,

(c ∗ c ∗ a)n =
∑
m=0

(c ∗ c)man−m, (a(+1) ∗ c)n =

n∑
m=0

am+1cn−m

(3.94)
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を導入すると、(
A0(r)−

p

κr

)2
f0 =

c1
κ2r

+
∑
n=0

rn
(
cn+2

κ2
+ (a ∗ a ∗ c)n − 2p(a(+1) ∗ c)n

κ

)
(3.95)

(
A0(r)−

p

κr

)
f20 =

∑
n=0

rn
(
(c ∗ c ∗ a)n − p(c ∗ c)n+1

κ

)
(3.96)

と書ける。これに加えて、

1

κ2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr

)
f0 =

c1
κ2r

+
∑
n=0

(n+ 2)2cn+2

κ2
rn (3.97)

1

r

d

dr

(
r
dA

dr

)
− A

r2
=
∑
n=0

(n+ 3)(n+ 1)an+2r
n (3.98)

を用いると、式 (3.88), (3.89) のすべての項が級数の形で与えられる。結果として、漸

化式

cn+2 =
κ2

(n+ 3)(n+ 1)

(
(a ∗ a ∗ c)n − 2p

κ
(a(+1) ∗ c)n − cn + (c ∗ c ∗ c)n

)
(3.99)

an+2 =
1

(n+ 3)(n+ 1)

(
(c ∗ c ∗ a)n − p(c ∗ c)n+1

κ

)
(3.100)

を得る。これと初期条件 (3.90)により、cn, an が低次から順に決まる。

3.2.2 斉次方程式 Lmxmσ = 0を解くための手法

実際に TDGL 方程式を級数的に解いていくにあたり、Lmxmσ = 0 のなかの q(r) を

消去することを考える。(3.37b), (3.38)より

q(r) =
Hf

mf

2f0Q0
. (3.101)

とできる。結果として、解くべき方程式は f(r)について 4階で、r = 0に正則特異点を

もつ微分方程式になる。各 mについて、r = 0で発散する解が 2つと、収束する解が 2

つある。後者の解を次の手法を用いて求めることを目指す。

まずはじめに、Frobeniusの手法を用いて r = 0周辺での解析的な解を求める。それに

より、f(rc), f ′(rc), q(rc), q′(rc)を求める。ここで、rc = 0.1 ∼ 0.2とする。これを初

期値として微分方程式を Runge-Kutta法によりとき、f(r)と q(r)を r > rc の範囲で計

算していく。

3.2.3 Lmxmσ = 0の解

f(r)を

f(r) =
∑
n=0

fn(ρ)r
n+ρ (3.102)



3.2 数値的計算のための手法 45

の形に展開する。ρは未定パラメータである。この形式を

q(r) =
Hf

mf

2f0Q0
(3.103)

に代入する。そのとき、q(r)が

q(r) =
∑
n=−2

qn(ρ)r
n+ρ (3.104)

と展開された形で得ることができる。ハミルトニアン Hf
m を

Hf
m =

1

κ2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2 + 1

r2

)
+1+w(r), w(r) = −3f0(r)

2 −A2
0(r) +

2A0(r)

κr
(3.105)

と書き下し、ここで使った関数 w(r)も r について展開した形で書き下しておく。

w(r) =

∞∑
n=0

wnr
n, wn = −3(c ∗ c)n − (a ∗ a)n +

2an+1

κ
(3.106)

これにより、(3.103)の分子が

Hf
m

∞∑
n=0

fn(ρ)r
n+ρ =

∞∑
n=−2

(Tmf)n(ρ)r
n+ρ +

∞∑
n=0

(fn(ρ) + (w ∗ f)n(ρ))rn+ρ, (3.107)

と書き下せる。ここで、

(Tmf)n(ρ) =
((n+ ρ+ 2)2 −m2 − 1)fn+2(ρ)

κ2
(3.108)

である。関数 z(r)を以下のように定義すると、

z(r) =
∞∑

n=0

znr
n = ω(r)−1, ω(r) = f0(r)Q0(r) =

∞∑
n=0

(
(c ∗ a)n − cn+1

κ

)
︸ ︷︷ ︸

ωn

rn.

(3.109)

式 (3.103), (3.107), (3.108), 及び (3.109)より、n = −2,−1のとき、

qn(ρ) =

{
1
2z0(Tmf)−2(ρ), n = −2
1
2z0(Tmf)−1(ρ), n = −1

(3.110)

また、それより大きな n = 0, 2, · · · に対して、

qn(ρ) =
1

2
(zn+2(Tmf)−2(ρ) + zn+1(Tmf)−1(ρ)

+ (z ∗ (Tmf))n(ρ) + (z ∗ f)n(ρ) + (z ∗ w ∗ f)n(ρ)) (3.111)

を得る。式 (3.102), (3.104), (3.110), (3.111)は任意の fn(ρ)に対して式 (3.37b)の 1行

目を満たす。

以下では、(3.37b)(3.38)の 2行目、

Hq
mq(r)− 2ω(r)f(r) = 0. (3.112)
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を解く。1項目を

Hq
mq(r) =

d

dr

(
F (r)

(
dq(r)

dr
+
q(r)

r

))
− f0(r)

2q(r) (3.113)

と書き、ここで定義した F (r)は

F (r) =
r2f0(r)

2

m2 + f0(r)2
=

{
1, m = 0∑∞

n=4 Fnr
n, m ̸= 0.

(3.114)

であり、右辺 2行目のように展開係数を定める。ここから m ̸= 0と m = 0は分けて議

論する。

3.2.4 m ̸= 0

式 (3.112)を上のように決めた展開係数を用いて展開すると、

Hq
mq(r) =

∞∑
ℓ=0

{
(ρ+ ℓ+ 1)

ℓ−2∑
n=−2

(ρ+ n+ 1)Fℓ+2−nqn(ρ)−
ℓ−2∑

n=−2

(c ∗ c)ℓ−nqn(ρ)

}
rℓ+ρ

(3.115)

と

ω(r)f(r) =

∞∑
ℓ=0

(ω ∗ f)ℓ(ρ)rℓ+ρ, (3.116)

になる。これらをまとめて、

∞∑
ℓ=0

rℓ+ρSρ,ℓ,m[{fn}] = 0, (3.117)

と書き表す。係数 Sρ,ℓ,m[{fn}]は

Sρ,ℓ,m[{fn}] =

{
(ρ+ ℓ+ 1)

ℓ−2∑
n=−2

(ρ+ n+ 1)Fℓ+2−nqn(ρ)

−
ℓ−2∑

n=−2

(c ∗ c)ℓ−nqn(ρ)− 2(ω ∗ f)ℓ(ρ)

}
(3.118)

とした。(3.118)で、rρ の係数は l = 0としたものなので、

Sρ,0,m[{fn}] = −c1(ρ−m− 1)(ρ−m+ 1)(ρ+m− 1)(ρ+m+ 1)f0(ρ)

2κm2
(3.119)

となる。ここで、

(c ∗ c) = c21, F4 =
c21
m2

, ω0 = −c1
κ
, z0 = − κ

c1
, q−2(ρ) = − (ρ2 −m2 − 1)f0(ρ)

2κc1

を使った。r1+ρ の係数は

Sρ,1,m[{fn}] = −c1(ρ−m)(ρ−m+ 2)(ρ+m)(ρ+m+ 2)f1(ρ)

2κm2
(3.120)
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である。同じようにして、r2+ρ の係数は

Sρ,2,m[{fn}] = c1(ρ−m+ 1)(ρ+m+ 1){
(ρ−m+ 3)(ρ+m+ 3)f2(ρ)

2κm2

+

(
−6a1m

2 + 6a1ρ
2 + 20a1ρ+ 6a1 − κρ2 + 2κρ+ 15κ+ κm2

)
f0(ρ)

16m2

}
(3.121)

ここで、GL方程式を級数展開したときの r3 の係数 c3 が r1 の係数 c1 を用いて

c3 = −κ
2c1 + 2κc1a1

8
(3.122)

と表すことができることより因数を整理した。この関係式は GL方程式の係数を順次決

定できる、式 (3.99)

cn+2 =
κ2

(n+ 3)(n+ 1)

(
(a ∗ a ∗ c)n − 2p

κ
(a(+1) ∗ c)n − cn + dn

)
(3.123)

より従う。ℓ ≥ 2について、rℓ+ρ の係数は

Sρ,ℓ,m[{fn}] =− c1(ρ−m+ ℓ− 1)(ρ−m+ ℓ+ 1)(ρ+m+ ℓ− 1)(ρ+m+ ℓ+ 1)fℓ(ρ)

2κm2

+ (· · · )fℓ−2(ρ) + (· · · )fℓ−4(ρ) + · · · . (3.124)

これらの式より、fℓ(ρ)がゼロでないなら、fℓ(ρ)を、fℓ−2(ρ), fℓ−4(ρ) · · · を使って再
帰的に求めることができる。nが奇数のとき、fn(ρ) = 0と qn(ρ) = 0と解を決定するこ

とができる。f(r)と q(r)が、ℓ > 0で式 (3.117)を満たし、また、(3.110)、(3.111)を満

たすような fn(ρ), qn(ρ)であるとき、これを f(r; ρ), q(r; ρ)とする。そのとき、

L(m)

(
f(r; ρ)
q(r; ρ)

)
= −c1(ρ−m− 1)(ρ−m+ 1)(ρ+m− 1)(ρ+m+ 1)f0(ρ)r

ρ

2κm2

(
0
1

)
(3.125)

を得る。この式の左辺をゼロにするような ρが求めたい解の最低次の項ということにな

る。ρ = m + 1 のとき、式 (3.124) で ℓ > 0 を満たす fℓ+2(ρ) の係数は非ゼロとなり、

fℓ(m+ 1)が再帰的に決まる。したがって、基本的な解のうち、r = 0で収束的な解の 1

つは f0(m+ 1) = 1として、 (
f(r;m+ 1)
q(r;m+ 1)

)
(3.126)

と得ることができる。式 (3.121) において ρ = m − 1 のとき、f0 と f0(ρ) は共通因数

(ρ−m+ 1)(ρ+m− 1)を持つ。このことより、式 (3.121)の (右辺) = 0から f2(ρ)を

f0(ρ)を用いて決定することができる。f2(ρ)の係数は一見ゼロになってしまうが、共通

因数を持つことより、式 (3.121)の右辺中括弧の中がゼロになるという条件で解くことが

できる。ρ = m− 1のとき、(3.124)を ℓ ≥ 2で考えたとき、fℓ+2(m− 1)の係数はゼロ

ではないので、f2(m− 1), f4(m− 1), f6(m− 1), · · · を用いて再帰的に決定することがで
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きる。したがって、基本的な解のうち、r = 0で収束的な解の 2つめは、f0(m− 1) = 1

として、 (
f(r;m− 1)
q(r;m− 1)

)
(3.127)

である。

式 (3.121)では、f2(ρ)の係数が一見ゼロになってしまい、この式から単純には f(r;m−
1) が決定できず、係数を未定パラメータ ρ で微分し、対数項を導出する Frobenius の

手法が必要であるように見えるが、前述の通り必要ない。このことは、今回扱っている

TDGL方程式のみに着目した場合には見つからないが、式 (3.122)で示した関係、すな

わち、平衡状態の渦糸解をあわせて解くことにより解決できる問題である。

3.2.5 m = 0

式 (3.112)は

∞∑
ℓ=−4

rℓ+ρ(ρ+ℓ+1)(ρ+ℓ+3)qℓ+2(ρ)−
∞∑
ℓ=0

rℓ+ρ
ℓ−2∑

n=−2

(c∗c)ℓ−nqn(ρ)−2

∞∑
ℓ=0

rℓ+ρ(ω∗f)ℓ(ρ) = 0

(3.128)

となる。式 (3.118)で、rρ−4 の係数は

− (ρ− 3)(ρ− 1)2(ρ+ 1)f0(ρ)

2κc1
, (3.129)

式 (3.118)で rρ−3 は

− (ρ− 2)ρ2(ρ+ 2)f1(ρ)

2κc1
(3.130)

である。式 (3.128)において、rρ−2 の係数は

− (ρ− 1)(ρ+ 1)2(ρ+ 3)f2(ρ)

2c1κ
−

(ρ− 1)(ρ+ 1)
(
10a1ρ

2 + 6a1 + κρ2 + 7κ
)
f0(ρ)

16c1
.

(3.131)

と表される。式 (3.128)で ℓ ≥ −1での rℓ+ρ の係数は

− (ρ+ ℓ+ 1)(ρ+ ℓ+ 3)2(ρ+ ℓ+ 5)fℓ+4(ρ)

2c1κ
+(· · · )fℓ+2(ρ)+(· · · )fℓ(ρ)+· · · . (3.132)

という形になる。m ̸= 0のときと同じく再帰的に決定することができる。nが奇数のと

きは fn(ρ) = 0, qn(ρ) = 0となる。式 (3.125)にならって

L(0)

(
f(r; ρ)
q(r; ρ)

)
= − (ρ− 3)(ρ− 1)2(ρ+ 1)f0(ρ)r

ρ−4

2κc1

(
0
1

)
(3.133)

を得ることができ、したがって、２つの基本解は f0(1) = 1とすれば(
f(r; 3)
q(r; 3)

)
,

(
f(r; 1)
q(r; 1)

)
(3.134)

である。
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3.2.6 非斉次方程式の特解

式 (3.37a)の 1行目を q(r)について解くと

q(r) =
1

2
z(r)

(
H

(1)
f f − gf (r)

)
(3.135)

これを (3.37a)の 2行目に代入すると

H̃f(r) = g̃(r) (3.136)

を得る。ここで、

H̃f(r) ≡ 1

2
H(1)

q

(
z(r)H

(1)
f f

)
− 2ω(r)f(r), g̃(r) =

1

2
H(1)

q (z(r)gf (r)) + gq(r).

(3.137)

である。g̃(r)は以下のように級数展開される。

g̃(r) =
∑
k=0

g̃2kr
2k. (3.138)

前提として、ここでは H̃f(r)を、正則関数 f(r)について考えることにする。f(r)は以

下のように級数展開されている。

f(r) =
∑
ℓ=0

fℓr
ℓ. (3.139)

H̃f(r)を
H̃f(r) =

∑
ℓ=0

[H̃f ]ℓrℓ, (3.140)

のように表すことにすると、係数 [H̃f ]ℓ は S
(1)
0,ℓ ({fn}) で表されることとなる。例えば、

式 (3.119), (3.120), (3.121)及び (3.124)より、以下が従う。

[H̃f ]0 = 0, [H̃f ]1 =
3c1f1
2κ

, [H̃f ]2 = 0 (3.141)

また、

[H̃f ]ℓ = − (ℓ− 2)ℓ2(ℓ+ 2)c1fℓ
2κ

+ (· · · )fℓ−2 + · · · (3.142)

である。この結果と、式 (3.138)をあわせて考えれば、 式 (3.136)の解を

f ih(r) = f ih,I(r) + f ih,II(r) + f ih,III(r) (3.143)

と得る。ここで、f ih,I(r), f ih,II(r),f ih,III(r)はそれぞれ、

H̃f ih,I(r) = g̃0 (3.144)

H̃f ih,II(r) = g̃2r
2 (3.145)

H̃f ih,III(r) =
∞∑
k=2

g̃2kr
2k. (3.146)
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の特解である。ここで、

H̃f(r, ρ)
∣∣∣
m=1

= −c1(ρ− 2)ρ2(ρ+ 2)f0(ρ)r
ρ

2κ
, (3.147)

を考えることにより、以下の 2つの式を得ることができる。

H̃∂2f(r, ρ)

∂ρ2

∣∣∣
m=1,ρ=0

=
4c1f0(0)

κ
, H̃∂f(r, ρ)

∂ρ

∣∣∣
m=1,ρ=2

= −8c1f0(2)r
2

κ
. (3.148)

これらと (3.144), (3.145)を見比べることにより、特解 f ih,I(r), f ih,II(r)を

f ih,I(r) =
κg̃0
4c1

∂2f(r, ρ)

∂ρ2

∣∣∣
m=1,ρ=0,f0(0)=1

(3.149)

f ih,II(r) = −κg̃2
8c1

∂f(r, ρ)

∂ρ

∣∣∣
m=1,ρ=2,f0(2)=1

(3.150)

と求めることができる。f ih,III(r)については、

f ih,III(r) =
∑
k=2

f2kr
2k (3.151)

の形で得られ、f0 = f2 = 0と定めれば、あとは小さい k から大きい k に向かって順に

S
(1)
0,2k({fn}) = g̃2k for k ≥ 2 (3.152)

を解けば決まる。以下 f4, f6, · · · と再帰的に決定できる。

3.2.7 非斉次項の展開係数

この小節では非斉次項 g̃(r) の展開係数を求めることを目的とする。スカラーポテン

シャルを求める方程式 (3.33)を改めて書くと、以下の通りだった。(
−ζ2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− 1

r2

)
+ f20 (r)

)
p̃ = 0 (3.153)

解 p̃は以下を満たしている。

r → 0, p̃(r) → 1

r
, r ≫ 1, p̃(r) ∝ e−r/ζ . (3.154)

電場の表式

ε(r)(r) = − p̃
′(r)

κ
+
Q0(r)

r
, ε(θ)(r) =

p̃(r)

κr
−Q′

0(r). (3.155)

と、(3.41), (3.137)より、g̃(r)を得ることができる。式 (3.153)は r = 0で正則特異点を

持つ。そこで、p̃(r)を

p̃(r) = rρ
∑
n=0

pn(ρ)r
n, p0 ̸= 0 (3.156)

と置き、式 (3.153)に代入すれば、

(ρ+ ℓ+3)(ρ+ ℓ+1)

∞∑
ℓ=−2

pℓ+2(ρ)r
ℓ+ρ − ζ−2

∞∑
ℓ=2

rℓ+ρ
ℓ∑

n=2

(c ∗ c)npℓ−n(ρ) = 0 (3.157)
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を得る。(3.157)における rρ−2 の係数より、

(ρ+ 1)(ρ− 1)p0(ρ) = 0. (3.158)

を得る。同様にして、

(ρ+ 2)ρp1(ρ) = 0 (3.159)

(ρ+ 3)(ρ+ 1)p2(ρ) = 0 (3.160)

(ρ+ 4)(ρ+ 2)p3(ρ) = 0 (3.161)

(ρ+ 5)(ρ+ 3)p4(ρ)− ζ−2(c ∗ c)2p0(ρ) = 0 (3.162)

(ρ+ 6)(ρ+ 4)p5(ρ)− ζ−2(c ∗ c)2p1(ρ) = 0 (3.163)

が得られる。また、ℓ ≥ 4については以下の表式を得る。

(ρ+ ℓ+ 1)(ρ+ ℓ− 1)pℓ(ρ)− ζ−2
ℓ−4∑
n=0

(c ∗ c)ℓ−n−2pn(ρ) = 0, ℓ ≥ 4. (3.164)

(3.158)- (3.164)より、ρ = ±1について、(3.156)の基本的な解を、nが奇数と、2のと

きには
pℓ(ρ) = 0, (3.165)

それ以外のときには

pℓ(ρ) =

∑ℓ−4
n=0(c ∗ c)ℓ−n−2pn(ρ)

ζ2(ρ+ ℓ+ 1)(ρ+ ℓ− 1)
, ℓ ≥ 4. (3.166)

の形で得られる。これらより、2つの基礎的な解が級数展開の形で

p̃high(r) = r

∞∑
k=0

p2k(1)r
2k, p̃low(r) =

1

r

∞∑
k=0

p2k(−1)r2k (3.167)

と得られる。p0(±1) = 1とする。これらの解は r ∈ (0, rc1)において有効な級数展開で

ある。rc1 ∼ 0.2ξ とした。p̃high(r)と p̃low(r)の r が大きい部分は別の数値的な手法、例

えば、Runge-Kutta法などにより求められる。

求めたスカラーポテンシャル

p̃(r) = p̃low(r) + Cep̃high(r) (3.168)

は (3.154)の r → 0での境界条件を満たす。係数 Ce は (3.154)の r = rc2 ≫ ξ での境界

条件を考慮して、

Ce = − ζp̃′low(rc2) + p̃low(rc2)

ζp̃′high(rc2) + p̃high(rc2)
(3.169)

で得られる。r = rc2 ≫ ξ であるので

p̃′(rc2)

p̃(rc2)
= −1

ζ
(3.170)

も成り立っている。
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式 (3.167)と (3.168)より、p̃(r)を

p̃(r) =
1

r
+

∞∑
k=0

p̃2k+1r
2k+1, p̃2k+1 = p2k+2(−1) + Cep2k(+1) (3.171)

と書くことができる。したがって、電場の成分は

ε(r)(r) = − p̃
′(r)

κ
+
Q0(r)

r
=

∑
n=1,3,5,···

(
−np̃n

κ
+ an

)
rn−1 (3.172a)

ε(θ)(r) =
p̃(r)

κr
−Q′

0(r) =
∑

n=1,3,5,···

(
p̃n
κ

− nan

)
rn−1, (3.172b)

と書き表せる。電場 ε̃(r)の展開係数を

ε̃(r) =
d

dr

(
rε(r)(r)

1 + r2f20 (r)

)
− ε(θ)(r) =

∑
n=0,2,4,···

ε̃nr
n. (3.173)

と描いておくことにする。

次に、g̃(r)の展開係数を求めていく。g̃(r)は

g̃(r) = vσn

(
H

(1)
q (z(r)f ′0(r))

2κ2ζ2
+ ε̃(r)

)
(3.174)

と表されている。ここで、 簡単のため、z(r)f ′0(r)を

z(r)f ′0(r) =

∞∑
ℓ=0

r2ℓ(z ∗ dc)2ℓ, (z ∗ dc)2ℓ =
ℓ∑

n=0

(2n+ 1)z2(ℓ−n)c2n+1 (3.175)

と描いておくことにすると、

H(1)
q (z(r)f ′0(r)) =

∞∑
ℓ=1

r2ℓ
ℓ−1∑
n=0

(
(2ℓ+ 1)(2n+ 1)F

(1)
2(ℓ+1−n) − (c ∗ c)2(ℓ−n)

)
(z ∗ dc)2n.

(3.176)

と書くことができる。最終的には、g̃(r)を

g̃(r) =
∑
ℓ=0

r2ℓg̃2ℓ (3.177)

と展開したとき、その係数は

g̃2ℓ = vσn

(
1

2κ2ζ2

ℓ−1∑
n=0

(
(2ℓ+ 1)(2n+ 1)F

(1)
2(ℓ+1−n) − (c ∗ c)2(ℓ−n)

)
(z ∗ dc)2n + ε̃2ℓ

)
.

(3.178)

の形で得ることができる。
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3.2.8 非斉次方程式の特解；再考

前の小節までで、電場ソース項の級数解を得ることができ、これにより、非斉次方程式

の特解を導出することができるようになった。実際に数値計算をすれば求まるが、ここ

で、式 (3.149), (3.150)について、改めて考える。これらは f(r; ρ)を微分したものが解

になっているため、Frobeniusの手法により導かれる対数項を持つよう思える。しかし、

(3.149), (3.150)は係数にに g̃0, g̃2 を持っており、実際に計算すると、この 2項はゼロに

なっていることがわかる。（実際には g̃0 − g̃3 はすべてゼロになる。）したがって、この特

解は対数項を持つことはなく、r の冪の項のみを持つことがわかる。
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第 4章

TDGLによる数値計算

本章では、前章までで計算した級数解、漸近形を用いて実際に数値計算を行い、得られ

た結果を議論する。パラメータとして κ, ζ を設定し、これらの物質パラメータが変わっ

た場合の電流と磁場の状態、及び磁束フロー駆動力の振る舞いの変化を議論する。電流

と磁場については、Hu-Thompsonの論文 [50]で言及されているバックフロー構造に着

目して議論する。磁束フロー駆動力については流体力由来の駆動力と電磁気由来の駆動

力がそれぞれ渦中心からどのような振る舞いをするのかを示し、その合力が一定値に収

束するものの、その値が従来から知られている |jt × ϕ0|ではないという点を議論する。

4.1 量子渦の形状

4.1.1 平衡状態の物理量

平衡状態の物理量は GL方程式 (3.88),(3.89)を解くことによって得られる。本計算で

は κ = 3, 5, 7, 10の 4つのパラメータを用いて比較を行った。得られた秩序変数 f0(r)を

図 4.1に、ベクトルポテンシャル A0(r)を図 4.2に示した。Abrikosovの単位系が λを

基準とすることを反映して、秩序変数 f0 は κ が大きいほどコヒーレンス長 ξ が小さく

なっている。一方で、ベクトルポテンシャル A0 は r = 1、すなわち磁場侵入長 λの位置

でピークを持ち、遠方では 1/κr に漸近している。
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(a) 秩序変数 f0
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(b) 秩序変数 f0 について、r ≤ 1までの範囲を示したもの。

図 4.1: κ = 3, 5, 7, 10での秩序変数 f0。λを基準とする単位系のため、κが大きくなる

につれ、コヒーレンス長 ξ が短くなっていることがわかる。
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図 4.2: κ = 3, 5, 7, 10でのベクトルポテンシャル A0。λを基準とする単位系のため、ベ

クトルポテンシャルのピークはどの κについても r = 1にある。
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4.1.2 秩序変数

各パラメータについて TDGL 方程式の数値計算を行った。計算にあたり、流れてい

る輸送電流は y 軸について対称と仮定した。すなわち、j+ = j− である。このとき、境

界条件 (3.49) の 1 行目は j+ − j− = 0 となる。したがって、部分波展開の角運動量 m

は奇数のみを考える。また、計算の際、式 (3.23), (3.24)の角運動量 mについての和は

m = 9程度まで取れば十分である。角運動量mが大きくなると、秩序変数やベクトルポ

テンシャルといった物理量の寄与は小さくなるからである。例として、κ = 10の場合を

図 4.3に示した。

(a)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.05
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(b)
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図 4.3: κ = 10, ζ = 1/3, vσn = 1での (a)秩序変数 f (1) と (b)ゲージ不変ベクトルポテ

ンシャル q(1) の角運動量ごとのプロット。角運動量mが大きいほど、各項の寄与が小さ

いことがわかる。

秩序変数 f1 の計算結果を図 4.7a, 4.4aに等高線図として示す。破線の円の内部がこの

計算が信頼できる範囲である。横軸、縦軸はそれぞれ実空間での x, y をコヒーレンス長

ξ で規格化したものである。2つの図について、κの値が変わっても基本的には形が変わ
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らないことがわかる。図の x正方向に向かって輸送電流 jt が流れており、磁束フロー速

度 v は −y 方向である。図より、秩序変数の穴が動いていく方向に穴が広がるように変
調を受ける。磁束フロー Hall効果は考えていないため、図は左右対称である。
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(b) vσn = 1での f0 + f1
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(c) vσn = 0.1での f0 + f1

図 4.4: κ = 3, ζ = 1/3 における秩序変数の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に

沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。
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(c) vσn = 0.1での f0 + f1

図 4.5: κ = 5, ζ = 1/3 における秩序変数の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に

沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。
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図 4.6: κ = 7, ζ = 1/3 における秩序変数の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に

沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。
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図 4.7: κ = 10, ζ = 1/3における秩序変数の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に

沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。
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4.1.3 磁場、電流

磁場の実空間での等高線図を図 4.8から図 4.11に示した。それぞれの図の (a)は渦糸

速度 v の 1次の磁場 H1 のみを示し、(b),(c)は平衡状態での磁場 H0 と H1 との和を示

している。H1 は渦糸フロー速度 v に比例しており、vσn = 1, 0.1の場合をそれぞれ図示

した。

H1 のみを示した図 4.8a から図 4.11a はそれぞれ輸送電流による磁場を含んでおり、

これは磁場侵入長 λを有限値にして計算した効果である。輸送電流は London方程式の

結果の通り、cosh yに比例する形をしている。したがって、輸送電流による磁場は sinh y

の形をしており、yの正方向から負方向へ勾配がついた図が得られる。電流の 2次元面内

でのベクトル図も図 4.12に示す。前述した通り、電流は遠方で London方程式の帰結と

して、cosh y に比例する輸送電流に接続するという境界条件を課している。得られたベ

クトル図はそれを反映して、y の両端から中心に向かって強度が減衰している。

ここで、κ = 10 について j1,H1 から輸送電流の成分、また、輸送電流が作る磁場の

成分を引き去った残りの成分を図 4.13に図示する。電流のベクトル図と磁場の等高線図

を重ねて示した。渦中心の上下に小さな別の渦電流があり、さらにその外側に大きな構

造があるのがみえる。磁場は双極子様の形を持っており、渦中心で電流が輸送電流と反

対方向に流れている。これは Hu-Thompson(1972) [50]の論文で言及されているバック

フロー構造である。Hu-Thompson の論文から引用した図 4.14b と本研究で得られた図

4.14aを並べてみてもほぼ同じ図となっていることがわかる。上下の小さな渦電流は、図

4.7aで示した f1 の構造に対応している。秩序変数が正方向にある部分には磁場が入り込

みづらくなっているため、バックフロー磁場は負方向、電流もそれに対応する向きとなっ

ている。

Hu-Thompsonの示したバックフローの図 4.14bは TDGL方程式の解の漸近形をもと

に描かれたが、本研究では厳密に数値計算をすることによりあらためてバックフロー構

造を図示し、バックフローが散逸領域に存在することを示した。また、Hu-Thompsonの

計算は、第 2種極限を取り輸送電流 jt は一定値とする従来型の手法を用いているが [50]、

輸送電流を空間変化するものとして計算してもこのバックフロー構造は現れるというこ

とが明らかになった。

数値的にみると、渦中心部分において、バックフローの絶対値は輸送電流と比べて

κ = 10のとき 5.2%程度、κ = 3のとき 18%程度である。したがって、輸送電流を引き

去っていない場合に渦中心に実際に逆向きの電流が流れているわけではなく、あくまで、

電流を弱める働きをする程度である。このとき、渦中心には輸送電流 jt(r)からバックフ

ロー電流を差し引いた値の常伝導電流が流れている。常伝導電流のベクトル図を図 4.15

に示す。
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図 4.8: κ = 3, ζ = 1/3における磁場の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に沿って

おり、計算が信頼できる範囲を示している。
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(c) vσn = 0.1での H0 +H1

図 4.9: κ = 5, ζ = 1/3における磁場の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に沿って

おり、計算が信頼できる範囲を示している。
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図 4.10: κ = 7, ζ = 1/3における磁場の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に沿っ

ており、計算が信頼できる範囲を示している。
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図 4.11: κ = 10, ζ = 1/3における磁場の等高線図。赤い破線は計算結果が漸近解に沿っ

ており、計算が信頼できる範囲を示している。
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図 4.12: 輸送電流は xの正方向に流れている。y 方向には端から指数的に減衰し、cosh y

に比例する大きさを持つ。
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図 4.13: κ = 10, ζ = 1/3でのバックフロー電流とそれによる磁場。磁束渦の中心である

原点付近で x負方向の電流成分がある。赤い破線は計算結果が漸近解に沿っており、計

算が信頼できる範囲を示している。
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(a) κ = 10のバックフロー磁場。
(b) Hu-Thompson(1972) [50]のFig.2

図 4.14: バックフロー磁場の等高線プロットを Hu-Thompsonの論文の図と並べたもの。

小さな渦構造とその外側の大きな渦構造がよく一致している。
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図 4.15: 常伝導電流 jnを示したベクトル図。κ = 10, ζ = 1/3, vσn = 1とした。vσn = 1

として計算しているので、プロットは電場ベクトルに一致している。渦中心付近の超伝

導が壊れたあたりに流れていることがわかる。
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4.1.4 バックフローのパラメータ依存性

Hu-Thompsonは κ, ζ の比によってバックフロー電流が増強あるいは減衰すると主張

している [50]。彼らの論文で図示されているのはパラメータが 1種類にとどまっていた

が、本研究は複数のパラメータで計算できているのでそれを図示する。

まず、ζ = 1/3と固定して、κを変化させたものを図 4.16に示す。κの値が小さいほ

ど、バックフロー電流が強く現れていることが図からわかる。κ = 3では xの正方向へ

の電流成分、すなわち、輸送電流と同じ方向の電流成分が図示した範囲内に表れていな

い。κが大きくなるにつれ、渦中心付近のバックフローが弱まるとともに、上下の渦電流

のさらに外側にもう一つの渦構造が表れていることがわかる。これらの計算から、κが小

さいほどバックフローが強く現れることが確認できた。

ζ を変化させたときのバックフロー図について、κ = 7で計算したものを示す。ζ が小

さいほどバックフロー電流の強度が高いことが図からわかる。図 4.17c と図 4.17d の間

でフローの向きが変わっており、そのときに渦中心付近上下にある渦が消えていること

がわかる。その後、図 4.17eの ζ では輸送電流に順方向の電流成分が強く残り、外側の渦

構造がやや磁束渦中心に近づいていることがわかる。

κ = 5についても同様に、渦中心でのバックフロー電流の符号が変わる ζ 付近での計

算を図 4.18に示す。κ = 7と同じ傾向が異なる κでも見られる。
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(d) κ = 10

図 4.16: ζ = 1/3, vσn = 1, κ = 3, 5, 7, 10でのバックフローを図示した。渦中心部分で輸

送電流とは反対方向に流れる電流成分がある。また、その上下に小さな渦流が 2つ生じ

ている。この渦流、またそれに付随するバックフロー磁場は f1 が正の部分で負になって

いることがわかる。ζ を固定した上では κが大きいほどバックフローの絶対値は小さく

なり、外側の渦構造が近くに存在することもわかる。図中の赤い破線は計算結果が漸近

解に沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。



74 第 4章 TDGLによる数値計算

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

x/ξ

y
/ξ

-0.0108

-0.0084

-0.0060

-0.0036

-0.0012

0.0012

0.0036

0.0060

0.0084

0.0108

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

(a) κ = 7, ζ = 1/3, vσn = 1

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

x/ξ

y
/ξ

-0.0117

-0.0078

-0.0039

0

0.0039

0.0078

0.0117

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

(b) κ = 7, ζ = 21/50, vσn = 1
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(d) κ = 7, ζ = 11/25, vσn = 1
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図 4.17: κ = 7と固定し、ζ を変化させたもの。ζ が小さいほどバックフローが増強され

ていることがわかる。磁束渦付近の渦構造はバックフローの消失にともなって消え、外

側の渦構造が原点に向かって近づいてきていることがわかる。赤い破線は計算結果が漸

近解に沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。
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(c) κ = 5, ζ = 1/2, vσn = 1

図 4.18: κ = 5, vσn = 1, ζ = 1/3, 9/20, 1/2でのバックフロー。赤い破線は計算結果が

漸近解に沿っており、計算が信頼できる範囲を示している。
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4.2 量子渦の駆動力

これまでの物理量を用いて渦にかかる駆動力について再考する。渦にかかる駆動力に

ついては、Kato-Chung [45]で定義された流体力学的な力、電磁気学的な力、及びその合

力を計算する。

4.2.1 運動量保存則と駆動力

Kato-Chung [45]で示された電子に対しての運動量保存則は以下のように書かれる。

(j × h)µ = ∂νPµν − γ1
(
∂tf∂µf − κf2PQµ

)
− (jn × h)µ (4.1)

ここで、運動量密度テンソルを

Pµν = −jsνQµ +
∂νf∂µf

κ2
− δµνFsn (4.2)

であり、さらに、自由エネルギー密度は

Fsn =
|∇f |2

2κ2
+

Q2f2

2
− f2

2
+
f4

4
(4.3)

である。流体力学的な力は∮
(−Pµν)nνdℓ

=

∮ (
−f2QµQνnν +

f2Q2nµ
2

− ∂µf∂νfnν

κ2
+
∂νf∂νfnµ

2κ2
− f2nµ

2
+
f4nµ
4

)
dℓ

(4.4)

と得られる。以下では、積分のそれぞれの項を評価していく。µ = y とする。v について

線形方程式であるので、

−
∮
f2QyQνnνdℓ ∼ −

∮
f20Q0yQ1νnνdℓ

= −
∮
f20Q0(eθ · ey)q(r)1+(r) cos θdℓ

= −πrf20 (r)Q0(r)q
(r)
1+(r) (4.5)

∮
f2Q2ny

2
dℓ =

∮
Q0 ·Q1f

2
0nydℓ+

∮
Q2

0f0f1nydℓ

=

∮
Q0(r)(q

(θ)
1+(r) cos θ + q

(θ)
1−(r) sin θ)f20 (r) sin θdℓ

+

∮
Q2

0f0(f1+(r) cos θ + f1−(r) sin θ) sin θdℓ

= πrQ0f
2
0 q

(θ)
1−(r) + πrQ2

0f0f1−(r) (4.6)
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− 1

κ2

∮
∂yf∂νfnνdℓ = − 1

κ2

∮
∂yf∂rfdℓ = −πr

κ2
df0
dr

(
2
df1−
dr

+
f1−
r

)
(4.7)

1

2κ2

∮
∂νf∂νfnydℓ =

πr

κ2
df0
dr

df1−
dr

(4.8)

−1

2

∮
f2nydℓ = −πrf0f1− (4.9)

1

4

∮
f4nydℓ = πrf30 f1− (4.10)

のように計算できる。

電磁気的な力は v の 1次までで解くことなどに注意して∫
S

(j(r)× h(r))µ dr = −πrh0(r)h(1)1−(r) (4.11)

と計算できる。

4.2.2 駆動力の成分

実際に駆動力を式 (4.4)-(4.11) のもと計算した結果が、図 4.19 である。

κ = 3, 5, 7, 10, ζ = 1/3 の場合を示した。ここで示した流体力、磁気力、および

それらの合力は、局所的な力を渦中心 r = 0から、横軸で示す距離 r まで面積分した総

和として求めている。合力を示した曲線を見れば、一定の距離以降は積分範囲を増やし

ても駆動力の増減が無いことがわかる。言い換えれば、一定の距離に到達すると、それ

より外側の積分範囲には渦を動かそうとする力が無いことを示している。積分範囲とし

て十分な距離を取れば、それより外側では渦への運動量の流れ込みはなくなるので、内

部の力の合力は渦芯部分のみに掛かる力だとみなすことができる。この時点で渦一つに

かかる力が初めて定義できる。今回の計算結果では、渦中心から一定の距離までは流体

力、磁気力はともに 0から増えていき、ある一定の距離まで到達すると、合力の増減が

なくなる。これは超伝導量子渦に駆動力の観点から長さが定義できることを示している。

Kato-Chung では渦中心から遠方での漸近解を用いて、2 つの力の合力が一定値

jt(0)× ϕ0 になることのみに着目し、散逸領域では渦にかかる力が定義できないことを議

論できていなかった。Kato-Chung の議論では渦芯部にかかる力の大きさと、積分範囲

とした領域の中に渦芯があることはわかっていた。加えて、今回の計算により、渦の力の

観点から散逸領域に大きさがあることがわかった。
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(a) κ = 3, ζ = 1/3での駆動力のそれぞれの成分とその合力。図中の破線は |jt(0)× ϕ0|の値を示
している。
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(b) κ = 5での駆動力のそれぞれの成分とその合力。図中の破線は |jt(0)×ϕ0|の値を示している。
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(c) κ = 7での駆動力のそれぞれの成分とその合力。図中の破線は |jt(0)×ϕ0|の値を示している。
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(d) κ = 10での駆動力のそれぞれの成分とその合力。図中の破線は |jt(0) × ϕ0|の値を示してい
る。

図 4.19: 駆動力の大きさを示したグラフ。緑が流体力、赤が磁気力、青がそれらの合力を

示している。青線を見れば、一定の距離以降は合力は増えないことがわかる。また、κが

大きいほどその一定値に達する距離が長い。
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駆動力の ζ 依存性

駆動力の増え方は κだけでなく、ζ にも依存している。ζ は電場の減衰に関わる長さの

スケールである。この長さスケールが変わることでも駆動力が一定値に近づく長さが変

わる。κ = 7について、ζ を変えたときの駆動力を図 4.20に示す。ζ が大きいほど、駆動

力の増加の仕方が鈍い。したがって、図 4.17の結果と合わせて考えると、バックフロー

が増強される、すなわち ζ が小さいほど駆動力も狭い範囲内で一定値に達し、バックフ

ローが弱められる ζ が大きい領域では駆動力も広い範囲に生じていることがわかる。
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(a) κ = 7, ζ = 1/3。図中の破線は |jt(0)× ϕ0|の値を示している。
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(b) κ = 7, ζ = 43/100
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(c) κ = 7, ζ = 1

図 4.20: κ = 7と固定し、ζ を変化させた磁束渦の駆動力。図中の破線は |jt(0)× ϕ0|の
値を示している。
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4.2.3 駆動力の絶対値

一定になった力の絶対値は
Ftotal = 2πjtU∞ (4.12)

と計算できる。これまで力の絶対値は

F conv
drv = |jt × ϕ0| = jt

2π

κ
(4.13)

とされてきたが、今回の計算により、U∞/κ 倍だけ異なることがわかった。この値は

κ ≫ 1であれば U∞ ∼ 1/κとなるが、磁場侵入長が有限の値を取る場合、特に今回の計

算のように κ = 3, 10のような場合には一致するとは言えない。

特に図 4.22にはその大きさの違いが顕著に表れている。これは κが比較的小さな値で

あることに由来している。従来の駆動力の大きさは κ → ∞ を前提とした方程式からの
結論であったため、有限の κで計算を進めた本論文にて駆動力の大きさが正しく示され

たことになる。

また、今回の計算より、これまで通説とされていた「渦の駆動力の大きさは輸送電流と

磁束量子の積」とするこれまでの通説は第二種極限を取った場合に成立する関係式と位

置づけることができた。
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(a) κ = 10, ζ = 1/3での駆動力の絶対値と比較の全体図。
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(b) 図 4.21a上部の目盛りを拡大表示した図。

図 4.21: 図 4.19dの Ftotal/jt（青）と、2πU∞（赤）と 2π/κ（ピンク）の比較。駆動力

はすべて jt に比例しているため、jt で除した値を示している。特に図 4.21bを見れば、

青線は赤線へと漸近している様子がわかる。
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図 4.22: κ = 3での Ftotal/jt（青）と、2πU∞（赤）と 2π/κ（ピンク）の比較。1/κと

U∞ の違いが顕著に表れている。
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4.2.4 局所的な力の計算

今回の計算では漸近形に頼らず方程式を解ききったために、局所的な磁気力を計算す

ることができる。式 (4.11)、図 4.19に示していた磁気力は範囲を決めての積分値だった

が、局所的な電子にかかる力を可視化することができた。

局所的な磁気力は具体的には以下の式で計算される。

Fmag = j ×H

= (j0 + vj1)× (H0 + vH1) (4.14)

である。ここで、フラックスフロー速度 v を陽に書き表した。式 (4.14)を計算したベク

トル図は図 4.23である。フロー速度 v = 0.1とすれば、v の 2次項が十分無視できるこ

とが図からわかる。中心から放射状に湧き出る向きの力は j0 ×H0 であり、これは平衡

状態からの寄与に相当する。この寄与を Fmag 全体から差し引いた、正味の電磁気的な駆

動力を図 4.24に示した。渦中心付近の電子は大局的に見れば下向きの駆動力を受けてお

り、中心付近ほど受けている力の強度が高い。これは物理的にも自然な描像である。つ

ぶさに見ていけば、電子は一様に下向きの力を受けているというよりは双極子的な力を

受けていることも見て取れる。
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(a) v の 2次項も含めた計算値
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(b) v の 2次項を落とした計算値
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(c) 局所電磁気力と磁気圧等高線図

図 4.23: κ = 10, ζ = 1/3, vσn = 0.05における局所的な磁気力のベクトル図。中心から

放射状に湧き出る向きの力は平衡状態の磁場 H0 と渦電流 j0 からくる寄与である。図

4.23aと図 4.23bの 2つの図がほぼ同様に見える。図 4.23cは図 4.23bに磁気圧を示した

等高線図を重ねたもの。等高線と垂直方向に力が働いていることがわかる。
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(a) 正味の電磁気力
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(b) 正味の電磁気力と正味の磁気圧

図 4.24: 図 4.23bからさらに平衡状態の電流同士の効果 j0 ×H0 を差し引いた、正味の

電磁気的な駆動力。全体的に下向きで、渦中心付近ほど高い強度を持つ。大局的には下

向きの力だが、細かく見れば、双極子的な力を受けている。磁気圧等高線図重ねて見て

も、中心付近で下向きの磁気力の強度が増していることがわかる。
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4.2.5 エネルギー保存則と散逸関数

今回の計算では、秩序変数などの解が得られている。これを利用すると、あらたに局所

的な散逸関数を求めることが可能である。エネルギー保存則は以下のように書くことが

できる。
∂

∂t

(
h2

2
+
f2Q2

2
+

|∇f |2

2κ2
− f2

2
+
f4

4

)
+∇ · je = −W (4.15)

ここで、エネルギー流は、

je = ε× h+
Pf2Q

κ
− ∂f

∂t

∇f

κ2
(4.16)

また、右辺の散逸関数は

W = σnε
2 + κγ1f

2P 2 + γ1

(
∂f

∂t

)2

︸ ︷︷ ︸
v2 cos2 θ(f ′

0(r))
2

(4.17)

である。このW を描像した図を 4.25に示す。散逸の領域はコヒーレンス長 ξ 程度の範

囲であることがわかる。
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図 4.25: κ = 10, ζ = 1/3, vσn = 1でのエネルギー散逸関数を等高線プロットしたもの。

散逸の領域はおよそ r ∼ ξ 程度に収まっていることがわかる。
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第 5章

議論

この章では、前前章で述べた定式化から派生して得られる結果、前章で得られた結果の

適用範囲と実験による検証可能性について述べる。

5.1 輸送電流下でピン留めされている孤立量子渦にかかる力

第 3章の定式化を変更することにより、ピン留めされた孤立量子渦がある系に輸送電

流が流れている場合の Ginzburg-Landau方程式の解を得ることができる。

x = 0, y = 0を中心軸とした円柱状欠陥 (断面の半径 a)によるピン留めポテンシャル

u(r) = u0Θ(a− r) (Θは Heavisideのステップ関数)があるときの平衡 GL方程式(
∇2

κ2
−Q2 + 1

)
f − f3 − u(r)f(r) = 0 (5.1)

∇
κ

·
(
f2Q

)
= 0 (5.2)

∇×∇×Q = −f2Q (5.3)

を境界条件
f(r → 0) = 0, Q(r → 0) → −eθ

κr
(5.4)

Q(r → ∞) = −(j+e
y + j−e

−y)ex + o(j+, j−) f(r → ∞) = 1 + o(j+, j−) (5.5)

の下で解けば、微小な輸送電流下でピンされた孤立渦に対する GL方程式の解を輸送電

流に関する一次までの精度で解いたことになる。f0′(r),Q0′(r)を境界条件

f(r → 0) = 0, Q(r → 0) → −eθ
κr
, f(r → ∞) = 0, Q(r → ∞) → 0 (5.6)

の下での (5.1)-(5.2)の解とし、f (1
′)(r),Q(1′)(r)は O(j+, j−)の寄与とし、

f(r) = f0′(r − r0) + f (1
′)(r) + o(j+, j−) (5.7)

Q(r) = Q0′(r − r0) +Q(1′)(r) + o(j+, j−) (5.8)



94 第 5章 議論

とおくと、r0 は輸送電流による f0′(r),Q0′(r)の変形を伴わない空間分布の変位を表し,

f (1
′)(r),Q(1′)(r)は変形の効果を表す。f (1

′)(r),Q(1′)(r)は境界値問題

L′
(
f (1

′)(r)

Q(1′)(r)

)
=

(
f0′(r)(r0 ·∇)u(r)

０

)
, L′ = L+

(
u(r) 0
0 0

)
(5.9)

|f (1
′)(r → 0)| <∞, f (1

′)(r → ∞) = 0, (5.10)

|j(1
′)(r → 0)| <∞, j(1

′)(r → ∞) = (j+e
y + j−e

−y)ex ≡ jtr(r) (5.11)

の解である。3 章における f (1)(r),Q(1)(r) と比べると、f (1)(r),Q(1)(r) が満たす非同

次方程式の作用素 Lと非同次項をそれぞれ

L→ L′,

(
−γ1v ·∇f0
−σnε(r)

)
→
(
f0′(r)(r0 ·∇)u(r)

０

)
(5.12)

と置き換えたものが f (1
′)(r),Q(1′)(r)が満たす同次方程式 (5.9)である。これにより力

の r 依存性、秩序変数の大きさ、磁場、電流分布、バックフロー 電流、局所 Lorentz力

分布を得られ、フロー状態のそれらと比較することができる。

5.2 実験による検証法の提案

本論文で得られた結果のうち、実験による検証が可能と思われるのは、渦にかかる駆動

力のうち、磁気的な Lorentz力はその半分以下となる点である。フラックスフロー状態

で直接検証するのは難しいが、前節で見たように、フロー状態で渦にかかる駆動力とピ

ン止めされた渦にかかる駆動力は同じものである。従って、輸送電流下でピンされた孤

立量子渦の周囲の局所磁場を測定し、それからMaxwellの応力により渦にかかる磁気的

な Lorentz力を求められれば、「磁気的な Lorentz力が渦にかかる駆動力の一部でしかな

い」ことを検証できる。

具体的には以下のような手順で行う。

1. 量子渦がない状態で輸送電流を超伝導体に流し、電流の空間分布を測定しておく

(jtr(r)の測定)。

2. 孤立量子渦がピン止めされている超伝導体（1 と同じサンプル）に輸送電流を流

す。その際の輸送電流の強さは、量子渦から離れた領域で 1と同じ値になるよう

に設定する。

3. 1.で求めた jtr(r)から 2でピン止められている量子渦の位置 r0 における jtr(r0)

を求めておく（これにより駆動力の大きさ |jtr(r0)||ϕ∗0|を見積もることができる）。
4. 3の状態で、ピン止めされた量子渦を囲む領域（２次元面上での閉曲線 C）で局所

磁場を測定し、Maxwell応力の表面積分により、C で囲まれる領域 S にかかる磁

気的 Lorentz力 FL(S) を

(FL(S))µ =

∮
C

(
hµhν − h2δµν

2

)
nνdℓ. (5.13)
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図 5.1: 実験的検証法の模式図。局所磁場から閉曲線の内側にかかる Maxwell 応力が計

算できる。そのために量子渦を囲む閉曲線上で局所磁場を測定する。

より求める。ここで dℓは閉曲線に沿った線素、nν は C に直交する２次元平面上

の単位ベクトルの ν(= x, y)成分である。

5. |FL(S)| が |jtr(r0)||ϕ∗0|の半分以下であることを確かめる。C が量子渦から十分
離れれば |FL(S)| が 1

2 |jtr(r0)||ϕ
∗
0|に近づくことが本研究の結果から予想される。

この検証では、フロー状態ではなくピン留めされた磁束渦に対して、それを囲む閉曲線

で磁場測定を行うことで、Lorentz力が jt × ϕ0 の半分以下の値で検出される。領域内の

駆動力はMaxwellの応力テンソルを、閉曲線上で積分したものから得られるため、磁場

の測定のみから Lorentz力は計算され、磁束量子と予め測定しておいた輸送電流の値と

比較することでその駆動力の絶対値の比較を行うことができる。前節で述べたようにピ

ン留め磁束とフロー状態の磁束は同じものと考えられるため、ピン留め磁束の Lorentz

力の情報から、フロー状態についても Lorentz力が駆動力の一部に過ぎないことを検証

できる。
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5.3 一般化された TDGL方程式への拡張

TDGL方程式

γ
∂f

∂t
= ξ2∇2f −

(
e∗ξQ

ℏ

)2

f + f − f3. (5.14a)

∇ · js =
γf2P

µ0λ2ξ2
, (5.14b)

の適用範囲は狭い。転移点近傍であることに加えて、対破壊緩和時間（磁性不純物による

弾性散乱） τs がエネルギーギャップ ∆(T ) に対応する時間スケール ℏ/∆(T ) よりずっ

と短いことが条件である。これは多くの磁性不純物を含む超伝導体でのみ成り立つ。非

磁性不純物による弾性散乱の緩和時間 τimp が ℏ/∆(T ) よりずっと短いが、τs やフォノ

ンによる非弾性散乱緩和時間 τE が ℏ/∆(T ), よりずっと長いとき、転移点近傍の超伝導

体のダイナミクスは τs > τE のとき以下の方程式 (一般化された TDGL 方程式)で表さ

れる。

γ(f)
∂f

∂t
= ξ2∇2f −

(
e∗ξQ

ℏ

)2

f + f − f3. (5.15a)

∇ · js =
γ(χ)f2P

µ0λ2ξ2
, (5.15b)

ここで、二つの緩和時間はそれぞれ以下のように与えられる。

γ(f) = γ(1 + 4τ2E∆(T )2f2)
1
2 , γ(χ) = γ(1 + 4τ2E∆(T )2f2)−

1
2 . (5.16)

γ(f) と γ(χ) はそれぞれ秩序変数の振幅緩和時間と位相の緩和時間である。一般化された

TDGL方程式の特徴は、秩序変数の振幅と位相が異なる緩和時間を持つ、つまり、位相

の方が速く緩和することと、緩和時間が秩序変数の局所的な値を通して位置に依存する

ことである。τE∆(T ) ≪ 1, γ(f) ∼ γ(χ) が成り立つとき式 (5.15a) と (5.15b) は従来型

の TDGL方程式 (5.14a) (5.14b)に帰着される。

一般化された TDGL方程式に対しても第 3章で述べた定式はほぼそのまま使える。電

場を求める方程式に現れる γ は γ(χ) で置き換え、f (1),Q(1) に対する方程式の非同次項

に現れる γ を γ(f) に置き換えればよい。これにより、電場の空間分布が替わるので、エ

ネルギー散逸領域の大きさが変わり、したがって、フロー状態で渦にかかる駆動力が定義

できる領域（従って「渦の大きさ」）が異なることと、駆動電流の大きさ jtr と渦の速さ v

の間の線形関係式が変更を受ける一方で、渦の駆動力の大きさや、駆動力が流体的な力と

磁気的な Lorentz力からなることは従来型 TDGL方程式と用いたときと同様である。
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本研究では、第二種超伝導体に生じた量子渦が孤立して存在するとき、そこに輸送

電流が流れるとその量子渦が駆動する磁束フロー現象を、Time-dependent Ginzburg-

Landau方程式 ( TDGL方程式 )の問題として解き、その解を用いて物理量、特に渦芯

付近の物理量を計算し図示した。その結果

(1) 渦芯周辺の電子にかかる駆動力を計算し、磁束渦にかかる駆動力を定義できる

条件

(2) 磁束渦にかかる駆動力の絶対値が従来より知られている jtr × ϕ0 とは異なる

こと

を示した。

この TDGL方程式は非斉次項を持つ微分方程式であり、解く際には境界条件を正しく

定めることが重要である。本研究ではこの境界条件を、従来の空間で一様な輸送電流とす

るのではなく、超伝導体の端から指数的に減衰する電流とした。これは電流が London方

程式を満たすように振る舞うという条件である。この輸送電流が端部から内部に向かっ

て減衰するという条件はすなわち、磁場侵入長 λが有限の値であることを意味している。

この条件のもと、TDGL 方程式を磁束フロー速度 v の 1 次までで解き、その解を用

いて物理量を計算して図示した。特に得られた電流から輸送電流を差し引いた際に残る

バックフロー流の描像はは Hu-Thompson [50] が TDGL 方程式から導出した漸近的な

形をよく再現しており、今回計算した解の正当性は十分である。

(1)について、渦芯付近と渦芯から十分遠方のバルク領域をつなぐ全領域の解を得たこ

とにより、散逸関数や、渦の周りの電子にかかる駆動力などを局所的に求めることができ

るようになった。特に、渦の周りの電子にかかる駆動力を渦芯部から積分領域を広げて

いく形で計算できるようになったことで、超伝導磁束渦にかかる駆動力は、電子にかかる

駆動力の総和が変化しなくなるある距離だけ離れたときに初めて定義できることを明ら

かにした。流体力学で渦糸にかかる力を議論する際に、その渦糸を取り囲むように運動

量を計算したとき、囲む範囲を変えても計算される運動量が変化しないことから、渦糸に

かかる駆動力と決めていることとの類推で、超伝導量子磁束渦にかかる駆動力も、囲む範
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囲を変えても内部の運動量の総和、すなわち駆動力の総和が変わらないときに、これを磁

束渦にかかっている力と呼ぶことができるということである。この結果は、コヒーレン

ス長や磁場侵入長ではなく、駆動力の面から渦の大きさを議論することができるという

ことを示唆している。

(2)について、渦にかかる力を計算した結果、その絶対値は 2πjtrU∞ であり、通説と

なっている駆動力の絶対値 jtr × ϕ0 = 2πjtr/κ ではないことを明らかにした。κ → ∞
のとき、U∞ → 1/κとなることより、従来の TDGL方程式を用いた磁束フローの理解は

κ→ ∞という極限的な状態を扱ったものであったと位置づけた。
本研究では、この方程式が解を持つ条件を導出することにより、外部パラメータである

輸送電流と磁束フロー速度や秩序変数などの超伝導体内部の量を結ぶ関係式を導出した。

この関係式も先行研究 [28,38]とは異なる境界条件のもとで導出されており、有限の磁場

侵入長での物理量の計算が尽くされている。

また、局所的な磁場や電磁気力などを導出しており、とくに渦にかかる駆動力としての

電磁気力は知られている jtr × ϕ0 の半分以下であるということは、局所的な磁場を検出

できるプローブで実証可能である。

本研究の今後の発展としては、まず、方程式の緩和項の再考が挙げられる。Dorsey [38]

では複素数を考えることによりフラックスフロー Hall効果を、Watts-Tobin [31]では γ1

をさらに 2つの成分、秩序変数の振幅と位相の緩和それぞれに分けることで、より広範

な適用範囲の方程式とできる。これらの項を追加しても、今回の解法を用いれば、大きな

変更はなく、ほぼ、非斉次項が変更を受けるだけで解くことができる。課題として、駆動

力の面から渦の大きさを決定するとしたとき、その長さの基準をどのように決定するか

については未解決である。どの程度まで、漸近値に近づいたときに積分範囲によらずに

内部の運動量が変わっていないとできるのかを議論する必要はある。

また、今回は孤立した磁束渦に対するアプローチであったが、磁束が格子を組んだと

き、磁場侵入長有限とする境界条件でどのような解が導出されるかは、磁束は多くの場合

格子を組んでいることを考えても、興味深く、重要な問題である。
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付録 A

局所的な力のつり合いの導出

はじめに超伝導電流が磁場から受ける力を書き下す。

(js ×H)µ = [js × (∇×Q)]µ

= jsλ∂λ′Qµ′ελ′µ′νελνµ

= −jsλ∂λ′Qµ′(δλλ′δµµ′ − δλµ′δλ′µ)

= −∂ν(jsνQµ) + (∇ · js)Qµ + jsν∂µQν (A.1)

ここで ελµν はレヴィ・チヴィタの εであり、δµν はクロネッカーの δ である。(A.1)の

右辺第 3項をさらに書き換える。そのために ∂µFsn を計算する。

∂µFsn =

(
∂ν
κ

(
∂µf

∂ν
κ
f

)
− ∂µf

∂2ν
κ2
f + f2Qν∂µQν + f∂µfq

2 − f∂µf + f3∂µf

)
+ ∂µ

(
ρsP

κ

)
= ∂ν

(
∂µ
κ
f
∂ν
κ
f

)
− jsν∂µQν − ∂µf(γ1∂tf + γ2Pf) + ∂µ

(
ρsP

κ

)
(A.2)

2番目の等式で (2.93)と (2.95)を用いた。(A.2)と (2.98)を (A.1)に代入すると、

(js ×H)µ =− ∂ν(jsνQµ) + (γ1κPf
2 − ∂tρs)Qµ

− ∂µFsn + ∂ν

(
∂µ
κ
f
∂ν
κ
f

)
− ∂µf(γ1∂tf + γ2Pf) + ∂µ

(
ρsP

κ

)
=∂νPµν + γ1κPf

2Qµ − ∂t(ρsQµ) + ρs∂tQµ − γ1∂tf∂µf − γ2Pf∂µf + ρs
∂µ
κ
P + P

∂µ
κ
ρs

=∂νPµν + γ1κPf
2Qµ − ∂t(ρsQµ)− γ1∂tf∂µf − ρsEµ (A.3)

となる。最後の式変形ではE = −∇P/κ−∂tQと (2.97)を用いた。この (A.3)を (2.99)

を用いて改めて書くと、(2.100);

∂νPµν + ∂t(−ρsQµ) = (ρsE + js ×H)µ + γ1∂µf∂tf +

(
−dρs
dt

)
conv

Qµ (A.4)

となる
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付録 B

単位系の変換

本論文では参考文献として、Dorsey [38], Hu-Thompson [50], Kato-Chung [45]を引

用している。これら 3つの論文はそれぞれが採用している単位系が異なっている。この

補遺にてそれらの単位系の間の変換をまとめる。本論中ではとくに Dorseyが採用した、

磁場侵入長 λを長さの基準とし、物理量を無次元化する単位系のもとで計算を進めた。

B.1 Kato-Chungの単位系から Dorseyの単位系へ

Kato-Chungの TDGL方程式は秩序変数 ψ, ベクトルポテンシャル A, スカラーポテ

ンシャル Φを用いて

γ

(
∂

∂t
+
ie∗Φ

ℏ

)
ψ = ξ2

(
∇− ie∗A

ℏ

)2

ψ + ψ − |ψ|2ψ (B.1)

と書き表される。Kato-Chungの単位系での物理量には添字 Kを、無次元化した物理量

には Dorsey の論文に習っていることを示す添字 D をつけると、2 つの単位系は以下の

係数で変換できる。

rK = λrD, tK = (λ/c)tD, ψK = ψD,

AK = (ℏ/e∗ξ)AD, ΦK = (ℏc/e∗λ)ΦD (B.2)

σK = (1/µ0λc)σD

したがって、扱う TDGL方程式は(
1

κ
∇− iA

)2

ψ + ψ − |ψ|2ψ − γ

(
∂

∂t
+ iΦ

)
ψ = 0 (B.3)

と変換される。
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B.2 Kato-Chungの単位系から Hu-Thompsonの単位系へ

Hu-Thompsonの論文では前提として、ℏ = c = kB = 1としている。したがって、真

空の誘電率 ε0、真空の透磁率 µ0 と光速 cの関係は

ε0µ0 =
1

c2
= 1 (B.4)

となり、ゆえに

ε0 =
1

µ0
(B.5)

と書くことができる。Kato-Chung と Hu-Thompson の単位系の違いは主に SI 単位系

と CGS 単位系の違いに由来するものである。Kato-Chung の単位系での物理量に添え

字 Kを、Hu-Thompsonの単位系での物理量に添え字 Hを書くことにすると、変換は以

下のとおりである。

γK = ξ2γH, e∗K =
√
4πε0(2eH) =

√
4π

µ0
(2eH)

σK =
4π

µ0
σH, jK =

√
4π

µ0
jH (B.6)

QK =

√
µ0

4π
QH, PK =

√
µ0

4π
PH

これにより、Kato-Chung 単位系を介して Hu-Thompson の単位系と Dorsey の単位

系を換算できる。
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