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(M,H)を2n+1次元接触多様体とし、EをM上にユニモジュラーなホロノミーを持
つ平坦ベクトル束とする。Rumin [9]はEの de Rham複体の部分複体 (E•(M,E), d•R)
を導入した。この複体の特徴として、k ̸= nでは dkR : Ek(M,E) → Ek+1(M,E)は 1階
の偏微分作用素であるのに対して、k = n、すなわち中央ではD = dnR : En(M,E) →
En+1(M,E)は 2階の偏微分作用素になる。パラメータを ak = 1/max{1,

√
|n− k|}

とし、dkE = akd
k
Rとすると、(E•(M,E), d•E)も複体になる。この複体を Rumin複体

と呼ぶことにする。3次元の場合は ak = 1になることに注意する。このパラメータ
を考慮することにより、佐々木多様体で d•E は Kähler型の恒等式を持つ [11]。ここ
で、佐々木多様体は接触多様体であり、球面やレンズ空間を含む。

Rumin複体には主に二つの側面が知られている。第一に、Rumin複体は、接触
多様体に関して平坦ベクトル束の de Rham複体の Bernstein-Gelfand-Gelfand 複体
(BGG複体)に一致する (e.g. [12, §5.3], [2, §4])。BGG複体は放物型幾何 [1]や、良
いクラスのフィルター多様体で定義される [2]。典型的な定理として、BGG複体のコ
ホモロジーは de Rhamコホモロジーに一致することが挙げられる [10, Theorem 1],
[1, Theorem 4.13], [2, Corollary 4.20]。
第二に、Rumin複体は sub-Riemann極限を考えた際に現れる。Sub-Riemann幾

何への自然な手法として、sub-Riemann極限を取ったときに Riemmann多様体で定
義されるものがどのような振る舞いをするかが挙げられる。コンパクトなファイブ
レションに対してMazzeoとMelrose [8]が Hodge-de Rhamラプラシアンに対する
sub-Riemann 極限の挙動の一部が BGG 複体を用いて書けることを示した。また、
Riemann 葉層構造に対して Forman [3] が de Rham 複体の Dirac 作用素に対する
sub-Riemann極限の振る舞いの一部がBGG複体を使って表せることを発見した。接
触多様体では、Hodge-de Rhamラプラシアンに対する sub-Riemann極限が Rumin
複体で記述できることを Ruminは突き止めた [11]。

Ruminと Seshadriはパラメータを ak = 1とした Rumin複体に付随する解析的
捩率 (Rumin-Seshadri捩率) 導入した [13]。S1 作用つき 3次元佐々木多様体におい
て、Rumin-Seshadri捩率とRay-Singer捩率が一致することを証明した。この定理が
5次元以上でも成り立つかどうかは自然な問である。
本論文では、この問をレンズ空間の場合に対して調べる。まず、CR球面 S2n+1 ⊂

Cn+1上の自明束で、パラメータ ak を考慮した Rumin複体のラプラシアン∆E の固
有値を具体的に求める。特に、S2n+1に作用するU(n+1)の最高ウェイトのみで∆E
の固有値が決定される。これは池田と谷口 [4, Proposition 2.3]による次の Hodge-de
Rhamラプラシアンの定理に類する性質を持つ：対称空間でHodge-de Rhamラプラ
シアンの固有値は、k-形式に自然に作用する Lie群で既約分解したときに現れる最高
ウェイトのみで具体的に決定される。また、すべてのパラメータが ak = 1場合につ
いては、この性質が起きないことを示す。
次に、∆E の固有値の結果を用いて、レンズ空間上のユニモジュラーなホロノミー

から誘導される平坦ベクトル束をに対して、Rumin複体に付随する解析的捩率関数
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(接触捩率関数)を Hurwitzゼータ関数を用いて明示的に書けることを示す。接触捩
率は接触捩率関数の原点での微分を用いて定義されるが、系として、接触捩率の値を
決定する。特に、接触捩率を決定し、Betti数とRay-Singer捩率を用いて表せること
を示す。つまり、パラメータを導入することにより、問を一般のレンズ空間の場合に
拡張できることを意味する。これらについては、著者が [6, 7]で発表している。
最後に、一般のパラメータ {ak} に対する Rumin 複体に付随する解析的捩率を

3次元および 5次元 CR球面上で求める。ここで、gstd を CR球面上の標準計量と
する。Weng と You[14] は球面 (S2n+1, 4gstd) の自明束に対して、Ray-Singer 捩率
が (4π)n+1/n!であることを決定した。Ruminと Seshadriの 3次元での結果により、
Rumin-Seshadri捩率はこの値に似た値になると期待されていた。しかしこの論文で
は、5 次元 CR 球面において Rumin-Seshadri 捩率が (4π)32−5/4+π2/18 になるを示
す。3,5次元CR球面上で全てのパラメータ {ak}に対して解析的捩率の値をTheorem
2.1.1で与える。
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