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論⽂の内容の要旨 

論⽂題⽬ Model Combining Fluid Hemodynamics and Fractal Theory for Analysis of in vivo Peripheral 

 Pulmonary and Systemic Vascular Resistance of Shunt Cardiac Defects 

（⾎流⼒学とフラクタル理論を⽤いた短絡型⼼疾患の in vivo 末梢体肺動脈⾎管抵抗の 

モデル解析と理論的考察） 

 

⽒名 中村 嘉宏 

 

【序⽂】⼼房中隔⽋損 (atrial septal defect; ASD), ⼼室中隔⽋損 (ventricular septal defect; VSD), 動脈管

開存 (patent ductus arteriosus; PDA)のような先天性⼼疾患では左-右短絡 (left-to-right shunt; L-R shunt)に

よる肺⾎流増加が、⼆次性の肺⾼⾎圧 (pulmonary hypertension; PH) や肺⾎管病変 (pulmonary vascular 

disease; PVD) を来す。PVD の初期像は、病態⽣理・組織学的に末梢肺動脈の可逆的中膜肥厚、平滑筋

増殖、及び⾎管収縮を認め、末期では末梢肺動脈の⾮可逆的内膜肥厚、網状病変、動脈炎を観察する。

⾎流増多は分岐部の⾎管内⽪上に乱流を発⽣し、medial hypertrophy 及び内⽪機能障害を惹起し、更に

TGF-b vs. BMP のバランスが失われ内⽪細胞の内腔増殖や炎症へと進⾏すると考えられている。肺⾎

流増多は⾎管床リモデリングを介し、臨床上重要なパラメータである肺⾎管抵抗 (pulmonary vascular 

resistance; PVR)の上昇を来す。 

我々は今回、⾎管抵抗値以外の要素で⾎管床リモデリングを反映する因⼦として、1) ⾎管樹の幾何

学的特徴であるフラクタル次数に着⽬した。2) そして半径 10–100 µm における末梢抵抗動脈領域のフ

ラクタル次数を⾎⾏動態パラメータから推定する数学モデルを考案、新しい試みとして、3) 同モデル

を⽤いヒト臨床データから正常〜PH における肺・体抵抗動脈のフラクタル次数変化を予測した。 

これまでフラクタル次数の多様性に対し様々な最適条件から説明が試みられて来たが、本稿の考察

では、最⼤⾎流条件及び、次数変化を⼀元的に説明する「最⼩エネルギーモデル」を提案し検証する。 

今後の、PVD を含む⾎管病態⽣理の理解や、最適モデルの１つ

として⼈⼯⾎管樹のデザインに、貢献出来れば幸いである。 

【⽅法】我々は肺体両⾎管樹（以降、肺、体循環パラメータを

それぞれ p, s で表す）をそれぞれ⻑軸⽅向に、近位⼤動脈、末梢

抵抗動脈、そして⽑細⾎管・静脈の 3セグメントに分類した。体

循環では上⾏⼤動脈平均圧 (Pao) の 10%が半径 (r) >100 µm の

近位⼤動脈、60％が r £100 µm の末梢抵抗動脈、残り 30%が⽑細

⾎管・静脈で失われる。故に近位⼤動脈 (rs >100 µm) 及び末梢

抵抗⼤動脈 (rs £100 µm) の平均圧格差の分布をDPprox-s: DPperi-s = 

1:6 とした。⽣理的肺循環ではヒト肺循環の全圧格差の 50%が⽑

細⾎管・静脈相 (DPcv-p) に分布し，イヌの実験では慢性 L-R shunt 

末梢抵抗動脈 
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による PH ではその程度に依らずDPcv-p が正常⽔準に維持されること，肺循環でも近位⼤径動脈 (rp 

>100 µm) と末梢抵抗動脈 (rp £100 µm)の圧格差の⽐率がDPprox-p: DPperi-p を 1:6 で計測されていること

等の知⾒を採⽤した（図 1）。ラット、イヌなど哺乳動物やヒトの肺体動脈における最終細動脈半径は

7–10 µm と報告されており、肺体最終細動脈の半径を 10 µm とした。 

末梢抵抗動脈樹は、平均半径 (r) 100 µm で始まる単位抵抗動脈樹（図２Ａ）により構成され、⾮対

称分岐を繰り返すフラクタル構造と仮定した（図 2B）。抵抗⾎管動脈は剛性円管で、第 1世代 (r1 = 100 

µm) から最終第 n世代まで 1本の⺟動脈から平均 N本の娘動脈の分岐を繰り返し最終細動脈 (rn = 10 

µm) に⾄るとした（図 2B）。動脈システム内の単位抵抗動脈樹の総数を N1, k世代⽬ (k は 1~n の⾃然

数) の⾎管数、平均動脈半径、平均⾎管⻑をそれぞれ Nk, rk, lk で表す時、フラクタル構造は実数 b, g (0 

< b, g < 1) を⽤い次で記述された。 

N = Nk+1/Nk, b = rk+1/rk, g = lk+1/lk  (1) 

k 世代⽬の⾎管を流れる平均⾎流量 qk は実

数e, x を⽤い rk との関係式  qk = e×rkx  (2) 

で⽰され、⾎流量保存則は qk = N×qk+1 であ

り式(1), (2)からrkx = N×rk+1x  (3) が成⽴す

る。x は radial exponent あるいはフラクタル

次数と呼ばれる。⾎流⾮ Newton 効果を

Haynes (1960) の式で近似し rt = 4.29 µm、

⾎流粘性係数µの時、式(1), (2), body scale 係数 M, Poiseuille の式を⽤いた結果、動脈システム全体の還

流⾎流量 Q (= Nn·e rnx )と末梢動脈⾎管抵抗 Rperiとの関係性は以下となった。 

ln𝑄 = 𝐴 ∙ ln '
!!"#$
"
( + 𝐵      (4) 及び       𝐴 = − #

$
, 𝐵 = ln ,𝜀𝑁% '

&'(%)&*(%)
-.'

(
# $⁄
/   (5) 

この時𝜆 = 0×02'(

033×42
 [mmHg×min×µm4/(L×cP×mm)], µ¥ = 4.0 [cP], dn = ln/M, 𝐺(𝑛) = ∑ 5)(&)+)

.+)'∙7)-(&)+)809:7&)+;
.

%
<=0 , 

d = rt/rn = 0.429 (= 4.29/10) であり単純化の為、本研究では N = 2 とした。 

 我々は当科の「⼩児疾患の疫学・病態・診断・治療に関する包括的な後ろ向き研究」に基づき、東

⼤病院⼩児科で 1996~2007年の間に施⾏された ASD, VSD, PDA の症例で，肺体⾎流⽐ Qp/Qs ³1の 212

例の術前⼼臓カテーテル検査のデータを解析に⽤いた。⼩⽋損で L-R shunt が無視出来る症例群をコ

ントロールとし、それ以外の症例は PH の重症度 (Pmpa – Ppaw; Pmpa, 主肺動脈平均圧; Ppaw, 肺動脈楔⼊

平均圧) に応じグループ (Gr.) 1~6 に分類した。Rperi-p はDPperi-p/Qp, DPperi-p = (6/7)´(Pmpa – Ppaw – DPcv-p)で

算定、DPcv-pはコントロール群の 0.5´(Pmpa – Ppaw)で 3.3 ± 0.6 mmHg と算出し Gr. 1~6 を通じ⼀定とし

た。DPperi-s は 0.6´Pao/Qs で算出した。各群で lnQ vs. ln(Rperi/M) プロットを⾏い最⼩⼆乗法による線形

回帰から A, B, x を求め、x を⽤い n, b, g, N1, および Nw (肺胞部肺動脈 acinar arteries の総数に相当: 

∑ 𝑁<%
<=0 ) を計算した。 
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図２ 末梢抵抗動脈のフラクタルモデル化 
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【結果】各群の体循環データを式(4)に⽤い、M として体重 (BW), 体表⾯積 (BSA), ⾝⻑ (BL) の 3者

を代⼊、関係性を分析した結果、BL が最も相関が良く (r = -0.987)、全症例 lnQS vs. ln(RS/BL)プロット

から A = -0.776 を得(図 3B)、式(5)から xs = 3.1 となり（図 4）これは Murray の法則や constant shear 

stress theoryを良く説明した。肺循環では PHが重症であるほど傾きが急となり（図 3A）、xpは 2.2 か

ら 3.0 に増加した（図 4）。N1, Nwを BSA で基準化し図 5 に⽰したが、PH の進⾏に伴い減少を⽰した。 

 

 

【考察】今回我々は⾎管樹の⾮対称分岐フラクタル化により，単⼀⾎管の q-r関係を⾎管システム全

体の Q-R関係に置換し，臨床データから抵抗⾎管領域のフラクタル次数 x の算出を試みた。コントロ

ール群の x は、これまで⽂献上報告されて来た正常肺体末梢動脈のフラクタル次数と⼀致し、同群の

n, N1, Nn, b, g も⽂献上の報告データと概ね⼀致した。 

また n, b, g を⽤いて PH群の⾎管樹変化を分析した結果、3世代

近位から抵抗⾎管化し、抵抗⾎管の開始が 1.3倍中枢寄りになると

⽰され中枢領域の抵抗⾎管化や⾎管収縮を説明すると考えられ

た。 

PH に伴う N1-p, Nw-pの減少は肺胞動脈 acinar arteries の減少（⾎管

発達抑制）と符号した。Severe PH群では intra-acinar artery 総数

が平均でコントロール群の 1/9 と計算され、コントロールの第 1

世代開始地点で、severe PH群の直径が 22%の減少と計算された。

Rabinovitchらは⼩児術中 biopsyの組織標本で、コントロールに対

し VSD, dTGA の severe PH例で、肺胞領域動脈数が 1/5 ~1/10

に減少し、直径の 2/3~1/2への減少を報告した。 

Gholishi (2007) らは胎⽣期外科的に L-R shunt を造設した lambs の⽣後 2ヶ⽉ PH 肺における肺動脈

⾎管樹を resin-cast morphometry で解析し xp = 1.7 と報告した。その結果は我々の対象とする抵抗⾎管

領域 (rp £100 µm) より上流の⾎管群データが反映されており resin-cast morphometry の限界も影響し

approximately 1/9 of controls. N1-S/BSA and NW-S/BSA showed the
same negative correlation coefficient against lnPmpa because NW-S

is given by (211.3!1)N1-S.

4. Discussion

A new mathematical simulation model was proposed by
combining the fundamental hydrodynamics of a single tube with
a morphologically fractal unit network structure, arranged in
parallel at the segment of peripheral resistive arteries. The model
enabled us to quantitatively transform the basic flow vs. vessel
radius relationship of a single tube into that of total flow vs.
overall resistance of the peripheral arterial bed where the actual
resistance resides both pulmonary and systemic, and advanced
stages of PVD might also develop over time without surgical
intervention.

By directly fitting the in vivo hemodynamic data (BL, Q, Rperi)
from patients, we could successfully determine the key para-
meters of branching exponent xP and xS of our fractal model
structure in humans along with some x-derived structural para-
meters under in vivo vasoconstriction by multiple natural neuro-
humoral feedback mechanisms (Rabinovitch, 2008; Michel et al.,
1985; Hyman, 1968). In addition to functional and morphological
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Fig. 3. (A) Plot of ln Q vs. ln Rperi/BL as represented in natural logarithm in pulmonary circulation. Eq. (12) was fitted for each group. (B) The same expression in systemic
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Table 4
Parameters for fractal structure and the resistance of a partial arterial tree distal to
the 8th order estimated by our model.

Group ñ b g R8th ("105 [mmHg min/L])

Pulmonary
Control 8.3 0.73 0.80 2.9
1 9.4 0.76 0.84 3.8
2 9.7 0.77 0.84 4.3
3 9.7 0.77 0.84 4.4
4 10.4 0.78 0.85 5.2
5 10.7 0.79 0.85 5.6
6 11.0 0.79 0.85 6.2
Systemic 11.370.5 0.8070.01 0.8470.01 33.874.0

R8th, resistance of a partial arterial tree distal to the 8th order for BL¼1.2 [m].
Systemic data are presented as mean7SD for all groups.

Y. Nakamura et al. / Journal of Theoretical Biology 287 (2011) 64–73 69
図 3 lnQ vs. ln(Rperi/BL) プロット 

Q, 血流量; Rperi, 末梢動脈抵抗; p, 肺; s,体; Gr., グループ; r, 相関係数; DPperi, 末梢動脈圧格差; x, フラクタル次数 
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図 4 x の結果 
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図 5 肺抵抗血管数 N1, Nwの結果 

Pmpa, 主肺動脈内平均圧; N1, 半径 100 µm の血

changes caused by large shunt and PH, xP increased from 2.2 to
the plateau value of 3.0 according to the grade of PH, whereas xS

stayed almost invariably at 3.1 irrespective of the underlying
conditions (Fig. 4A).

As discussed below, a number of x-derived new parameters
depicted the pathophysiological hemodynamics as a reaction to
abnormally augmented pulmonary blood flow in terms of its
geographic distribution within the arteriolar fractal network.

Utilizing Poiseuille’s law, Murray (1926) introduced the cost
function (E) of a single circular cylindrical vessel with blood flow
q, blood viscosity m, radius r, and length l as follows:

E¼
8ml
pr4

! "
q2þKpr2l, ð20Þ

where K means a metabolic coefficient. The theory predicted x¼3
from the minimal work principle (Gafiychuk and Lubashevsky,
2001; Murray, 1926).

From the standpoint of seeking the condition for maximal flow
through the vessel, however, we rearranged Eq. (20) to express q
as a function of r, rewriting q as q(r). Eq. (20) was then converted
as follows:

qðrÞ ¼
pr4

8ml
ðE%Kpr2lÞ

# $1=2

, 0oro E
Kpl

! "1=2

: ð21Þ

Differentiating q(r) with respect to r reveals that q(r) reaches
its maximum at @q/@r¼0, where q(r) is again proportional to the

cube of r. Therefore, x¼3 can also be considered to functionally
represent maximal blood flow transportability, and indicate the
in vivo structural law of the bifurcation under this condition with
Eqs. (2)–(4).

Gafiychuk and Lubashevsky also obtained x¼3 under two such
conditions as space-filling embedding into the organ (Mandelbrot,
1983) and the uniform distribution of the pressure gradient
(Gafiychuk and Lubashevsky, 2001). In general, it has been
accepted that at least the systemic vasculature in regional
circulation is regulated and maintained at xE3 (House and
Lipowsky, 1987; Gafiychuk and Lubashevsky, 2001; Mayrovitz
and Roy, 1983), which also agreed well with our results in the
systemic arterial bed. On the other hand, it has also been reported
that in such large arteries as the aorta and its proximal bifurca-
tions, where hardly any pressure loss takes place with flow
compared to the peripheral arterioles, exponent x is 2, obeying
the cross-sectional area-preserving law between the mother and
her two daughter vessels (Zamir et al., 1992).

From cross-sectional area preservation at each branching,
xPE2 in controls functionally suggests that constant linear blood
flow velocity is maintained there. This may be advantageous in
transporting blood under a low pressure gradient because no
kinetic energy is lost at ramifications. Structurally, xPE2 in
controls also implies that the peripheral arterial ramification
pattern is short of the space-filling embedding in the lung
(Gafiychuk and Lubashevsky, 2001; Mandelbrot, 1983), whereas
the bronchial branching pattern has been reported to indicate
x¼3 (Kitaoka and Suki, 1997). The trait of space-filling embedding
of airways in spite of the arterial tree design suggests that long-
term natural selection seems to have given priority to the optimal
structure for gas exchange more than that of blood distribution
within a given space in the lung. In controls as well as in other
groups, xSE3 indicates the simultaneous implementation of both
functional and structural optimizations, accounted for by the
minimum work principle and space-filling embedding, respec-
tively (House and Lipowsky, 1987; Gafiychuk and Lubashevsky,
2001; Mayrovitz and Roy, 1983; Murray, 1926).

Horsfield and Woldenberg reported x¼2.370.1 at 1937 bifur-
cations of human whole pulmonary arterial trees as an in-vitro
morphometric result using resin casts from two fully inflated
human lungs, counting from the main pulmonary artery (mPA)
down to terminal arterioles (Horsfield and Woldenberg, 1989).
Karau et al. (2001) also reported that exponent x in a vascular
bifurcation is heterogeneous from 2 to 3 in the pulmonary
arteries on the basis of X-ray morphometry of isolated perfused
dog lungs. Our results therefore actually reflect the overall flow-
dependent adaptive changes of arterial performance from the
cross-sectional area-preserving or r squared mode (xE2) to
the more hyperdynamic r cubed mode (xE3) as a consequence
of the forcefully increased flow and the resultant high arterial
pressure.

Ghorishi et al. (2007), on the other hand, reported by resin cast
morphometry that the average fractal dimension (equivalent to x
in our model) for the whole pulmonary arterial tree in a 2-month-
old lamb with an in-utero placed artificial L-R shunt remained at
1.7, resulting in two-fold increased bifurcations and retaining its
fetal characteristics. Pulmonary arteriolar development is
reported to be disturbed and its new morphological pathology
to manifest itself after 2 months of age in large shunt defects
(Hislop et al. 1975; Rabinovitch, 2008; Greenwood et al., 2003).
This lamb was dissected before that age, while most patients with
Gr. 5 and 6 are already older than 2 months (Table 2). Moreover,
their report itself also suggests in their Fig. 2B that exponent x
may rise to 3 or even more if it reaches the most peripheral
pulmonary arterioles in their shunt lamb. Furthermore, most
samples in their morphometry came from more proximal arteries
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Fig. 5. Plot of N1-P/BSA, N1-S/BSA, NW-P/BSA, and NW-S/BSA vs. Pmpa. N1, number of
unit peripheral arterial trees estimated by Eq. (18); NW, whole number of
peripheral resistive arteries given by Eq. (19); Pmpa, mean pressure of main
pulmonary artery [mmHg]. Suffixes P or S represent pulmonary or systemic,
respectively. BSA, body surface area [m2]. Lines are exponential regression curves;
r, correlation coefficient.
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た。⼀⽅、彼らの Fig. 2B で肺細⼩動脈領域 xpの 2® 3 への軌跡が認められ、我々の結果と符合する。 

我々は肺⾎流増加もしくは PH による xp の 2→3 の変化を、1) ⾎管における最⼤⾎流の条件、及び

2)弾性および剛性⾎管における最⼩エネルギーの原則、の２者による説明を試みた。前者では Murray

の式で q を r で偏微分し x = 3 で⾎流最⼤条件となった。後者では⾎管⻑‒半径関係として l = L× ra を

導⼊(L, aとも実数。aは⽂献上概ね 1.0)し、弾性動脈で x = 2 + a/3 = 2.3、剛性動脈では𝑥 ≅ 2 + >
3

, 𝜁 =
!?904($@A)B
!?904($@A)B 3⁄

 (6) と、 L, a, Re (Reynolds number) の関数で⽰された。式(6)は剛性動脈で、運動エネル

ギーが⼗分⼩さい (Re→0）末梢循環では x→3.0 となり、逆に運動エネルギーが⼤きい上⾏⼤動脈の

条件 (Re >2000) では  x = 2.3 になることを意味し、⾎管が剛性を獲得した PH 肺末梢動脈で x→3.0 の

推移が説明可能であった。 

尚、本研究の限界であるが、当モデルは simplicityの⽬的で rn を 10 µm に固定しているが、それ故

の限界を免れることが出来ず、⾎管樹変化を全て表現するものではない。他⽅、モデル設計で rn を固

定せず更なる狹⼩化を認めると、⾎栓や閉塞といった⾮可逆的変化が想定され本研究の対象から逸脱

する可能性が存在した。また、rp <10 µm の循環領域で報告されている PVD に関しては、本モデルは

検討していない。本研究で予測された、⾎⾏動態変化によるフラクタル変化は、今後更なる形態計測、

⽴体解析、形態 vs. 機能理解による検証が必要である。本研究で⽤いた臨床データは⾃発呼吸下とは

いえ⼼臓カテーテル検査という特殊条件の下であり限界の⼀つである。また、Fick法に伴う 10%前後

の測定誤差を含有し，また算出に必要な酸素消費量は評価値に基づく。PH 症例でのDPcv-pはコントロ

ール群のデータによる想定であり実測ではない。また、severe PH群では術後遠隔期に PH は消失して

おり、術後⼼臓カテーテル検査を施⾏していない為、group 5, 6 の症例群で術後⼼カテデータにより xp 

が 2.2付近に回帰したことを確認していない。 

 今回我々のモデル解析から導かれる L-R shunt 下末梢肺動脈のフラクタル次数変化は、最⼤⾎流あ

るいは最⼩エネルギーの条件による説明が可能であった。その結果、ガス交換に重要な肺胞領域を鬱

⾎や浮腫から保護し、肺還流量の抑制や左⼼前負荷の減少、といった⽣体による合⽬的な適応とも解

釈された。また、⾎管樹の最適条件の⼀つとして最⼩エネルギー条件も有⼒な候補となると考えられ、

今後、⼈⼯臓器や⼈⼯⾎管、⼈⼯回路のデザイニングに応⽤が期待される。 

従来、⾎管抵抗は、⾎管⻑、⾎管半径、粘性抵抗、⾎管数で規定されるパラメータであるが、今回フ

ラクタル次数を導⼊することにより、半径-⾎流様式のみならず、⾎管樹分岐様式、半径変化の勾配と

いった幾何学的要因の推定が可能となった。 

 


