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1. 緒言 

1.1. 研究の背景 

 産業分野における粉体および固体-流体混相流の応用 

粉体は砂や食品、化粧品などのように我々が身近に扱う製品の形であるだけではなく、あ

らゆる産業分野において使用されている物体でもある。粉体や、粉体と流体の混在した流れ

である固体-流体混相流は、化学工学や原子力工学など、様々な産業分野に応用されている。

化学工学分野においては、産業プロセスの多くの部分において粉体を扱っており、粉体に対

して混合、造粒、乾燥、充填、被膜などの操作を行うことで様々な特性を持つ製品が製造さ

れている。原子力工学分野においても、被覆燃料物質の造粒や燃料ペレットの製造など、

様々な工程において粉体に関する技術が応用されている。このように、粉体や固体-流体混

相流を利用するプロセスは数え切れないほど存在し、それぞれのプロセスにおいてその最

適化や効率化は非常に重要な課題となっている。プロセスの最適化や運用改善を行うため

には内部で発生している現象を解明することが必要不可欠であり、これらの現象解明が学

術界および産業界から強く望まれている。 

このような粉体および固体-流体混相流を用いるシステムの多くはマルチスケール現象で

ある。すなわち、産業用プロセスにおいて使用される粉体が含まれる流れにおいては、粉体

の粒子形状や表面物性がシステム全体の挙動に大きな影響を与え、また全体の挙動の変化

が個々の粒子の運動に影響を与えることで、マクロな挙動とミクロな挙動が互いに影響を

及ぼし合う流れとなっている。このようなマルチスケール現象について、化学工学および原

子力工学分野における例を述べる。化学工学分野においては、流動層がマルチスケール現象

の典型的な体系である。流動層は粉体を充填した層に対して下部から流体を流入させる装

置である。流動層では粉体が複雑に運動を行うため、粉体粒子と流体の接する面積が非常に

大きくなり、固体と流体を反応させやすいという利点を持つ。したがって、流動層は粒子に

液体を添加することで粒子を凝集させ、サイズの大きな粒子を製造する流動層型造粒機[1]

や、粒子層に対して熱風を通過させることで液体成分を取り除く流動層型乾燥機[2–4]、粒
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子に対して液体などを噴霧させ粒子表面をコーティングする流動層型被覆[5–7]装置などに

利用されている。流動層においては流入させる流体の速度によって全体の挙動が固定層状

態、流動化、スラッギング、輸送層などに変化することが知られており[8–10]、これらの流

動化状態の変化を把握することが重要である。このような流動層では、個々の粒子形状によ

って流動層の流動化開始速度が変化すること[11,12]や、粒子の付着性によって流動層内に

細かな流体の流路が生じるチャネリングなどの現象が生じること[13]が知られている。した

がって、流動層は個々の粒子の状態が全体の挙動に影響を及ぼすマルチスケール現象を伴

う流れである。原子力工学分野においては、燃料ペレットを製造する際に粒子をコーティン

グするプロセスが使用される。高温ガス炉においては、高温の炉内の環境に耐えることがで

きるように二酸化ウランの粉末原料に対して低密度の熱分解炭素、高密度の熱分解炭素、お

よび炭化ケイ素によって 3 重に被覆された TRISO 型被覆燃料 (Tri-structural isotropic 

particle fuel)が使用される。TRISO型被覆燃料は数百 μmの燃料核に対し、高温の噴流層

を利用して被覆が行い[14,15]、1 mm 程度の粒子となる。噴流層は粉体層に対して流動層よ

りも大きな速度で流体を通過させることで噴水状の粒子挙動を発生させる装置である。噴

流層を用いた被覆プロセスでは、粒子を循環させながら噴霧器によって被覆を行う。粒子に

対して均等な厚みの被覆を行うために粒子の滞留時間を均一にすることが重要である。そ

のため、噴流層による被覆プロセスにおいてはドラフトチューブによる安定化[16]などが評

価されている。このような噴流層においては流動層と同様に、粒子のミクロな形状によって

流動挙動が大きく変化することが知られている[17]。そのため、したがって、このような

TRISO 型被覆燃料製造過程における被覆プロセスも個々の粒子状態が全体の挙動に影響を

及ぼすマルチスケール現象である。 

このように粉体や固体-流体混相流はマルチスケール現象である場合が多いが、これらの

現象解明や装置の設計最適化のためには、古くから実験による検討がなされてきた。しかし、

粉体を伴う流れにおいては、粉体層が不透明であるために層内部の状態を確認することが

困難であり、内部状態を把握することが非常に困難であるという問題があった。これに対し、

古くは最終状態でのサンプリングから混合状態などの情報を得る手法[18]や、準 2 次元体系
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での実験などが用いられていたが、近年では MRI による可視化[19]、X 線による内部状態

撮影[20]、静電容量トモグラフィー[21]、ポジロトン断層法[22,23]による 3 次元追跡など、

様々な実験観察法が開発・応用されている。しかし、これらの実験観察は比較的小規模な体

系に限られており、体系や材質に制限があった。また、原子力工学分野に使用される体系は

高温・高放射線の過酷環境であるため、実験を行うことが困難である。これらのことから、

粉体の挙動を詳細に追跡でき、粉体層内部の観察を行うことが容易である数値解析の応用

が期待されている。 

 

 粉体および固体-流体混相流に対する数値解析の応用 

本項ではまず、粉体に対する数値解析手法について述べ、次に固体-流体混相流の数値解

析手法について述べる。その後、固体-流体混相流におけるマルチスケールシミュレーショ

ンについて述べる。 

 

 粉体の数値解析手法 

粉体の現象は流体とも固体とも異なる興味深い現象を示すため、その数値解析において

も様々な手法が提案されている。粉体の数値解析手法には大きく分けて粉体を連続体とみ

なす手法と、離散体とみなす手法の 2通りのアプローチがある。粉体は流動性が高いとき、

連続体のような振る舞いをすることが知られている。粉体を連続体とみなす手法としては、

Gidaspow[24]らの開発した連続体近似による 2 流体モデルがある。2 流体モデルは特に固

体-流体連成問題において広く使用されてきた実績がある。2 流体モデルは粉体流れを連続

体と近似して表現する手法であるため、粉体粒子数による計算コスト増加が無く、大規模な

体系であっても容易に計算が可能であるという利点がある。近年では、2 流体モデルに対し

Energy Minimization Multi-Scale（EMMS）[25,26]による抗力モデルを適用する手法も開

発されている。しかし、2流体モデルでは粉体流を流体に近似するために複雑な構成方程式

を利用しなければならず、多くの経験式やフィッティングパラメーターを利用しなければ

ならなかった。また、個々の粒子挙動を追跡できないため、混合挙動などの解析が困難であ
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るという問題もあった。これらのことから、2 流体モデルでは粉体混合や粉末充填、液滴の

添加などの工業的に重要な体系の解析が困難であった。その他に、Moving Particle Semi-

implicit 法[27]（以下 MPS法と記す）や Smoothed Particle Hydrodynamics法[28]（以下

SPH 法と示す）のような連続体の Lagrange 的手法を粉体に適用して解析する手法[29]も

提案されている。しかし、これらの手法は粉体の連続体としての挙動に主眼をおいており、

映像分野などでは使用されているものの、２流体モデルと同様に工業的に重要な体系への

応用が困難であった。これに対し、粉体を離散体として解析する手法としては、粒子間の接

触力を考慮し、個々の粒子を追跡する離散体の Lagrange的手法が広く用いられている。こ

の手法では個々の粒子を追跡するため、粒子に働く流体からの相互作用力や電気力、液架橋

力などのモデルを導入することが容易であり、応用性が高いという利点を持つ。剛体球モデ

ル（Hard-sphere model）[30]では、粒子同士が衝突するときに剛体の 2体衝突が生じてい

るとし、速度が交換されるモデルである。このモデルの概念や実装は非常に容易であるが、

多体衝突を考慮できないことや、粒子同士が接触停止する際に粒子間で無限回衝突が起こ

る弾性崩壊と呼ばれる現象が生じるため、粒子間接触が希薄な体系[31]や 2粒子間衝突のみ

しか存在しない体系[32]でのみ適用が可能である。これに対し、粒子が接触している際に粒

子の変形を有限要素法（Finite Element Method, 以下 FEM と記す）で計算する Finite 

Discrete Element Method （以下 FDEM法と記す）[33]がある。この手法では粒子間衝突

の際の粒子の変形を正確に計算できるため、粒子の圧密などの接触挙動を正確に模擬でき

る。しかし、各粒子に対して FEM による計算を実施するため、計算コストが非常に高く、

応用できる体系が小規模な体系に限られるという問題があった。これらの手法に対し、離散

要素法（Discrete Element Method, 以下 DEM と記す）[34]は粒子が接触した際に粒子間

のオーバーラップを許容し、そのオーバーラップ量に応じた接触力を計算する手法である。

一般的に DEM では粒子間のオーバーラップに対してバネを、粒子の速度に対してダンパ

ーをそれぞれ設定する Voigt モデルを用いて計算を行う。これにより剛体球モデルでは不可

能だった複数球が同時に接触するような状態を計算することができる。また、FDEM 法と

異なり粒子の変形はオーバーラップによってバネ・ダンパーの計算に近似されているため、
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計算負荷が非常に小さいという利点も持つ。これらの理由から、DEMは粉体の数値解析に

おいて広く用いられている。DEM による粉体の数値解析は、スクリュー搬送[35]、混合機

[36–38]、混練機[39]、金型充填装置[40,41]など、多くの体系に応用されている。 

DEM においては粒子間の接触力を計算する際に粒子のオーバーラップ量が重要となる

ため、弾性力を模擬できるバネモデルを計算コストと現象の再現性の両面を鑑みて設定す

ることが重要である。DEM における接触力計算としては線形バネモデル[34]や非線形バネ

モデル[42]があり、様々なモデル式が提案されている。これらのモデル化によって精度良く

粒子間接触力を計算することが可能となっているが、計算コストの面から、特に固体-流体

混相流の数値解析においては線形バネモデルが広く用いられている。粉体粒子に対しては

ヤング率などから実際の物理的なばね定数を求めることが可能だが、このようにして求め

た物理的なばね定数を用いると時間刻みを非常に小さく設定しなければならず、計算コス

トが非常に大きくなるという問題があった。そこで、Soft spring model[43]が提案された。

この手法では、実際の物理量から計算されたばね定数よりも小さなばね定数を用いて計算

を行うことで、時間刻みの条件を緩和し、計算コストを削減することに成功した。 

また、産業用プロセスでは数兆以上といった莫大な粒子数を扱う場合がある。これに対し、

DEMでは個々の粒子をモデル化するため、産業用プロセスのように大規模な体系では計算

コストが莫大になり、実質的に計算を行うことが困難である場合がある。この問題に対し、

スーパーコンピューターや GPU を用いた大規模計算の取り組みも行われている[44,45]が、

現在に至っても粒子数は数十億粒子規模までに留まっており、実際の産業用装置において

数値解析を行い、設計最適化などのために試行錯誤を行うことは現実的に不可能であった。

この問題を解決するため、DEM 粗視化モデル[46]が開発された。このモデルでは粒子群を

1 つの代表粒子によって計算することで計算コストを劇的に削減することを可能にした。

DEM粗視化モデルでは、2 つの粗視化粒子が衝突した際に、その 2 粒子に含まれる実粒子

がそれぞれ 2 体衝突を行うと仮定している。これにより実粒子および粗視化粒子において

エネルギーが一致するため、実粒子の挙動を正確に模擬することが可能となる。DEM粗視

化モデルの有効性はこれまで流動層[46,47]や金型充填装置[48]、産業用焼却炉[49]など様々
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な装置で検証されている。 

 

 固体-流体混相流の数値解析手法 

次に、固体-流体混相流の数値解析手法について述べる。産業用装置において用いられる

粉体プロセスでは、気体や液体の影響を考慮しなければならない場合が非常に多い。例とし

て、気流搬送装置[50–52]や流動層[46,53–55]、サイクロン[56,57]などでは流入する気体が

粉体に直接影響を与える。また、金型充填などの一見粉体単相流として解析可能な体系であ

っても、粉体の粒子径などによっては実験の挙動を模擬するためには気体の影響を考慮し

なければならないことが近年判明している[40]。したがって、固体-流体混相流の現象を理解

することは産業応用を考える上で非常に重要である。DEM は粉体を扱う手法であるため、

流体相を扱うためには流体の数値解析手法（Computational Fluid Dynamics,以下 CFDと

記す）、および固体-流体間の相互作用力モデルが必要となる。粒子を十分に解像するほど細

かい格子を用いて流体解析を行い、固体-流体間相互作用力を直接計算する DEM-DNS 法

[58–60]がある。DEM-DNS法では固体-流体間力を精緻に計算できるが、粒子に対して非常

に小さい格子を用いなければならず、計算コストが非常に高いという欠点を持つ。近年では

流動層のような比較的大規模な体系にも DEM-DNS 法の応用が研究されている[61,62]が、

粒子数は数百程度にとどまっており、産業用装置への応用は未だ困難である。また、粒子法

である MPS 法や SPH 法によって流体の解析を行い、固体粒子を DEM によって模擬する

DEM-MPS 法[63–65]や DEM-SPH 法[66,67]も開発されている。粒子法による解析手法は

精度の面で格子法に劣るとされていたが、近年では高精度スキームの開発が進み、精度の良

い数値解析が可能になっている[68,69]。粒子法による数値解析は、主に自由液面の存在す

る体系に応用されている。これらの手法に対し、固相を DEM によって解析し、流体を局所

体積平均[70]を適用した CFD によって解析する DEM-CFD 法[71]がある。この手法では、

粉体粒子径よりも大きな流体格子を用いて流体の計算を行い、固体-流体間相互作用力を

Ergun 式[72]などの半経験式によって計算する。DEM-CFD 法では粒子径よりも大きな流

体格子を用いて計算を行うため、大規模化が容易である。これらの背景から、産業用装置に
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おける固体-流体連成問題の数値解析としては、大規模な体系へ応用が可能である DEM-

CFD 法が広く用いられている。DEM-CFD 法による数値解析は流動層[13]や噴流層[73]、

気流搬送[74]、帯電した粒子の金型充填[75]、粒子間に磁力が生じる流れ[76]、粒子間に液

架橋が生じる体系[73,77]など、様々な体系へ応用されている。近年、著者らは DEM-CFD

法において移動壁面や複雑形状壁面を容易に取り扱うことができる Advanced DEM-CFD

法を開発した[40]。この手法では、固相壁面を符号付距離関数[35]（Signed Distance 

Function, 以下 SDF と記す）、気相の壁面を埋込境界法[78]（Immersed Boundary Method, 

以下 IBM と記す）によってモデル化する。Advanced DEM-CFD法による数値解析は、金

型充填[40,48]、パイプの挿入された流動層[47]など、様々な体系に応用されている。また、

近年、著者らは DEM-CFD 法において、流体抗力に起因する計算の不安定性が存在し、産

業用装置のように流体抗力が大きくなる体系では計算が不安定になり、計算を行うことが

できないという問題を指摘した[79]。また、この問題に対して計算の不安定性条件を初めて

導出し、この不安定性条件を克服する半陰解法（以下、森-酒井の抗力陰解法と記す）を開

発することに成功した。著者らはこの手法を Advanced DEM-CFD 法に導入することによ

り、任意形状壁面を持つ体系を簡便かつ安定的に解くことができる数値解析手法、Flexible 

Eulerian-Lagrangian Method with an Implicit algorithm（以下 FELMIと記す）を開発

した[79]。FELMIにより、粉体流入現象[47]、産業用焼却炉[49]などのこれまで計算が困難

であったような複雑かつ大規模な体系に対し数値解析を応用することが可能になった。 

 

 固体-流体混相流におけるマルチスケールシミュレーション 

前項で述べたように固体-流体混相流は多くの場合マルチスケールの現象を伴う。しかし、

産業用装置のように大規模な体系において、すべての粉体粒子の形状や表面物性を正確に

模擬して数値解析を行うことは現実的に不可能である。そのため、数値解析においてマルチ

スケールシミュレーションを適用することが必要不可欠である。マルチスケールシミュレ

ーションでは、ミクロなスケールの数値解析結果を用いてモデル化などを行い、その結果を

利用してマクロな全体挙動を模擬する。またマクロなシミュレーションの結果得られた全
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体挙動を境界条件としてミクロなシミュレーションに導入することで、ミクロな領域での

精緻な現象把握を行う。マルチスケールシミュレーションは材料開発などの分野において

広く応用されているシミュレーション手法である。マルチスケールシミュレーションを固

体-流体混相流に対して適用する際には、以下のような手法が考えられる。すなわち、まず

マクロなシミュレーションとしては粒子形状を球に近似し、体系全体の挙動を模擬する。次

に、ミクロなシミュレーションでは、マクロなシミュレーションの結果得られた全体挙動を

境界条件として粒子の粒子形状等を精緻にモデリングして数値解析を行う。また、ミクロな

シミュレーションにおいて得られた粒子形状の影響等をモデリングし、マクロなシミュレ

ーションに対して応用することでより精度の高いマクロなシミュレーションを行う。更に、

マクロなシミュレーションよりも更に大規模な体系での数値解析が必要な場合、粗視化モ

デルを利用することでより大規模な体系の数値解析を行うことが考えられる。このような

マルチスケールシミュレーションの応用が期待される産業用装置の例として、産業用廃棄

物のための流動層型焼却炉を挙げる。産業用廃棄物用流動層焼却炉は、産業用廃棄物および

廃液を安全に処理するために使用される大型焼却炉の一種である。流動層型焼却炉では、砂

の中に廃棄物や廃液を埋め、砂を熱風で流動させながら蒸し焼きの状態で焼却を行う。流動

層型の焼却炉は熱容量の大きな砂粒子を用いるために温度変化が緩やかで温度の管理が容

易であるという点や、砂の流動によって物体が撹拌・破砕するために加熱効率が高いという

点などの利点がある。焼却炉では処理効率のみならず、排出される灰微粒子や排出ガスが環

境に与える影響も大きいことから、環境への排出抑制も非常に重要であり、焼却炉において

は、灰粒子排出弁の有無[49]や、熱風の流速[80]、含有物質成分[81]、内部における物体の

占める量[80,81]による評価などが行われている。このような産業用廃棄物用流動層焼却炉

は十数 m の高さを持つ大規模な体系であり、マルチスケールシミュレーションの応用が期

待されている。すなわち、ミクロな数値解析においては粒子の形状や表面物性を考慮した数

値解析を行い、マクロなシミュレーションとしては粒子を球と近似し、粒子に対してサイズ

差の大きな大物体が混在する流れの解析を行う。また、マクロなシミュレーションとしては

更に廃液によって粒子が湿潤化することよる影響を考慮した数値解析を行うことで、これ
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らの数値解析を組み合わせることにより産業用廃棄物用流動層焼却炉内部の挙動を模擬す

るということが考えられる。このようにミクロ・マクロのシミュレーションを組み合わせて

解析を行うことで、産業用装置のように大規模な体系における固体-流体混相流においても

精緻かつ効率的な数値解析が可能になると考えられる。固体-流体混相流におけるマルチス

ケールシミュレーションは研究が進められており、粒子-流体間に働く力をミクロなスケー

ルで精緻にモデリングし、これを用いてマクロな数値解析を行う手法[82]や、化学反応によ

って発生する熱の影響をミクロな解析を用いてモデリングし、マクロな数値解析を行う手

法[83]などが研究されている。しかし、このようなマルチスケールシミュレーションを更に

発展させ、産業用プロセスの設計最適化や現象把握のために利用するためには、マクロ・ミ

クロのシミュレーションそれぞれに数値解析の応用が困難な問題が未だ多く残存していた。

以下で、それぞれの課題について詳細に述べる。 

 

1.2. 既存の問題および先行研究 

 大物体を伴う固気混相流 

(5 年以内に刊行予定) 

 

 大規模粉体システムに適用可能な液架橋モデル 

(5 年以内に刊行予定) 

 

 移動壁面を伴う楕円体粒子による固気混相流 

(5 年以内に刊行予定) 

 

1.3. 本研究の目的 

上述した研究の背景より、固体-流体連成問題に対してマルチスケールシミュレーション

を行う際には、大物体を伴う流れの解析、大規模湿潤粉体流れの解析、移動壁面や複雑壁面

を伴う非球形粒子による固気混相流数値解析に未だ解決していない問題があり、応用が困
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難であるという問題があった。そこで、本研究ではこれらの問題を解決し、固体-流体連成

問題におけるマルチスケールシミュレーションのための数値解析手法を開発することを目

的とする。以下でそれぞれの課題に対する研究目的を詳細に述べる。 

 

 大物体を伴う固気混相流 

(5 年以内に刊行予定) 

 

 液架橋粗視化モデル 

(5 年以内に刊行予定) 

 

 移動壁面を伴う楕円体粒子による固気混相流 

(5 年以内に刊行予定) 

 

1.4. 本論文の構成 

本論文は 6 章で構成されている。1章は緒言であり、研究の背景、既存の課題および研究

の目的について述べた。2 章は数値解析手法であり、FELMI を始めとした本研究で使用・

開発した数値解析手法について述べる。3 章は大物体を伴う固体-流体混相流について数値

解析を行い、流動層において粉体層内に混在する粒径差の大きな物体の運動挙動について

解析を行 3044、開発手法により任意形状大物体を伴う固体-流体混相流の数値解析が可能で

あることを示す。4 章は湿潤粉体について回転円筒容器において実粒子および粗視化モデル

における数値解析を行い、開発した手法によって大規模な湿潤粉体の挙動を模擬すること

ができることを示す。5 章は楕円体粒子を用いた数値解析を行い、固体単相流および固体-

流体混相流において妥当性の確認およびこれまで計算が不可能であった移動する壁面を伴

う非球形粒子による固気混相流が可能になることを示す。6章は結言であり、本研究の総括

を行う。 
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2. 数値解析手法 

本研究では、著者らの開発した数値解析手法 Flexible Eulerian-Lagrangian Method 

with an Implicit （FELMI）[79]を基本に数値解析を行う。FELMIは DEM-CFD法に対

し、壁面のモデル化に Advanced DEM-CFD法[40]を適用し、更に流体抗力を陰的に解く手

法を適用した手法である。DEM-CFD法は固相を離散要素法（Discrete Element Method, 

以下 DEMと記す）[34]、気相を局所体積平均法[70]を用いた数値流体力学（Computational 

Fluid Dynamics,以下 CFDと記す）を用いて解析を行う Euler-Lagrange法である。 

 

2.1. 粉体球粒子に対する離散要素法 

 DEMの基礎方程式 

DEMは個々の固体粒子の挙動をバネ、ダッシュポットおよびフリクションスライダーに

よって模擬し、粉体の挙動を解析する Lagrange 的手法である。DEM-CFD 法における固

相の挙動を表す支配方程式は並進および回転運動に対するオイラーの運動方程式で、 

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝒗𝒗
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝑭𝑭𝐶𝐶 + 𝑭𝑭𝑑𝑑 − 𝑉𝑉𝑠𝑠𝛻𝛻𝛻𝛻 +𝑚𝑚𝒈𝒈 (1) 

𝐼𝐼
𝑑𝑑𝝎𝝎
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝑻𝑻 (2) 

のように与えられる。ここで、𝑚𝑚、𝑑𝑑、𝒗𝒗、𝑭𝑭𝐶𝐶、𝑭𝑭𝑑𝑑、𝑉𝑉𝑠𝑠、𝛻𝛻、𝒈𝒈、𝐼𝐼、𝝎𝝎、および𝑻𝑻は、それぞれ、

固体粒子の質量、時刻、速度、接触力、流体から受ける抗力、粒子体積、圧力、重力加速度、

慣性モーメント、角速度、およびトルクである。球粒子においては、慣性モーメントはスカ

ラー値であり、以下のように計算される。 

𝐼𝐼 =
1

10
𝑚𝑚𝑑𝑑2 (3) 

ここで、𝑑𝑑は粒子の直径である。 

 



 
 

12 
 

 

 接触力計算 

接触力𝑭𝑭𝐶𝐶は図 2 のようにバネ-ダッシュポット-スライダーによる Voigt モデルによって

モデル化され、各粒子間の接触力を模擬する。接触力は接触方向に対して垂直および鉛直方

向に分解し、 

𝑭𝑭𝐶𝐶 = 𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛 + 𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡 (4) 

のように与えられる。添え字の𝑛𝑛および𝑑𝑑は、それぞれ、接触方向に対して鉛直および水平方

向の成分であることを示している。接触力の垂直方向成分は、 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛 = −𝑘𝑘𝜹𝜹𝑛𝑛 − 𝜂𝜂𝒗𝒗𝑟𝑟𝑛𝑛 (5) 

のように計算される。ここで、𝑘𝑘、𝜹𝜹、𝜂𝜂および𝒗𝒗𝑟𝑟は、それぞれ、ばね定数、粒子間のオーバ

ーラップ、粘弾性係数、および粒子間の相対速度である。DEM において、ばね係数および

粘弾性係数は Hertz の弾性理論[84]による非線形ばねを用いる場合と線形ばねを用いる場

合があるが、本研究では線形ばねを使用した。したがって、ばね係数および粘弾性係数は定

数である。粘弾性係数は反発係数𝑒𝑒と以下の関係を持つ。 

𝜂𝜂 = −2 ln 𝑒𝑒�
𝑚𝑚𝑘𝑘/2

𝜋𝜋2 + (ln𝑒𝑒)2 
(6) 

粒子間のオーバーラップは粒子間距離と粒子直径から算出される。 

𝜹𝜹𝑛𝑛 = �
𝑑𝑑𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑗𝑗

2
− �𝒙𝒙𝑗𝑗 − 𝒙𝒙𝑖𝑖��𝒏𝒏 (7) 

ここで、𝑑𝑑,𝒙𝒙および𝒏𝒏は、それぞれ、粒子の直径、粒子の位置、および接触方向の単位ベクト

ルである。添え字の𝑖𝑖および𝑗𝑗は、それぞれ、接触力を計算している粒子、およびその粒子に

接触している粒子であることを示している。接触方向の単位ベクトル𝒏𝒏は 

𝒏𝒏 =
𝒙𝒙𝑖𝑖 − 𝒙𝒙𝑗𝑗
�𝒙𝒙𝑖𝑖 − 𝒙𝒙𝑗𝑗�

 (8) 

のように求められる。また、相対速度の鉛直方向成分𝒗𝒗𝑟𝑟𝑛𝑛は、 

𝒗𝒗𝑟𝑟𝑛𝑛 = (𝒏𝒏 ⋅ 𝒗𝒗𝑟𝑟)𝒏𝒏 (9) 
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のように求められる。𝒗𝒗𝑟𝑟は粒子間の相対速度で、 

𝒗𝒗𝑟𝑟 = �𝒗𝒗𝑖𝑖 − 𝒗𝒗𝑗𝑗�+ 𝒗𝒗𝑠𝑠𝑠𝑠𝑟𝑟𝑠𝑠 (10) 

である。𝒗𝒗𝑠𝑠𝑠𝑠𝑟𝑟𝑠𝑠は粒子表面間の相対速度で、 

𝒗𝒗𝑠𝑠𝑠𝑠𝑟𝑟𝑠𝑠 = (𝒙𝒙𝑐𝑐 − 𝒙𝒙𝑖𝑖) × 𝝎𝝎𝑖𝑖 − �𝒙𝒙𝑐𝑐 − 𝒙𝒙𝑗𝑗�×𝝎𝝎𝑗𝑗 (11) 

𝒙𝒙𝑐𝑐 =
𝑑𝑑𝑗𝑗𝒙𝒙𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑖𝑖𝒙𝒙𝑗𝑗
𝑑𝑑𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑗𝑗

 (12) 

と計算される。法線方向の接触力𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡は、 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡 = �
−𝑘𝑘𝜹𝜹𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡   ��𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡� < 𝜇𝜇�𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛��

−𝜇𝜇𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛
𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡
�𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡�

��𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡� ≥ 𝜇𝜇�𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛��
 (13) 

のように求められる。ここで、𝜇𝜇は摩擦係数である。本研究ではばね定数および粘弾性係数

は鉛直方向と水平方向で同じ値を用いた。𝜹𝜹𝑡𝑡および𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡は、それぞれ、 

𝜹𝜹𝑡𝑡 = � 𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡1

𝑡𝑡0
 (14) 

𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡 = 𝒗𝒗𝑟𝑟 − 𝒗𝒗𝒏𝒏 (15) 

のように求められる。ここで、𝑑𝑑0および𝑑𝑑1は、それぞれ、衝突を始めた時刻および現在の時

刻である。トルク𝑻𝑻は 

𝑻𝑻 =
𝑑𝑑
2
�𝒏𝒏 × 𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡� (16) 

のように計算される。 

 

 流体抗力計算 

流体抗力𝑭𝑭𝑑𝑑は 

𝑭𝑭𝑑𝑑 =
𝛽𝛽𝑉𝑉𝑆𝑆(𝒖𝒖− 𝒗𝒗)

(1− 𝜀𝜀)  (17) 

のように表される。ここで、𝛽𝛽、εおよび𝒖𝒖は、それぞれ、運動量交換係数、流体の空隙率、

および流体の速度である。球粒子の場合、運動量交換係数𝛽𝛽は Ergun[72]と Wen-Yu[85]に

よるモデル化が一般的に広く用いられている。Ergun および Wen-Yu の式では、以下のよ
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うに計算が行われる。 

𝛽𝛽 =

⎩
⎨

⎧150
(1− 𝜀𝜀)2𝜇𝜇𝑠𝑠

𝜀𝜀𝑑𝑑2
+

1.75(1− 𝜀𝜀)𝜌𝜌
2𝑑𝑑

|𝒖𝒖− 𝒗𝒗|(𝜀𝜀 ≤ 0.8)

3
4

 
𝐶𝐶𝐷𝐷�|𝒖𝒖− 𝒗𝒗|𝜀𝜀(1 − 𝜀𝜀)�

2𝑑𝑑
𝜀𝜀−2.65   (𝜀𝜀 > 0.8)

 (18) 

𝐶𝐶𝐷𝐷 = �
24(1 + 0.15𝑅𝑅𝑒𝑒0.687)

𝑅𝑅𝑒𝑒
 (𝑅𝑅𝑒𝑒 ≤ 1000)

0.44                          (𝑅𝑅𝑒𝑒 > 1000)
 (19) 

𝑅𝑅𝑒𝑒 =
|𝒖𝒖− 𝒗𝒗|𝜌𝜌𝜀𝜀𝑑𝑑

2𝜇𝜇𝑠𝑠
 (20) 

ここで、𝜌𝜌および𝜇𝜇𝑠𝑠は、それぞれ、流体密度および粘性係数である。DEM-CFD法において

流体抗力を計算する際には空隙率𝜀𝜀の計算が必要である。空隙率𝜀𝜀は流体格子体積𝑉𝑉𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐および

粒子体積𝑉𝑉𝑝𝑝から、以下のように計算される。 

𝜀𝜀 = 1 −
∑𝑉𝑉𝑝𝑝
𝑉𝑉𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

 (21) 

ただし、流体格子内に含まれる粒子は格子内に完全に内包されているとは限らないため、粒

子と流体格子の共通部分の体積を求める必要がある。一般的に任意の粒子位置および格子

位置に対して共通部分体積を解析的に求める手法[86]では非常に多くの場合分けが必要と

なり、計算コストが増大するため、近似的な手法が提案されている。図 3 に様々な空隙率

計算手法を列挙する。DEM-CFD法において𝜀𝜀を計算する際には、解析的な手法の他に、粒

子の中心位置を用いる PCM 法[30]、粒子に外接する立方体の体積率によって計算する

DPVM 法[87]、カーネル関数を用いる手法、および粒子内に仮想的に配置された点を数え

る Satellite 法などが存在する。本研究では、計算コストが低く、かつ安定的に計算が可能

な DPVM 法を用いて数値解析を行った。すなわち、図 3 に示した赤い領域の球欠体積𝑉𝑉𝑝𝑝𝑖𝑖

は、 

𝑉𝑉𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝛿𝛿𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑉𝑉𝑝𝑝 (22) 

として計算される。3 次元の場合も各軸における格子に内包されている部分の長さ𝛿𝛿𝑥𝑥 ,𝛿𝛿𝑦𝑦 ,𝛿𝛿𝑧𝑧
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を用いて 

𝑉𝑉𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝛿𝛿𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑝𝑝

𝛿𝛿𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑝𝑝

𝛿𝛿𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑉𝑉𝑝𝑝 (23) 

として計算できる。 

 

 時間的離散化 

DEMは Lagrange的手法であり、空間的な離散化は不要である。固相に働く力はすべて

陽的に計算される。支配方程式の時間離散化された式は、 

𝑚𝑚
𝒗𝒗𝑛𝑛+1 − 𝒗𝒗𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
= 𝑭𝑭𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑛𝑛 = �𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛 + 𝑭𝑭𝑑𝑑𝑛𝑛 − 𝑉𝑉𝑠𝑠𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝒈𝒈 (24) 

𝐼𝐼
𝝎𝝎𝑛𝑛+1 − 𝝎𝝎𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
= 𝑻𝑻𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑛𝑛 = �𝑻𝑻𝑛𝑛 (25) 

のようになる。ここで、添字𝑛𝑛および𝑛𝑛 + 1は、それぞれ、現在のタイムステップおよび次の

タイムステップを示す。本研究では、粒子の位置および回転の時間発展にシンプレクティッ

クオイラー法を用いる。シンプレクティックオイラー法はシンプレクティック性を持ち、エ

ネルギーの保存性が高いという特徴を持つ。粒子の位置、速度および回転速度は以下のよう

に更新される。 

𝒗𝒗𝑛𝑛+1 = 𝒗𝒗𝑛𝑛 +
𝑭𝑭𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑛𝑛

𝑚𝑚
Δt (26) 

𝒙𝒙𝑛𝑛+1 = 𝒙𝒙𝑛𝑛 + 𝒗𝒗𝑛𝑛+1Δt (27) 

𝝎𝝎𝑛𝑛+1 = 𝝎𝝎𝑛𝑛 +
𝑻𝑻𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑛𝑛

𝐼𝐼
Δt (28) 

DEMの数値解析において、数値解析を安定的に行うためには粒子間接触力を十分に解像で

きる時間刻みを使用しなければならない。DEM における二粒子間衝突を考えると、粒子間

衝突の周期は 

𝑇𝑇𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑛𝑛 = 2π�
𝑚𝑚
𝑘𝑘

 (29) 

となる。従って、𝑇𝑇𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑛𝑛を十分に解像できる時間刻みが必要とされ、定数Ωを用いて 
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Δ𝑑𝑑 <
2π
Ω
�
𝑚𝑚
𝑘𝑘

 (30) 

という時間刻みの上限が一般的に使用される[71,88]。一般的にΩの値としては 5から 20 程

度の値が使用されるが、本研究ではΩ = 20とした。 

 

 

図 1 Voigt モデル 
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図 2 空隙率計算手法の例 

 

 液架橋力 

 液架橋力 

DEMにおいて液架橋の影響をモデル化する手法は多くの研究が行われている。液架橋力

の算出方法には、直接計算法、形状最適化、トロイダル近似、回帰式によるモデル化がある。

DEM-VOF-DNS法[89]は直接計算法の一つで、粒子に働く表面張力やラプラス圧を直接計

算することで液架橋力を計算する。しかし、このような直接計算法は粒子に対して非常に細



 
 

18 
 

 

かい流体格子を用いて計算を行わなくてはならず、大規模化が困難である。そのため、液架

橋の形状や液架橋力自体をモデル化することで近似的に計算する手法が広く用いられてい

る。液架橋力 𝐅𝐅𝑐𝑐𝑙𝑙は、粒子間距離方向にかかる毛管力（capillary force）と、相対速度方向に

かかる粘性力（viscosity force）に分けられる。 

𝐅𝐅𝑐𝑐𝑙𝑙 = 𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 + 𝐅𝐅𝑣𝑣𝑖𝑖𝑠𝑠 (31) 

粘性力𝐅𝐅𝑣𝑣𝑖𝑖𝑠𝑠は液体が水などの場合には全体の挙動に与える影響は非常に小さく、無視される

場合が多い。本研究では粘性力𝐅𝐅𝑣𝑣𝑖𝑖𝑠𝑠は無視している。毛管力𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝は粒子間に対して鉛直方向

に働く力である。また、粒子間に液体が存在する際には、粒子の運動に対して液体が運動を

妨げる力である潤滑力(lubrication force)を発生させるが、既存研究において潤滑力を無視

しても実現象をよく模擬できることが報告されている[90]ため、本研究においても潤滑力を

無視している。液架橋のように界面が曲率を持っている場合、界面の内外でその曲率に応じ

た圧力差（ラプラス圧）が生じる。以下でラプラス圧に対する方程式を導出する。まず、図 

3 のように主曲率半径が𝑅𝑅1, 𝑅𝑅2である微小な界面の運動を考える。はじめ 𝑅𝑅1𝜓𝜓1、𝑅𝑅2𝜓𝜓2によっ

て張られる面が、それぞれ(𝑅𝑅1 + 𝑑𝑑𝑅𝑅)𝜓𝜓1, (𝑅𝑅2 + 𝑑𝑑𝑅𝑅)𝜓𝜓2によって張られる面に拡大した場合、

界面の表面積変化は 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑅𝑅1 + 𝑑𝑑𝑅𝑅)𝜓𝜓1(𝑅𝑅2 + 𝑑𝑑𝑅𝑅)𝜓𝜓2 − 𝑅𝑅1𝜓𝜓1𝑅𝑅2𝜓𝜓2 = (𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2)𝜓𝜓1𝜓𝜓2𝑑𝑑𝑅𝑅 (32) 

となる。表面張力は界面における自由エネルギーによって起きる力であり、界面の自由エネ

ルギーは界面の面積に比例する。この比例定数を表面張力定数と呼び、𝜎𝜎と表記する。する

と、界面が拡大した際に与えられる表面自由エネルギー𝑑𝑑𝑑𝑑は 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜎𝜎(𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2)𝜓𝜓1𝜓𝜓2𝑑𝑑𝑅𝑅 (33) 

となる。このエネルギーによって界面が𝑑𝑑𝑅𝑅移動したことから 

𝐹𝐹 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑅𝑅

= (𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2)𝜓𝜓1𝜓𝜓2 (34) 

の力が生じたと考えられる。さて、界面には圧力差𝛥𝛥𝛻𝛻が存在するため、圧力による力
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𝑅𝑅1𝜓𝜓1𝑅𝑅2𝜓𝜓2𝛥𝛥𝛻𝛻を受けている。今、液面が移動していないと考えた場合、外力（圧力）と内力

（自由エネルギーによる仕事の微分）が釣り合っているため、 

(𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2)𝜓𝜓1𝜓𝜓2 = 𝑅𝑅1𝜓𝜓1𝑅𝑅2𝜓𝜓2𝛥𝛥𝛻𝛻 (35) 

が成立する。よって、変形すると 

𝛥𝛥𝛻𝛻 = 𝜎𝜎 �
1
𝑅𝑅1

+
1
𝑅𝑅2
� (36) 

というラプラス圧に関する方程式（ヤング-ラプラス方程式）が得られる。 

粒子間にはたらく液架橋は、架橋の形状によって各粒子間に 1 対の液架橋のみが存在す

る Pendular形状、他粒子間に渡って液架橋が広がっている部分がある Funicular 形状、粒

子間全体が液体に浸っている Capillary 形状に分類される。Lu ら[91]によれば、粒子体積

に対する液量が 20%以下であれば Pendular 形状の液架橋のみが存在すると考えて良いと

いうことが示されている。本研究では 20%未満の液量のみを考えているため、Pendular形

状の液架橋についてのみ考える。Pendular型の液架橋力は、ラプラス圧を用いて最も狭い

首部分の半径𝜌𝜌によって以下のように表現される。 

𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝜋𝜋𝒏𝒏 = (𝜋𝜋𝜌𝜌2𝛥𝛥𝛻𝛻 + 2𝜋𝜋𝜌𝜌𝜎𝜎)𝒏𝒏 (37) 

ここで、𝒏𝒏は粒子に対して鉛直方向の法線ベクトルである。また、粒子の半径𝑅𝑅、接触角𝜃𝜃、

および図 4 に示す角度𝛼𝛼を用いて以下のように表現することもできる。 

𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = 𝜋𝜋 �𝑅𝑅2sin2𝛼𝛼1𝛥𝛥𝛻𝛻 + 2𝑅𝑅sin𝛼𝛼1sin(𝛼𝛼 + 𝜃𝜃)�𝒏𝒏 (38) 

ともできる。以下ではこれらの式を用いた液架橋力のモデル化手法について述べる。 

 

 形状最適化 

液架橋の形状を求めるために、エネルギーの最小化問題として計算を行う手法がある[92]。
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液架橋の持つエネルギーの総和は 

𝑑𝑑 = 𝑆𝑆𝑔𝑔𝑠𝑠𝜎𝜎𝑔𝑔𝑠𝑠 + 𝑆𝑆𝑐𝑐𝑠𝑠𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠 + 𝑆𝑆𝑔𝑔𝑐𝑐𝜎𝜎𝑔𝑔𝑐𝑐 (39) 

となる。ここで添字の𝑔𝑔、𝑙𝑙、𝑠𝑠はそれぞれ気相、液相、固相を示し、それぞれの相間での値

を示す。𝑆𝑆は表面積、𝜎𝜎は表面自由エネルギーである。ここで、粒子表面の面積は一定である

ため、 

𝑆𝑆𝑔𝑔𝑠𝑠 + 𝑆𝑆𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝐶𝐶(const. ) (40) 

であり、またヤングの式より 

𝜎𝜎𝑔𝑔𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑔𝑔𝑐𝑐cos𝜃𝜃 (41) 

である。これらの式から表面自由エネルギーを 1つにまとめられ、 

𝑑𝑑 = 𝜎𝜎𝑔𝑔𝑐𝑐�𝑆𝑆𝑔𝑔𝑐𝑐 − 𝑆𝑆𝑠𝑠𝑐𝑐cos𝜃𝜃�+ const. (42) 

となる。液架橋の形状はこのエネルギーを最小化するものと考えられるため、この最小化問

題 

minimize �𝜎𝜎𝑔𝑔𝑐𝑐�𝑆𝑆𝑔𝑔𝑐𝑐 − 𝑆𝑆𝑠𝑠𝑐𝑐cos𝜃𝜃�� (43) 

を解くことで液架橋の形状を求める。制約条件はヤング-ラプラス方程式から求める際と同

様で、液量および粒子との接触点での接触角である。この最小化問題を解いた後、最終的に

液架橋力は粒子間距離が変化した際のこのエネルギーの変分 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 (44) 

として求められる。実際の数値解析では、液架橋界面上に点を配置し、その点群の位置を最

小化問題で移動させながら最適化を行うことで計算が行われる。この手法は近似を行わず、

直接液架橋形状を求めているため、精度が高く、多粒子間にまたがる液架橋形状（ファニキ

ュラー・キャピラリー）などにも使用できるという利点があるが、粒子ごとに複数の点を用

いて計算を行わなくてはならず、計算コストが非常に高いため、大規模化が困難であるとい

う問題がある。 
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 陽的な近似手法 

近似的な計算として、いくつかの研究では液量などに制限を加えることで簡易的に液架

橋力を計算できる手法を開発している。Israelachvili は液架橋に対して液量が非常に小さ

いこと、𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡が𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛より非常に大きいこと、および接触角が小さいことを仮定し、以下のよう

なモデル式を提案した[93]。 

 

1) 粒子-壁間 

まず、粒子-壁面間について、𝛥𝛥𝛻𝛻は 

𝛥𝛥𝛻𝛻 = 𝜎𝜎 �
1
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛

−
1
𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡

� ≃ −𝜎𝜎
1
𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡

 (45) 

とできる。また、液量が非常に小さい時、𝜙𝜙も小さいので、 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = 𝜋𝜋 �𝑅𝑅2sin2𝜙𝜙𝛥𝛥𝛻𝛻 + 2𝑅𝑅sin𝜙𝜙sin(𝜙𝜙 + 𝜃𝜃)� ≃ 2𝜋𝜋𝑅𝑅𝑑𝑑𝛥𝛥𝛻𝛻 = −2𝜋𝜋𝑅𝑅𝑑𝑑
𝜎𝜎
𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡

 (46) 

となる。ここで、𝜃𝜃,𝜙𝜙が小さいため表面張力による第二項を無視し、第一項に関しては図 6

上の粒子を円とみなした際の方べきの定理より 

(𝑅𝑅sin𝜙𝜙)(𝑅𝑅sin𝜙𝜙) = 𝑑𝑑(2𝑅𝑅 − 𝑑𝑑) ≃ 2𝑅𝑅𝑑𝑑 (47) 

を用いた。また、縦方向の幾何学的関係から 

𝑑𝑑 + 𝑑𝑑 = 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝜙𝜙 + 𝜃𝜃) + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝜃𝜃) ≃ 2𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝜃𝜃) (48) 

とできる。ここで、𝜃𝜃,𝜙𝜙が小さいためにほぼ円形にフィッティングできることを使用した。

この式から求めた𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡を用いることで 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 =
−4𝜋𝜋𝑅𝑅𝜎𝜎cos𝜃𝜃

1 + 𝑑𝑑
𝑑𝑑

 (49) 

を得る。この式では𝑑𝑑が未知数であるが、Israelachviliは近接している際に𝑑𝑑 = 0として 



 
 

22 
 

 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = −4𝜋𝜋𝑅𝑅𝜎𝜎cos𝜃𝜃 (50) 

を得ている。Rabinovich[94]らはこれに対し、𝑑𝑑を求める際、液架橋形状がほぼ円柱である

と近似し、液量𝑉𝑉と𝑑𝑑の関係を以下のように求めている。 

𝑉𝑉 ≃ 𝜋𝜋(𝑅𝑅sin𝜙𝜙)2(𝑑𝑑 +𝑑𝑑)−
1
3
𝜋𝜋𝑑𝑑2(3𝑅𝑅 − 𝑑𝑑) ≃ 2𝜋𝜋𝑅𝑅𝑑𝑑(𝑑𝑑 + 𝑑𝑑) − 𝜋𝜋𝑑𝑑2𝑅𝑅 (51) 

ここで、固相で覆われている球冠部を除いており、𝑑𝑑3の項を無視している。これは𝑑𝑑に関し

て 2次方程式であり、解のうち正の値を取ると 

𝑑𝑑 = −𝑑𝑑 + �𝑑𝑑2 +
𝑉𝑉
𝜋𝜋𝑅𝑅

 (52) 

となる。また、方ベキの定理による近似で用いた式より 

(𝑅𝑅sin𝜙𝜙)(𝑅𝑅sin𝜙𝜙) ≃ 𝑅𝑅2𝜙𝜙2 ≃ 2𝑅𝑅𝑑𝑑 (53) 

であるため、 

𝜙𝜙 ≃ �2𝑑𝑑
𝑅𝑅

 (54) 

として𝜙𝜙を求めることもできる。Rabinovichら[94]は更にこの𝜙𝜙を用いて表面張力による項

を無視せずに計算した、 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 =
−4𝜋𝜋𝑅𝑅𝜎𝜎cos𝜃𝜃

1 + 𝑑𝑑
𝑑𝑑

+ 2𝜎𝜎𝑅𝑅sin𝜙𝜙sin(𝜙𝜙 + 𝜃𝜃) (55) 

も提案している。 

 

2) 粒子-粒子間 

粒子間においても粒子-壁面間とほとんど同様に考えることができ、図 7 上の幾何学的な

情報から 

𝑑𝑑 + 2𝑑𝑑 = 2𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝜙𝜙 + 𝜃𝜃) ≃ 2𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos𝜃𝜃 (56) 

となるため、 
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𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 =
−4𝜋𝜋𝑅𝑅𝜎𝜎cos𝜃𝜃

1 + 𝑑𝑑
2𝑑𝑑

 (57) 

が得られる。また𝑑𝑑についても 

𝑉𝑉 ≃ 𝜋𝜋(𝑅𝑅sin𝜙𝜙)2(2𝑑𝑑 + 𝑑𝑑) − 2
1
3
𝜋𝜋𝑑𝑑2(3𝑅𝑅 − 𝑑𝑑) ≃ 2𝜋𝜋𝑅𝑅𝑑𝑑(2𝑑𝑑 + 𝑑𝑑) − 2𝜋𝜋𝑑𝑑2𝑅𝑅 (58) 

となるため、 

𝑑𝑑 =
−𝑑𝑑 + �𝑑𝑑2 + 2𝑉𝑉

𝜋𝜋𝑅𝑅
2

 
(59) 

が得られる。表面張力の項を考慮する際も同様で、 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 =
−4𝜋𝜋𝑅𝑅𝜎𝜎cos𝜃𝜃

1 + 𝑑𝑑
2𝑑𝑑

+ 2𝜎𝜎𝑅𝑅sin𝜙𝜙sin(𝜙𝜙 + 𝜃𝜃) (60) 

となる。これらの計算手法は、どれも陽的に計算が可能な手法であるが、液量が非常に小さ

いなどの仮定を行っているため、液量や接触角が大きい場合に精度が非常に悪くなってし

まうという問題が報告されている[95]。 

 

 トロイダル近似 

上述したように、形状最適化では計算コストが非常に高く、また陽的な近似手法では液量

が大きい場合に精度が非常に悪くなることが知られているため、より精度良くかつ効率的

に解析を行うことができるモデル化手法が研究されている。その中で広く用いられる手法

としてトロイダル近似を用いる手法がある。トロイダル近似では液架橋力の形状を円形に

フィッティングすることによって計算を行う（図 8）。ここでは粒子が異なる接触角・粒子

径を持つ場合にも適用できる、Sun らの手法[95]について述べる。トロイダル近似では、液

架橋の最も深い部分の主曲率𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛および𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡を用いて、式 (37)において圧力をラプラス方程

式から𝛥𝛥𝛻𝛻 = 𝜎𝜎 � 1
𝜌𝜌𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡

− 1
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛
�とすると、 

𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = 𝜋𝜋𝜎𝜎𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 �1 +
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡

�𝐧𝐧 (61) 

を得る。この液架橋力を計算するために、以下では体積𝑉𝑉、半径𝑅𝑅1,𝑅𝑅2、接触角𝜃𝜃1,𝜃𝜃2、粒子
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間距離𝑑𝑑から𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛,𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡を計算する。 

 

1) 幾何学的条件 

まず、𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛,𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡の関係を考える。縦方向の情報から、 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1) + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡sin(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1) (62) 

より、 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 = 𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1)− 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡�1− sin(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)� (63) 

である。同様に 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 = 𝑅𝑅2sin(𝛼𝛼2)− 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡�1− sin(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)� (64) 

が成立する。以上の 2式の両辺を引いて、 

𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1)− 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡�1− sin(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)� = 𝑅𝑅2sin(𝛼𝛼2)− 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡�1− sin(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)�

𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡 = −
𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1)− 𝑅𝑅2sin(𝛼𝛼2)

sin(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)− sin(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)
 (65) 

が得られる。また、横方向の情報から、 

𝑑𝑑 + �𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅1cos(𝛼𝛼1)�+ �𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅2cos(𝛼𝛼2)� = 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1) + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2) (66) 

を変形し、 

𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡 =
𝑑𝑑 + �𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅1cos(𝛼𝛼1)�+ �𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅2cos(𝛼𝛼2)�

cos(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1) + cos(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)  (67) 

を得る。これらの式から、 

−
𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1)− 𝑅𝑅2sin(𝛼𝛼2)

sin(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)− sin(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2) =
𝑑𝑑 + �𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅1cos(𝛼𝛼1)�+ �𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅2cos(𝛼𝛼2)�

cos(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1) + cos(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)  (68) 

が得られる。この式内の未知数は𝛼𝛼1と𝛼𝛼2のみである。この式の両辺の分母に和積の公式を用

い、 
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−
𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1)− 𝑅𝑅2sin(𝛼𝛼2)

sin �𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1 − 𝛼𝛼2 − 𝜃𝜃2
2 �

=
𝑑𝑑 + �𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅1cos(𝛼𝛼1)�+ �𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅2cos(𝛼𝛼2)�

cos �𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1 − 𝛼𝛼2 − 𝜃𝜃2
2 �

 (69) 

とし、これを変形して 

−
𝑅𝑅1sin(𝛼𝛼1)− 𝑅𝑅2sin(𝛼𝛼2)

𝑑𝑑 + �𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅1cos(𝛼𝛼1)�+ �𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅2cos(𝛼𝛼2)�
= tan �

𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1 − 𝛼𝛼2 − 𝜃𝜃2
2

� (70) 

を得る。右辺は加法定理によってtan �𝛼𝛼1
2
� ,tan �𝛼𝛼2

2
� ,tan �𝜃𝜃1−𝜃𝜃2

2
�に分解でき、左辺もsin(𝛼𝛼1) =

2tan�𝛼𝛼12 �

1+tan2�𝛼𝛼12 �
、1 − cos(𝛼𝛼1) =

2tan2�𝛼𝛼12 �

1+tan2�𝛼𝛼12 �
のようにtan �𝛼𝛼1

2
� ,tan �𝛼𝛼2

2
�で表せる。よって、 

tan �
α1
2 �

= 𝑑𝑑 (71) 

tan �
α2
2 �

= 𝐵𝐵 (72) 

tan �
θ1 − θ2

2
� = 𝐶𝐶 (73) 

とすれば、 

−
𝑅𝑅1

2𝑑𝑑
1 + 𝑑𝑑2 − 𝑅𝑅2

2𝐵𝐵
1 + 𝐵𝐵2

𝑑𝑑 + 𝑅𝑅1
2𝑑𝑑2

1 + 𝑑𝑑2 + 𝑅𝑅2
2𝐵𝐵2

1 + 𝐵𝐵2
=

𝑑𝑑 − 𝐵𝐵
1 + 𝑑𝑑𝐵𝐵 + 𝐶𝐶

1 − 𝑑𝑑 − 𝐵𝐵
1 + 𝑑𝑑𝐵𝐵𝐶𝐶

 (74) 

となり、B について解くと 

𝐵𝐵 = tan �
𝛼𝛼2
2 �

=
𝑅𝑅1𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

2 + 𝐶𝐶𝑑𝑑
2

𝑅𝑅2 + 𝑑𝑑
2 − 𝑑𝑑𝐶𝐶 �𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2 + 𝑑𝑑

2�
 (75) 

を得られる。この式(75)を用いて𝛼𝛼1から𝛼𝛼2を決定できる。 

 

2) 液量保存 

次に、液量保存について考えるため、液量𝑉𝑉を幾何学的に求める。まず、図 9 の水色の部

分を回転した体積を求める。液架橋の中心を𝑥𝑥 = 0として考えると、この部分の体積は 

𝑉𝑉𝑙𝑙 = 𝜋𝜋� �𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡(1− cos(𝜓𝜓))�2𝑑𝑑𝑥𝑥
cos(𝛼𝛼2+𝜃𝜃2)

0
 (76) 
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𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡 cos(𝜓𝜓) (77) 

となる。𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝜓𝜓)𝑑𝑑𝜓𝜓より、 

𝑉𝑉𝑙𝑙 = 𝜋𝜋� (
𝜋𝜋
2−(𝛼𝛼2+𝜃𝜃2)

0
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡�1− cos(𝜓𝜓)�)2𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡cos(𝜓𝜓)𝑑𝑑𝜓𝜓

= 𝜋𝜋𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡(𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡)2[sin(𝜃𝜃)]𝑡𝑡
𝜋𝜋
2−(𝛼𝛼2+𝜃𝜃2)

+𝜋𝜋𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡2 (𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡) �𝜃𝜃 +
1
2

sin(𝜃𝜃)cos(𝜃𝜃)�
𝑡𝑡

𝜋𝜋
2−(𝛼𝛼2+𝜃𝜃2)

+𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡3 �sin(𝜃𝜃)−
1
3

sin3(𝜃𝜃)�
𝑡𝑡

𝜋𝜋
2−(𝛼𝛼2+𝜃𝜃2)

= 𝜋𝜋𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡(𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡)2cos(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)− 𝜋𝜋𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡2 (𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡)(𝜋𝜋/2 − (𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2))

+
1
2

sin(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)cos(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2) + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡3 cos(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)−
1
3

cos3(𝛼𝛼2 + 𝜃𝜃2)

 (78) 

である。この体積は球内部分(斜線部分)も含まれているため、これを除く。含まれてしまっ

ている球冠部分は球冠部の体積公式より 

𝑉𝑉2 =
𝜋𝜋
3
𝑅𝑅23(2 + cos(𝛼𝛼2))(1− cos(𝛼𝛼2))2 (79) 

である。よって右側の体積は𝑉𝑉𝑙𝑙 − 𝑉𝑉2である。同様に左側も 

𝑉𝑉𝑡𝑡 = 𝜋𝜋𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡(𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡)2cos(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)− 𝜋𝜋𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡2 (𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡)(𝜋𝜋/2− (𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1))

+
1
2

sin(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)cos(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1) + 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡3 cos(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)−
1
3

cos3(𝛼𝛼1 + 𝜃𝜃1)
 (80) 

𝑉𝑉1 =
𝜋𝜋
3
𝑅𝑅13(2 + cos(𝛼𝛼1))(1− cos(𝛼𝛼1))2 (81) 

となるので、液滴の合計体積は 

𝑉𝑉 = 𝑉𝑉𝑡𝑡 − 𝑉𝑉1 + 𝑉𝑉𝑙𝑙 − 𝑉𝑉2 (82) 

となる。この式は𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛,𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡,𝛼𝛼1,𝛼𝛼2が未知数であるが、式(63)および式(67)によって未知数を

𝛼𝛼1,𝛼𝛼2のみにできる。従って、式(82)を式(75)と連立して解くことにより𝛼𝛼1,𝛼𝛼2を求め、これ

らによって𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛,𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡を求めることで、最終的に式(61)から𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝を求めることができる。反復計

算は割線法によって行われる。図 10 に詳細なアルゴリズムを示す。このトロイダル近似に

よる計算手法は幅広い液量や接触角に対して精度の良い近似結果を示すことが知られてい

る[95]。本研究ではこの Sunらのトロイダル近似モデルを用いて数値解析を行った。 
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 経験的な方法 

実験結果や解析的な解からの回帰分析によって経験的に値を求めるアプローチも研究さ

れている。Mikami らは破断距離と液架橋力の関係から回帰分析を行い、以下のような経験

式を導出している[96]。 

𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = 𝜋𝜋𝑅𝑅𝜎𝜎 �exp �𝑑𝑑
𝑑𝑑
𝑅𝑅

+ 𝐵𝐵� + 𝐶𝐶�𝐧𝐧 (83) 

ここで、各パラメーター𝑑𝑑,𝐵𝐵,𝐶𝐶はそれぞれ粒子-粒子間と粒子-壁面間で異なる値を用い、 

𝑑𝑑 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−1.1 �

𝑉𝑉
𝑅𝑅3
�
−0.53

𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒

−1.9 �
𝑉𝑉
𝑅𝑅3
�
−0.51

𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝑤𝑤𝑝𝑝𝑙𝑙𝑙𝑙
 (84) 

𝐵𝐵 = �
�−0.34ln �

𝑉𝑉
𝑅𝑅3
� − 0.96�𝜃𝜃2 − 0.019ln �

𝑉𝑉
𝑅𝑅3
� + 0.48 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒

�−0.016ln �
𝑉𝑉
𝑅𝑅3
� − 0.76�𝜃𝜃2 − 0.12ln �

𝑉𝑉
𝑅𝑅3
� + 1.2 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝑤𝑤𝑝𝑝𝑙𝑙𝑙𝑙

 (85) 

𝐶𝐶 = �
0.0042ln �

𝑉𝑉
𝑅𝑅3
�+ 0.078 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒

0.0013ln �
𝑉𝑉
𝑅𝑅3
�+ 0.18 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝑤𝑤𝑝𝑝𝑙𝑙𝑙𝑙

 (86) 

である。 

 

 破断距離 

液架橋力は全ての粒子対に働くわけではなく、ある程度以上の距離では液架橋が破断し、

力が働かなくなる。この破断距離についても液架橋形状と同様に直接求めることは非常に

困難であるため、様々な近似的な手法が提案されている。Lian らは液架橋力の安定性を解

析的に考察した結果から、破断距離に対して以下のような近似式を提案している[97]。 

ℎ𝑟𝑟𝑠𝑠𝑝𝑝 = �1.0 +
1
2
𝜃𝜃�𝑉𝑉

1
3 (87) 

この式は広く用いられている式であるが、流体の粘性が無視できない場合には近似精度が

良くないという欠点が Pitoisらによって指摘されている[98]。彼らは同じ論文内で Lian ら

の式を修正した 
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ℎ𝑟𝑟𝑠𝑠𝑝𝑝 = �1.0 +
1
2
𝜃𝜃��1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝

1
2�𝑉𝑉

1
3 (88) 

という式を提案している。ここで𝐶𝐶𝑝𝑝はキャピラリ数で、粘性力と表面張力の比である。 

𝐶𝐶𝑝𝑝 =
𝜇𝜇|𝐯𝐯𝑟𝑟|
𝜎𝜎

 (89) 

また、Mikami は毛管力の計算と同様に回帰分析から、以下のような破断距離の式を提案し

ている[96]。 

ℎ𝑟𝑟𝑠𝑠𝑝𝑝 = �
(0.62𝜃𝜃 + 0.99)(𝑉𝑉)0.34 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒
(0.22𝜃𝜃 + 0.95)(𝑉𝑉)0.32 𝛻𝛻𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑖𝑖𝑝𝑝𝑙𝑙𝑒𝑒 − 𝑤𝑤𝑝𝑝𝑙𝑙𝑙𝑙

 (90) 

 

 

 

図 3 微小面積にかかるラプラス圧 
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図 4 液架橋形状の模式図 

 

 

図 5 Israelachvili による粒子-粒子間力の近似 
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図 6 Israelachvili による粒子-壁面間力の近似 

 

 

図 7 トロイダル近似における液架橋形状の近似 
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図 8 トロイダル近似における液架橋体積の図示 
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図 9 トロイダル近似の反復計算概念図 

  

初期予想値𝛼𝛼1𝑡𝑡を設定 

𝐅𝐅𝑐𝑐𝑡𝑡𝑝𝑝 = 𝜋𝜋𝜎𝜎𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛 �1 + 𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡

� 𝐧𝐧を出力 

Δ𝑉𝑉が十分小さければ終了 

体積誤差Δ𝑉𝑉+を計算 

𝛼𝛼1𝑛𝑛 − Δℎから𝛼𝛼2−を計算 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛−、𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡− を計算 

体積誤差Δ𝑉𝑉−を計算 

𝛼𝛼1𝑛𝑛+1 = 𝛼𝛼1𝑛𝑛 − 2Δℎ
Δ𝑉𝑉

Δ𝑉𝑉+ − Δ𝑉𝑉−
 

𝛼𝛼1𝑛𝑛から𝛼𝛼2𝑛𝑛を計算 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛、𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡𝑛𝑛 を計算 

体積誤差Δ𝑉𝑉を計算 

𝛼𝛼1𝑛𝑛 + Δℎから𝛼𝛼2+を計算 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑛𝑛+、𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡+ を計算 
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 DEM粗視化モデル 

DEM による数値解析は様々な分野で非常に有効な方法であることが示されているが、

DEMを大規模な体系に適用することを考えた場合、計算コストの問題が生じ、計算が困難

であるという問題があった。これは DEM においては粒子数が増大するに従って接触力の

計算回数が増大するためである。実際の産業用固気混相流等で使用される粒子数が数十億

から数兆を超えるようなスケールであるのに対し、DEMにおいて 1 つの PC で扱うことが

できる粒子数は数百万粒子程度である。従って元々の DEM を用いたモデリングによって

産業用装置の数値解析を行うことは非常に困難であった。計算粒子数に関する問題を解決

する有効な手法としてスケーリング則モデルによって実際より大きな粒子を用いて計算粒

子数を削減する手法が提案されている。スケーリング則モデルによる計算粒子削減手法に

は固相・気相のパラメーターを変化させて計算するパラメータースケーリングモデル[99]や

実粒子群を 1 つの計算粒子によって代表して計算する代表粒子モデル[51]などが存在する。

本研究では代表粒子モデルの 1 つである DEM粗視化モデル[51]を使用した。DEM 粗視化

モデルは実粒子と粗視化粒子のエネルギーの一致性を考慮することによって、他のモデル

より多くの粒子を削減しても精度よく解析できるという利点を持つ。DEM粗視化モデルで

は、粗視化粒子同士が衝突した際に内部に含まれるすべての粒子が２対衝突を行うと仮定

している手法であるため、内部に含まれる粒子による剛体回転等を考慮しない手法である。

DEM粗視化モデルの有効性および妥当性は流動層[46]、気流搬送[51]、噴流層[88]などによ

って確認されている。DEM-CFD 法における DEM 粗視化モデルの支配方程式は通常の

DEMと同様に、 

𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑑𝑑𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝑭𝑭𝑪𝑪𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑭𝑭𝑑𝑑𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝑉𝑉𝑠𝑠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝛻𝛻𝛻𝛻 +𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝒈𝒈 (91) 

𝐼𝐼𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑑𝑑𝝎𝝎𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑
= �𝑻𝑻𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 (92) 

のように表される。添字の CGM は粗視化粒子を示している。粗視化粒子の実粒子に対する

倍率は粗視化率𝑙𝑙と呼ばれる値によって表される。従って、粗視化粒子と実粒子の大きさは
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以下のような関係を持つ。 

𝑑𝑑𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙𝑑𝑑𝑂𝑂 (93) 

添字の Oは実粒子を示している。よって図 11 に示されるように、粗視化粒子は実粒子𝑙𝑙3個

を代表した粒子となる。従って、運動方程式の左辺係数である粗視化粒子の質量および慣性

モーメントは以下のように求められる。 

𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙3𝑚𝑚𝑂𝑂, 𝐼𝐼𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙5𝐼𝐼𝑂𝑂 (94) 

各項の計算モデルについて、以下で述べる。 

 

 接触力項 

DEM 粗視化モデルでは粒子間衝突の際には各粗視化粒子が代表している粒子が 2 対衝

突を行うことを仮定する。よって接触力は以下の関係を持つ。 

𝑭𝑭C𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛 + 𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡 = 𝑙𝑙3𝑭𝑭�C𝑂𝑂 = 𝑙𝑙3𝑭𝑭�C𝑂𝑂𝑛𝑛 + 𝑙𝑙3𝑭𝑭�C𝑂𝑂𝑡𝑡 (95) 

したがって、鉛直及び水平方向の接触力は以下のように書き下される。 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛 = 𝑙𝑙3𝑭𝑭�C𝑂𝑂𝑛𝑛 = 𝑙𝑙3 �−𝑘𝑘𝑂𝑂𝜹𝜹�𝑂𝑂𝑛𝑛 − 𝜂𝜂𝑂𝑂𝒗𝒗�𝑂𝑂𝑟𝑟𝑛𝑛� (96) 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡
= 𝑙𝑙3𝑭𝑭�C𝑂𝑂𝑡𝑡 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑙𝑙3 �−𝑘𝑘𝑂𝑂𝜹𝜹�𝑂𝑂𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑂𝑂𝒗𝒗�𝑂𝑂𝑟𝑟𝑡𝑡�   ��𝑭𝑭�𝐶𝐶𝑂𝑂𝑡𝑡� < 𝜇𝜇 �𝑭𝑭�𝐶𝐶𝑂𝑂𝑛𝑛��

−𝜇𝜇𝑂𝑂𝑙𝑙3𝑭𝑭�𝐶𝐶𝑂𝑂𝑛𝑛
𝒗𝒗�𝑟𝑟𝑂𝑂𝑡𝑡
�𝒗𝒗�𝑟𝑟𝑂𝑂𝑡𝑡�

��𝑭𝑭�𝐶𝐶𝑂𝑂𝑡𝑡� ≥ 𝜇𝜇 �𝑭𝑭�𝐶𝐶𝑂𝑂𝑛𝑛��
 (97) 

ここで、実粒子の速度およびオーバーラップの平均値𝜹𝜹�𝑂𝑂𝑛𝑛,𝒗𝒗�𝑂𝑂𝑟𝑟𝑛𝑛 ,𝜹𝜹�𝑂𝑂𝑡𝑡,𝒗𝒗�𝑟𝑟𝑂𝑂𝑡𝑡は未知の変数であ

るが、DEM粗視化モデルにおいては粗視化粒子の値が実粒子の平均値を表すと考える。す

なわち 

𝜹𝜹�𝑂𝑂𝑛𝑛 = 𝜹𝜹𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛,𝒗𝒗�𝑂𝑂𝑟𝑟𝑛𝑛 = 𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑟𝑟𝑛𝑛
,𝜹𝜹�𝑂𝑂𝑡𝑡 = 𝜹𝜹𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡,𝒗𝒗�𝑂𝑂𝑟𝑟𝑡𝑡 = 𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑟𝑟𝑡𝑡

 (98) 

と仮定する。従って、上述の 2 式(96)および(97)は、 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛 = 𝑙𝑙3 �−𝑘𝑘𝑂𝑂𝜹𝜹𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛 − 𝜂𝜂𝑂𝑂𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑟𝑟𝑛𝑛
� (99) 
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𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡
=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑙𝑙3 �−𝑘𝑘𝑂𝑂𝜹𝜹𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑂𝑂𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑟𝑟𝑡𝑡

�   ��𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡
� < 𝜇𝜇 �𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛

��

−𝜇𝜇𝑂𝑂𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛

𝒗𝒗�𝑟𝑟𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡

�𝒗𝒗�𝑟𝑟𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡
�
��𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡

� ≥ 𝜇𝜇�𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛��
 (100) 

となる。従って粗視化モデルの接触力の計算は実粒子での計算に対して、ばね定数、粘弾性

係数、および摩擦係数を以下のように変更して計算したものと等しい。 

𝑘𝑘𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙3𝑘𝑘𝑂𝑂, 𝜂𝜂𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙3𝜂𝜂𝑂𝑂,𝜇𝜇𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝜇𝜇𝑂𝑂 (101) 

 

 流体抗力項 

流体抗力は粗視化粒子が代表しているすべての実粒子に同じ力が働くと考えられるので、 

𝑭𝑭𝑑𝑑𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙3𝑭𝑭�𝑑𝑑𝑜𝑜 = 𝑙𝑙3
�̅�𝛽𝑂𝑂𝑉𝑉𝑆𝑆𝑂𝑂(𝒖𝒖− 𝒗𝒗�𝒐𝒐)

(1− 𝜀𝜀) = 𝑙𝑙3
�̅�𝛽𝑂𝑂𝑉𝑉𝑆𝑆𝑂𝑂(𝒖𝒖− 𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)

(1− 𝜀𝜀)  (102) 

のように計算される。�̅�𝛽𝑂𝑂は粒子径に対して非線形的に依存しているため、単純なスケーリン

グではなく実粒子径を用いて計算を行う必要がある。すなわち、 

�̅�𝛽𝑂𝑂 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧150

(1− 𝜀𝜀)2𝜇𝜇𝑠𝑠
𝜀𝜀𝑑𝑑𝑂𝑂2

+
1.75(1− 𝜀𝜀)𝜌𝜌

2𝑑𝑑𝑂𝑂
|𝒗𝒗�𝑡𝑡 − 𝒖𝒖|(𝜀𝜀 ≤ 0.8)

3
4

 
𝐶𝐶𝐷𝐷𝑂𝑂������|𝒗𝒗�𝑡𝑡 − 𝒖𝒖|𝜀𝜀(1 − 𝜀𝜀)�

2𝑑𝑑𝑂𝑂
𝜀𝜀−2.65   (𝜀𝜀 > 0.8)

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧150

(1− 𝜀𝜀)2𝜇𝜇𝑠𝑠
𝜀𝜀𝑑𝑑𝑂𝑂2

+
1.75(1− 𝜀𝜀)𝜌𝜌

2𝑑𝑑𝑂𝑂
|𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝒖𝒖|(𝜀𝜀 ≤ 0.8)

3
4

 
𝐶𝐶𝐷𝐷𝑂𝑂������|𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝒖𝒖|𝜀𝜀(1− 𝜀𝜀)�

2𝑑𝑑𝑂𝑂
𝜀𝜀−2.65   (𝜀𝜀 > 0.8)

 

(103) 

𝐶𝐶𝐷𝐷𝑂𝑂����� = �
24 �1 + 0.15𝑅𝑅𝑒𝑒𝑂𝑂�����0.687�

𝑅𝑅𝑒𝑒𝑂𝑂�����  (𝑅𝑅𝑒𝑒𝑂𝑂����� ≤ 1000)

0.44                          (𝑅𝑅𝑒𝑒𝑂𝑂����� > 1000)
 

(104) 

𝑅𝑅𝑒𝑒𝑂𝑂����� =
|𝒗𝒗�𝑡𝑡 − 𝒖𝒖|𝜌𝜌𝜀𝜀𝑑𝑑𝑂𝑂

2𝜇𝜇𝑠𝑠
=

|𝒗𝒗𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝒖𝒖|𝜌𝜌𝜀𝜀𝑑𝑑𝑂𝑂
2𝜇𝜇𝑠𝑠

 
(105) 

である。 
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 圧力勾配項、重力項およびトルク 

圧力勾配項および重力項は粒子の体積および重量に比例するため、DEM 粗視化モデルで

は単純に粗視化粒子の体積、重量を用いて計算を行えば良い。すなわち、 

−𝑉𝑉𝑠𝑠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝛻𝛻𝛻𝛻 = −𝑙𝑙3𝑉𝑉𝑠𝑠𝑂𝑂𝛻𝛻𝛻𝛻 (106) 

𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝒈𝒈 = 𝑙𝑙3𝑚𝑚𝑂𝑂𝒈𝒈 (107) 

である。これは実粒子での計算に対して粒子体積および重量を以下のように変更して計算

したものと等しい。 

𝑉𝑉𝑆𝑆𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙3𝑉𝑉𝑆𝑆𝑂𝑂 ,𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙3𝑚𝑚𝑂𝑂 (108) 

トルクは通常の DEM と同様に接触力の水平方向から計算される。 

𝑻𝑻𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 =
𝑑𝑑𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶

2 �𝒏𝒏 × 𝑭𝑭𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡
� (109) 

 

 液架橋力 

(5 年以内に刊行予定) 

 

  

a) 実粒子群 b) 粗視化粒子 

図 10 DEM 粗視化モデルの概念図 

  



 
 

37 
 

 

2.2. 大物体モデル 

(5 年以内に刊行予定) 
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2.3. 楕円体粒子モデル 

 非球形粒子の表現 

非球形粒子を用いた離散要素法はこれまで多くの研究がなされており[12,100–104]、様々

な粒子の表現方法が利用されている。非球形粒子の表現方法を図 13 に示す。非球形粒子の

表現方法としては関数で粒子形状を表現する方法[105,106]、メッシュを用いる手法[107–

109]、および球粒子群によって表現する手法[17,110–112]が広く用いられる。関数を用いて

表現する手法では、関数によって表現可能な形状のみしか扱えないが、なめらかな関数とし

て形状を表現できるために拡張性が高いという利点を持つ。メッシュを用いる手法では

様々な形状の粒子を自由に取り扱うことができるが、各粒子に対してメッシュ間の接触判

定を行う必要があり、計算コストが高い。球粒子によって表現する手法では球粒子のアルゴ

リズムをそのまま適用できるという利点があるが、粒子表面のなめらかな表現を行うため

には非常に多くの球粒子を用いる必要があるため、計算コストが高くなる。本研究では拡張

性が高く計算コストが比較的低い関数による表現を用い、粒子形状として楕円体粒子を用

いて計算を行った。粒子の形状は以下の楕円体方程式によって表される。 

�
𝑥𝑥
𝑝𝑝�

2
+ �

𝑦𝑦
𝑏𝑏�

2
+ �

𝑧𝑧
𝑝𝑝�

2
= 1 (110) 

ここで、𝑝𝑝,𝑏𝑏, 𝑝𝑝はそれぞれ、𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧方向の軸半径である。楕円体粒子としては𝑝𝑝,𝑏𝑏, 𝑝𝑝のうち 2つ

が一致する回転楕円体を使用する場合が多い。回転楕円体の場合、共通する軸半径の長さを

𝑋𝑋、残り 1つの軸半径を𝑌𝑌とすると、𝑋𝑋 > 𝑌𝑌の場合、円盤状の粒子形状となり、この粒子形状

を扁球（Oblate particle）と呼ぶ。また𝑋𝑋 < 𝑌𝑌の場合、針状の粒子形状となり、この粒子形

状を長球（Prolate particle）と呼ぶ。𝑋𝑋 = 𝑌𝑌の場合は球粒子を示す。また、粒子形状を 1 つ

の変数で表すため、アスペクト比𝑘𝑘を導入する。アスペクト比は𝑋𝑋と𝑌𝑌の比𝑋𝑋/𝑌𝑌である。した

がって、𝑘𝑘 < 1.0が長球、𝑘𝑘 = 1.0が球、𝑘𝑘 > 1.0が扁球を示す。 
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a) 関数表現 b) メッシュ表現 c) 球粒子群表現 

図 11 非球形粒子の表現方法 

 

 楕円体の支配方程式 

楕円体粒子の運動は大物体と同様に並進・回転運動に対する運動方程式で表される。 

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝒗𝒗
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝑭𝑭𝐶𝐶 + 𝑭𝑭𝑑𝑑 − 𝑉𝑉𝑠𝑠𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝑚𝑚𝒈𝒈 (111) 

𝑑𝑑(𝑰𝑰𝝎𝝎)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝑻𝑻 (112) 

楕円体粒子における初期状態での慣性モーメント𝑰𝑰0は以下の式で計算される。 

𝑰𝑰0 =
1
5
𝑚𝑚�

𝑏𝑏2 + 𝑝𝑝2 0 0
0 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝2 0
0 0 𝑝𝑝2 + 𝑏𝑏2

� (113) 

楕円体粒子の時間進行アルゴリズムは大物体モデルと同様である。 

 

 接触判定アルゴリズム 

球粒子の場合と異なり、楕円体粒子間の接触判定および接触力計算は非常に困難な問題

である。球粒子の場合には粒子の中心間を結んだ線分の中点が接触点として計算できるが、

楕円体粒子でこのアルゴリズムを採用した場合接触点が粒子外になってしまうなどの問題

が生じる。このため、楕円体粒子において安定して計算が可能な接触判定アルゴリズムが研

究されている。図 14 に接触判定アルゴリズムの例を示す。接触判定アルゴリズムには、

Cross-point method、Common normal method および Potential method がある。図 13 に

これらの手法の模式図を示す。Cross-point method[105]では粒子間の交点を結ぶ線分の中
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点を接触点とする。このアルゴリズムは簡単に実装でき、計算コストも低いが、3 次元への

応用が困難であるという問題がある。Common normal method[113]は粒子間が共通接平面

を持つ際の接点を求め、その中点を接触点とするアルゴリズムである。このアルゴリズムは

3 次元に適用可能であるが、計算コストが高いという問題がある。Potential method[105]

は粒子表面で 0となるポテンシャル関数を用い、ポテンシャル関数が最小となる点を求め、

それらの中点を接触点とするアルゴリズムである。この手法は 3 次元への応用が容易であ

り、計算コストも Common normal methodと比較して低いという利点を持つ。本研究では

Potential 法を採用し、粒子間接触力を計算した。Potential 法における接触点計算の詳細

な図を図 14 に示す。ここで、𝜙𝜙1,𝜙𝜙2はそれぞれ 2 つの楕円粒子の形状を示す関数で、 

𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = �
𝑅𝑅𝑥𝑥
𝑝𝑝
�
2

+ �
𝑅𝑅𝑦𝑦
𝑏𝑏
�
2

+ �
𝑅𝑅𝑧𝑧
𝑝𝑝
�
2

− 1 (114) 

である。ここで𝑅𝑅𝑥𝑥, 𝑅𝑅𝑦𝑦, 𝑅𝑅𝑧𝑧は点の座標を粒子の姿勢に合わせて回転させたもので、 

�

𝑅𝑅𝑥𝑥
𝑅𝑅𝑦𝑦
𝑅𝑅𝑧𝑧
0

� = �

𝑞𝑞𝑥𝑥
𝑞𝑞𝑦𝑦
𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑞𝑞𝑤𝑤

�⊗�

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
0

�⊗�

𝑞𝑞𝑥𝑥
𝑞𝑞𝑦𝑦
𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑞𝑞𝑤𝑤

�

−1

 (115) 

である。ここで𝒒𝒒𝑛𝑛 = �𝑞𝑞𝑥𝑥 ,𝑞𝑞𝑦𝑦 ,𝑞𝑞𝑧𝑧, 𝑞𝑞𝑤𝑤�は現在の粒子の姿勢を示すクォータニオンであり、各時

間ステップで計算される。𝐂𝐂1 = (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 𝑧𝑧1)は粒子 1上かつ粒子 2に最も深く埋まっている点

であり、以下の最小化問題の解として計算される。 

minimize�ϕ2(𝒙𝒙)� such that:ϕ1(𝒙𝒙) = 0 (116) 
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a) cross-point method b). common normal method c) potential method 

図 12 楕円体粒子間接触力の計算方法 

 

図 13 Potential法の詳細な図示 

 

 ラグランジュの未定乗数法による最小化問題の解法 

本研究では式(133)の最小化問題を解く際にラグランジュの未定乗数法を用いた。ラグラ

ンジュの未定乗数法では、未定定数𝜆𝜆を用いて、式 (133)の解が以下の方程式を満たすこと

C δ

C
δ C

δ
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を利用する。 

𝑑𝑑(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙1 + 𝜆𝜆𝜙𝜙2 (117) 

𝜕𝜕𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑥𝑥

=
𝜕𝜕𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑦𝑦

=
𝜕𝜕𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑧𝑧

=
𝜕𝜕𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜆𝜆

= 0 (118) 

これを連立方程式に書き下すと、以下のようになる。 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜙𝜙2 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

= 0 (119) 

本研究ではこの連立方程式を多変数に拡張されたニュートン法によって解く。ニュートン

法では𝑛𝑛ステップ目の値(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝜆𝜆)を用いて、次のステップへの増分(𝛥𝛥𝑥𝑥,𝛥𝛥𝑦𝑦,𝛥𝛥𝑧𝑧,𝛥𝛥𝜆𝜆)を以下の

ように求める。 

𝜕𝜕

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜙𝜙2 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

�

𝛥𝛥𝑥𝑥
𝛥𝛥𝑦𝑦
𝛥𝛥𝑧𝑧
𝛥𝛥𝜆𝜆

� =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜙𝜙2 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 (120) 

左端の𝜕𝜕はヤコビ行列化を示しており、 
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𝜕𝜕

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜙𝜙2 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

�
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

0
⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 (121) 

である。この行列は以下のようにブロック化できる。 

𝜕𝜕

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜙𝜙2 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

= � 𝐀𝐀 𝐁𝐁
𝐁𝐁𝑇𝑇 0� (122) 

よって、解くべき行列方程式は、 

� 𝐀𝐀 𝐁𝐁
𝐁𝐁𝑇𝑇 0��

𝛥𝛥𝐱𝐱
𝛥𝛥𝜆𝜆� = � 𝐄𝐄𝜙𝜙2

� (123) 

となる。これは4 × 4の行列方程式であるが、右下が 0 であることから、Schur の補行列を

用いて以下のような逆行列を利用することで効率的に計算できる。 

� 𝐀𝐀 𝐁𝐁
𝐁𝐁𝑇𝑇 0�

−1
= �𝐀𝐀

−1(1 + 𝐁𝐁(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1) −𝐀𝐀−1𝐁𝐁(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)
−(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1 (𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁) � (124) 

上式より、求める解は 
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�𝛥𝛥𝐱𝐱𝛥𝛥𝜆𝜆� = �𝐀𝐀
−1(1 + 𝐁𝐁(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1) −𝐀𝐀−1𝐁𝐁(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)

−(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1 (𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁) �� 𝐄𝐄𝜙𝜙2
�

= �𝐀𝐀
−1(1 + 𝐁𝐁(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1)𝐄𝐄 − 𝐀𝐀−1𝐁𝐁(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝜙𝜙2

−(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1𝐄𝐄+ (𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝜙𝜙2
�

= �𝐀𝐀
−1𝐄𝐄 − 𝐀𝐀−1𝐁𝐁(−(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1𝐄𝐄+ (𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝜙𝜙2)

−(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1𝐄𝐄+ (𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝜙𝜙2
�

= �𝐀𝐀
−1(𝐄𝐄 − 𝐁𝐁𝐁𝐁)

𝐁𝐁
�

 (125) 

となる。ここで、𝐁𝐁 = −(𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝐁𝐁𝑇𝑇𝐀𝐀−1𝐄𝐄+ (𝐁𝐁𝑡𝑡𝐀𝐀−1𝐁𝐁)𝜙𝜙2とした。したがって、解くべき方程

式は𝐀𝐀−1を求め、その後𝐁𝐁を求めることで、最後に𝐀𝐀−1(𝐂𝐂 − 𝐁𝐁𝐁𝐁)を計算し解くことができる。

𝐀𝐀−1は3 × 3の行列であり、サラスの公式より陽に書き下して計算ができる。この計算によっ

て得られた値を用いて 

𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 + 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 𝑦𝑦 + 𝛥𝛥𝑦𝑦
𝑧𝑧𝑛𝑛+1 = 𝑧𝑧 + 𝛥𝛥𝑧𝑧
𝜆𝜆𝑛𝑛+1 = 𝜆𝜆 + 𝛥𝛥𝜆𝜆

 (126) 

として値を更新し、左辺のノルム 

∣∣
∣ 𝐂𝐂
𝜙𝜙2∣
∣∣ = ��

𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
2

+ �
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
2

+ �
𝜕𝜕𝜙𝜙1
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜙𝜙2
𝜕𝜕𝑧𝑧

�
2

+ (𝜙𝜙2)2 (127) 

の大きさによって収束判定を行う。ここまでの計算において、各偏微分は楕円体では 1 次

式で表される。 

 

 粒子-流体間力 

非球形粒子における粒子-流体間力のモデル化についてはいくつもの研究がなされており、

様々なモデル式が提案されている。本研究ではHolzer and Sommerfield[114]による式を採

用して計算を行った。Holzer and Sommerfield の式は Ergun・Wen-Yu 式と同様に球粒子

において広く用いられている Di Felice の式[115]を元にモデル化されている。Di Feliceの

式と同様に流体抗力を以下のようにモデル化する事を考える。 

𝑓𝑓𝑑𝑑 = 𝐶𝐶𝑑𝑑
1
2
𝜌𝜌|𝒖𝒖|2𝑑𝑑⊥𝜀𝜀𝐶𝐶(𝜀𝜀) (128) 

すると、運動量交換係数𝛽𝛽は 
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𝛽𝛽 =
𝑓𝑓𝑑𝑑(1− 𝜀𝜀)
𝑉𝑉𝑝𝑝|𝒖𝒖| =

1
2
𝐶𝐶𝑑𝑑𝜌𝜌|𝒖𝒖|

𝑑𝑑⊥
𝑉𝑉𝑝𝑝
𝜀𝜀(1− 𝜀𝜀)𝐶𝐶(𝜀𝜀) (129) 

となる。ここで、𝑑𝑑⊥は流速に対して垂直な面への投影面積であり、楕円体粒子の場合は以下

のように計算される[116]。 

𝑑𝑑⊥ = 𝜋𝜋𝑝𝑝𝑏𝑏𝑝𝑝��
𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑝𝑝 �

2
+ �

𝑛𝑛𝑦𝑦
𝑏𝑏 �

2
+ �

𝑛𝑛𝑧𝑧
𝑝𝑝 �

2
 (130) 

ここで、𝒏𝒏 = (𝑛𝑛𝑥𝑥,𝑛𝑛𝑦𝑦 ,𝑛𝑛𝑧𝑧)は流速方向を示す方向ベクトル�𝒏𝒏 = 𝒖𝒖
|𝒖𝒖|�である。また、補正関数𝐶𝐶(𝜀𝜀)

は Di Felice の式と同様に以下のようなべき関数で表されると考える。 

𝐶𝐶(𝜀𝜀) = 𝜀𝜀−𝜒𝜒 (131) 

𝜒𝜒 = 3.7− 0.65exp �−
1
2
�1.5− log10𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝�

2
� (132) 

また、Holzer and Sommerfield の式では実験および数値計算の結果から求めた経験式とし

て、抗力係数𝐶𝐶𝑑𝑑を以下の式で計算する。 

𝐶𝐶𝑑𝑑 =
8
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝

1
𝜙𝜙∥0.5 +

16
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝

1
𝜙𝜙0.5 +

3
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝0.5

1
𝜙𝜙0.75 + 0.42 × 100.4(−log𝜙𝜙)0.2 1

𝜙𝜙⊥
 (133) 

ここで、𝜙𝜙,𝜙𝜙⊥および𝜙𝜙∥は、それぞれ、球形度、流速方向に対する垂直方向および水平方向

の球形度である。球形度𝜙𝜙は 

𝜙𝜙 =
粒子と同体積の球の表面積

粒子の表面積
=

4𝜋𝜋𝑑𝑑2

𝑆𝑆𝑝𝑝
 (134) 

であり、粒子の表面積𝑆𝑆𝑝𝑝は楕円体粒子の場合、 

𝑆𝑆𝑝𝑝 = 2𝜋𝜋𝑝𝑝2 +
2𝜋𝜋𝑝𝑝𝑏𝑏
sin𝜓𝜓 �sin2𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜓𝜓,𝑘𝑘) + cos2𝜓𝜓𝐹𝐹(𝜓𝜓, 𝑘𝑘)� (135) 

𝜓𝜓 = cos−1 �
𝑝𝑝
𝑝𝑝�

,𝑘𝑘 = �
𝑝𝑝2(𝑏𝑏2 − 𝑝𝑝2)
𝑏𝑏2(𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2) (136) 
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𝜓𝜓(𝜓𝜓, 𝑘𝑘) = � �1− 𝑘𝑘2𝑑𝑑2

1 − 𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜓𝜓

0
 (137) 

𝐹𝐹(𝜓𝜓, 𝑘𝑘) = �
𝑑𝑑𝑑𝑑

�(1 − 𝑘𝑘2𝑑𝑑2)(1− 𝑑𝑑2)

𝜓𝜓

0
 (138) 

として計算される。この計算は第一種・第二種楕円積分を含むが、時間進行において変化し

ない値であるため、事前に一度だけ計算すればよい。𝜙𝜙⊥は 

𝜙𝜙⊥ =
同体積球の投影面積

垂直方向の投影面積
=
𝜋𝜋𝑑𝑑2

𝑑𝑑⊥
 (139) 

となる。これに対し、𝜙𝜙∥は流速方向に対して水平な面を任意に取ることができるため、それ

らの平均値を用いなければならず、一般的に計算が非常に困難である。Holzer and 

Sommerfield は𝜙𝜙∥を𝜙𝜙⊥に置き換えても誤差は許容範囲であるとしており、以下の式が広く

用いられている。 

𝐶𝐶𝑑𝑑 =
8
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝

1
𝜙𝜙⊥0.5 +

16
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝

1
𝜙𝜙0.5 +

3
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝0.5

1
𝜙𝜙0.75 + 0.42 × 100.4(−log𝜙𝜙)0.2 1

𝜙𝜙⊥
 (140) 

本研究でも式(157)を採用し、数値解析を行った。 
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2.4. 気相 

 支配方程式 

固気混相流における気相の解析では、固体粒子周りの流れを詳細に解析する直接計算法

（Direct Numerical Simulation, 以下 DNS と記す）と局所的に平均化された流体の流れ

場を固相とカップリングさせる手法が存在する(図 16)。DNSによる解析を DEMとカップ

リングさせる手法である DEM-DNS 法[60]では、固相や気相の挙動を高解像度で解析する

ことができるが、固体粒子より十分小さな計算格子を用いて計算する必要があり、大規模な

体系の解析には適用が困難である。従って流動層等の大規模体系では局所体積平均法を適

用した手法[71]が広く用いられる。本研究でも気相の解析には局所体積平均を適用した

CFDを用いる。気相の支配方程式は非圧縮性流体のナビエ-ストークス方程式および連続の

式であり、それぞれ、 

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜌𝜌𝒖𝒖)
𝜕𝜕𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝜌𝜌𝒖𝒖𝒖𝒖) = −𝜀𝜀𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝑭𝑭𝑠𝑠 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝝉𝝉) + 𝜀𝜀𝜌𝜌𝒈𝒈 (141) 

𝜕𝜕𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝒖𝒖) = 0 (142) 

と表される。ここで、𝑭𝑭𝑠𝑠および𝝉𝝉は、それぞれ、固相から受ける抗力およびせん断応力テン

ソルである。𝑭𝑭𝑠𝑠は粒子が流体から受ける力𝑭𝑭𝑑𝑑と運動量を保存するため、以下の関係を持つ。 

𝑭𝑭𝑠𝑠 = −
Σ𝑭𝑭𝑑𝑑
𝑉𝑉𝐶𝐶𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

= −
Σ�𝛽𝛽𝑉𝑉𝑆𝑆(𝒖𝒖− 𝒗𝒗)�
𝑉𝑉𝐶𝐶𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1− 𝜀𝜀)  (143) 

本研究ではニュートン流体を使用する。この場合せん断応力テンソルは以下のように表さ

れる。 

𝝉𝝉 = 𝜇𝜇𝑠𝑠(∇𝒖𝒖+ (∇𝒖𝒖)T) = 𝜇𝜇𝑠𝑠

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

2
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (144) 

ここで、𝜕𝜕、𝜕𝜕、𝑤𝑤は、それぞれ、流体速度の𝑥𝑥、𝑦𝑦および𝑧𝑧方向成分を示す。 
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a) 直接計算法 b) 局所体積平均法 

図 14 直接計算法および局所体積平均法の概念図 

 

 射影法による時間的離散化 

CFD の時間離散化、および時間発展アルゴリズムは古くから非常に多くの研究がなされ

ており、MAC 法[117]、SIMPLE 法[118]、射影法[119]などが存在する。特に DEM-CFD法

においては SIMPLE法および射影法が広く使用される。SIMPLE法は元々定常計算に用い

られた手法であり、流動層などの非定常状態の計算に適用するためには PISO 法[120]など

の応用的な手法を使用する必要がある。本研究では射影法によるアルゴリズムを基に計算

を行った。射影法は圧力を陰的に解き、その他の項を陽的に解く半陰解法である。従って支

配方程式は以下のように離散化される。 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒖𝒖𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛) = −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 + 𝑭𝑭𝒔𝒔𝑛𝑛 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝒏𝒏) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈 (145) 

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1) = 0 (146) 

射影法ではまずナビエ-ストークス方程式を仮速度𝒖𝒖∗によって圧力項とそれ以外の項に分解

する。 
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𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗ − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻(𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛) = 𝑭𝑭𝒔𝒔𝑛𝑛 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝒏𝒏) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈 (147) 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗

Δ𝑑𝑑
= −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 (148) 

前者の式は𝒖𝒖∗について陽的に解くことができ、 

𝒖𝒖∗ =
𝜀𝜀𝑛𝑛

𝜀𝜀𝑛𝑛+1
𝒖𝒖𝑛𝑛 + �−𝛻𝛻(𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛) + 𝑭𝑭𝒔𝒔𝑛𝑛 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝒏𝒏) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈�

Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛+1

  (149) 

となる。𝜀𝜀𝑛𝑛+1は DEM の計算によりすでに求められている。また、式(165)から以下の式を

得る。 

𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1 = 𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗ −
𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛+1

Δ𝑑𝑑
𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 (150) 

これを連続の式(163)に代入すると 

𝜌𝜌
Δ𝑑𝑑
𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1) =

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑

+ ∇ ⋅ (𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗) (151) 

を得る。これは変数係数付きポアソン方程式であり、行列解法により解くことができる。本

研究ではマルチグリッド前処理つき共役勾配法[121,122]を用いて処理した。式(168)を解く

ことで求めた圧力𝛻𝛻𝑛𝑛+1を用い、最終的に次ステップの流体速度𝒖𝒖𝑛𝑛+1は以下のように更新さ

れる。 

𝒖𝒖𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖∗ −
Δt
𝜌𝜌
𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 (152) 

著者らはこれまで、固定層における安定性解析から、射影法では流体抗力項に起因する計算

安定性条件 

Δ𝑑𝑑 <
𝐷𝐷2𝜌𝜌𝜀𝜀2

(1− ε)(150𝜇𝜇/2 + 1.75𝜌𝜌𝜀𝜀|𝒖𝒖|) (153) 

が存在することを示した[79]。 

 

 森-酒井の抗力陰解法 

前述のように、射影法による混相流数値解析においては流体抗力項に起因する計算の不
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安定性が発生する可能性がある。そのため、FELMI においては流体抗力項を半陰的に解く

ことによって計算の安定性をはかる（森-酒井の抗力陰解法）。FELMIでは、流体抗力項を

以下のように計算する。 

𝑭𝑭𝑠𝑠𝑛𝑛+1 = −
Σ�𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑆𝑆(𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝒗𝒗𝑛𝑛+1)�

𝑉𝑉𝐶𝐶𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1− 𝜀𝜀𝑛𝑛+1)  (154) 

このように項のうち一部のみを陰的に解く手法は Kim & Moinのフラクショナルステップ

法[123]における粘性項などにも見られる。FELMI では、ナビエ-ストークス方程式は以下

のように時間的に離散化される。 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒖𝒖𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛)

= −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 −
Σ�𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑆𝑆(𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝒗𝒗𝑛𝑛+1)�

𝑉𝑉𝐶𝐶𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1− 𝜀𝜀𝑛𝑛+1) + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝒏𝒏) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈 

(155) 

式(172)を解く際、フラクショナルステップ法と同様に、ポテンシャル𝜙𝜙および仮速度𝒖𝒖∗を用

いて以下のように式(172)を 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗ − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻(𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛) = −

Σ�𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑆𝑆(𝒖𝒖∗ − 𝒗𝒗𝑛𝑛+1)�
𝑉𝑉𝐶𝐶𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1− 𝜀𝜀𝑛𝑛+1) + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝒏𝒏) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈 (156) 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗

Δ𝑑𝑑
= −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝜙𝜙𝑛𝑛+1 (157) 

の 2式に分解する。まず𝜙𝜙と𝛻𝛻の関係を求める。式(172)と式(173)を比較すると 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+𝟏𝟏𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗

Δ𝑑𝑑
= −𝜀𝜀n+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 −

Σ𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑝𝑝(𝒖𝒖𝑛𝑛+1 − 𝒖𝒖∗)
(1− 𝜀𝜀𝑛𝑛)𝑉𝑉𝑔𝑔𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑

 (158) 

という関係式を得ることができる。また、式(175)と式(174)から、 

−𝜀𝜀n+1∇𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = −𝜀𝜀n+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 +
Σ𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑝𝑝

(1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)𝑉𝑉𝑔𝑔𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑
Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌
∇𝜙𝜙𝑛𝑛+1 (159) 

の関係を得ることができる。従って、𝜙𝜙と𝛻𝛻の関係は以下のようになる。 

�1 +
Σ𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑝𝑝

(1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)𝑉𝑉𝑔𝑔𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑
Δ𝑑𝑑

𝜌𝜌𝜀𝜀n+1
�∇𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = α−1∇𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = 𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 (160) 
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次に、𝒖𝒖∗を求める。式 (173)は完全に陽的に解け、以下のようになる。 

𝒖𝒖∗ = 𝛼𝛼 �
𝜀𝜀𝑛𝑛

𝜀𝜀𝑛𝑛+1
𝒖𝒖𝑛𝑛 +

𝛥𝛥𝑑𝑑
𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛+1

𝑹𝑹𝑹𝑹𝑺𝑺𝑛𝑛 + 𝜸𝜸𝛥𝛥𝑑𝑑� (161) 

ここで、𝛼𝛼、𝜸𝜸および𝑹𝑹𝑹𝑹𝑺𝑺𝑛𝑛は、それぞれ、 

α = �1 +
Σ𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑝𝑝

(1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)𝑉𝑉𝑔𝑔𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑
Δ𝑑𝑑

𝜌𝜌𝜀𝜀n+1
�
−1

 (162) 

𝛄𝛄 =
𝛴𝛴𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑝𝑝𝒗𝒗𝑛𝑛+1

(1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝜌𝜌𝑉𝑉𝑔𝑔𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑
 (163) 

𝑹𝑹𝑹𝑹𝑺𝑺𝑛𝑛 = −𝛻𝛻(𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈+ ∇ ⋅ (𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝑛𝑛) (164) 

である。連続の式 

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑛𝑛+1) = 0 (165) 

と式(174)から、ポアソン方程式 

Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌
𝛻𝛻・(𝜀𝜀n+1𝛻𝛻𝜙𝜙𝑛𝑛+1) =

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻 ∙ (𝜀𝜀n+1𝒖𝒖∗) (166) 

が求められる。Kim & Moinのフラクショナルステップ法では𝜙𝜙に関するポアソン方程式を

解いた後に𝛻𝛻を求めているが、FELMI においては前述の𝜙𝜙と𝛻𝛻の関係式(177)より、直接圧力

ポアソン方程式 

Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌
𝛻𝛻・(𝛼𝛼𝜀𝜀n+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1) =

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻 ∙ (𝜀𝜀n+1𝒖𝒖∗) (167) 

を得られる。また式(174)より𝒖𝒖𝑛𝑛+1は以下のように求められる。 

𝒖𝒖𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖∗ −
Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌
∙ 𝛼𝛼𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 (168) 

従って、実際の計算では式(178)から仮速度を求め、変数係数つき圧力ポアソン方程式(184)

を解き、式(185)から次ステップの速度𝒖𝒖𝑛𝑛+1を求める。ここで、特筆すべき点として、係数

αおよび𝛄𝛄を 
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α = 1 (169) 

𝛄𝛄 =
𝛴𝛴𝛽𝛽𝑛𝑛𝑉𝑉𝑝𝑝(𝒗𝒗𝑛𝑛+1 − 𝒖𝒖𝑛𝑛)
(1− 𝜀𝜀𝑛𝑛)𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝜌𝜌𝑉𝑉𝑔𝑔𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑

 (170) 

とすると通常の射影法と同一のアルゴリズムになることが挙げられる。これにより、通常の

射影法を用いているソルバーに対し、抗力陰解法をオプションとして容易に実装できる。抗

力陰解法のアルゴリズムを従来手法である射影法のアルゴリズムと比較したフローチャー

トを図 17 に示す。 

 

  
a) 森-酒井の抗力陰解法 b) 通常の射影法 

図 15 通常の射影法および森-酒井の抗力陰解法のアルゴリズムの比較 

 

 変数係数付き圧力ポアソン方程式の解法 

射影法や森-酒井の抗力陰解法では式(168)のような変数係数つき圧力ポアソン方程式を

解く必要がある。変数係数つき圧力ポアソン方程式は以下のように一般化できる。 

𝛻𝛻・(𝑑𝑑𝛻𝛻𝛻𝛻) = 𝒃𝒃 (171) 

ここで、𝑑𝑑および𝒃𝒃は、それぞれ、任意のスカラー場およびベクトル場を示す。式(188)の右

辺は以下のように空間的に離散化される。 

𝒖𝒖∗ = 𝛼𝛼 �
𝜀𝜀𝑛𝑛

𝜀𝜀𝑛𝑛+1 𝒖𝒖
𝑛𝑛 +

𝛥𝛥𝑑𝑑
𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛+1 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑺𝑺

𝑛𝑛 + 𝜸𝜸𝛥𝛥𝑑𝑑� 

Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌 𝛻𝛻・(𝛼𝛼𝜀𝜀n+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1) =

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑 + 𝛻𝛻 ∙ (𝜀𝜀n+1𝒖𝒖∗) 

𝒖𝒖𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖∗ −
Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌 ∙ 𝛼𝛼𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 

𝒖𝒖∗ =
𝜀𝜀𝑛𝑛

𝜀𝜀𝑛𝑛+1 𝒖𝒖
𝑛𝑛 +

𝛥𝛥𝑑𝑑
𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛+1 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑺𝑺

𝑛𝑛 +
𝛥𝛥𝑑𝑑

𝜌𝜌𝜀𝜀𝑛𝑛+1 𝑭𝑭𝒔𝒔
𝑛𝑛 

Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌 𝛻𝛻・(𝜀𝜀n+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1) =

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑 + 𝛻𝛻 ∙ (𝜀𝜀n+1𝒖𝒖∗) 

𝒖𝒖𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖∗ −
Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌 ∙ 𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 
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𝛻𝛻・(𝑑𝑑𝛻𝛻𝛻𝛻)𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 =
1

(Δ𝑥𝑥)2 �𝑑𝑑𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘
�𝛻𝛻𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘� − 𝑑𝑑

𝑖𝑖−12,𝑗𝑗,𝑘𝑘
�𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑖𝑖−1,𝑗𝑗,𝑘𝑘��

+
1

(Δ𝑦𝑦)2 �𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘
�𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘� − 𝑑𝑑

𝑖𝑖,𝑗𝑗−12,𝑘𝑘
�𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗−1,𝑘𝑘��

+
1

(Δ𝑧𝑧)2 �𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘+12
�𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘+1 − 𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘� − 𝑑𝑑

𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘−12
�𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘−1�� 

(172) 

よって、式(188)は線形連立方程式𝑨𝑨𝒙𝒙 = 𝒃𝒃に帰着される。𝑨𝑨および𝒙𝒙は式(189)によって計算さ

れる係数行列および各格子での圧力を並べたベクトルである。線形連立方程式はヤコビ法

やガウスザイデル法、共役勾配法など様々な解法が存在するが、本研究では共役勾配法の一

種であるマルチグリッド前処理つき共役勾配法[121,122]を用いて計算を行う。マルチグリ

ッド前処理つき共役勾配法のアルゴリズムを図 18 に示す。マルチグリッド前処理つき共役

勾配法では共役勾配法の初期探索方向を求めるためにマルチグリッド法を用いる。これに

より行列の性質が悪い場合でも高速に計算を行うことができる。マルチグリッド手法では

まず初期ベクトルを𝒙𝒙0とする。この時初期残差は𝒓𝒓0 = 𝒃𝒃 − 𝑨𝑨𝒙𝒙0であるが、𝒓𝒓0を用いて初期探

索ベクトル𝐬𝐬0を𝐬𝐬0 = 𝒓𝒓0�とする。ここで𝒓𝒓0�は𝑨𝑨𝒓𝒓0� = 𝒓𝒓0をマルチグリッド法で求めた近似値で

ある。この初期探索ベクトルを用い、まず重み𝛼𝛼0を以下のように求める。 

𝛼𝛼0 =
𝒓𝒓0� ⋅ 𝒓𝒓0

𝒔𝒔0 ⋅ 𝑨𝑨𝒔𝒔0
 

(173) 

これを用いて𝒙𝒙および𝒓𝒓を以下のように更新する。 

𝒙𝒙1 = 𝒙𝒙0 + 𝜶𝜶0𝒔𝒔0 (174) 

𝒓𝒓1 = 𝒓𝒓0 − 𝜶𝜶0𝑨𝑨𝒔𝒔0 (175) 

ここで、𝒓𝒓1の大きさが十分に小さい場合には計算が収束したとみなし、計算を終了する。本

研究では初期残差の10−8 倍を収束条件とした。収束していない場合、計算を続行する。ま

ず𝑨𝑨𝒓𝒓1� = 𝒓𝒓1をマルチグリッド法によって近似的に解き、その結果を用いて次の探索方向𝐬𝐬1を 
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𝒔𝒔1 = 𝒓𝒓1� +
𝒓𝒓1� ⋅ 𝒓𝒓1

𝒓𝒓0� ⋅ 𝒓𝒓0
𝒔𝒔0 (176) 

とする。以上のプロセスを収束するまで繰り返す。マルチグリッド法のアルゴリズムを図 

19 に示す。マルチグリッド法は、CFDにおいて格子が細かいほど高周波成分の収束のため

に反復回数が増加するという問題を解決するため、粗い格子で高周波成分を収束させ細か

な格子に結果を投影する手法である。これにより格子が細かい場合でも反復回数を増加さ

せずに計算を行うことができる。マルチグリッド法では格子上で反復計算によって行列計

算を行う「前緩和」、その結果を粗い格子上に投影する「制限補完」、粗い格子上での結果を

細い格子に投影する「延長補完」、最後に補完された結果を用いて反復計算を行う「後緩和」

を各解像度の格子で再帰的に行うことによって計算を行う。特に前緩和および後緩和には

行列計算の反復解法をそのまま用いることができるが、本研究ではレッド・ブラックガウス

ザイデル法を用いた。また、再帰の方法にも大きく分けて各深さに一度のみ入る「V-cycle」

と 2度入る「W-cycle」の二種類が存在するが(図 20)、本研究ではW-cycleを採用した。 
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図 16 マルチグリッド前処理付き共役勾配法のアルゴリズム  

𝛼𝛼𝑖𝑖 =
𝒓𝒓�𝒊𝒊 ⋅ 𝒓𝒓𝒊𝒊

𝒔𝒔𝑖𝑖 ⋅ 𝑨𝑨𝒔𝒔𝑖𝑖
 

𝒙𝒙𝑖𝑖+1 = 𝒙𝒙𝑖𝑖 + 𝛼𝛼𝑖𝑖𝒔𝒔𝒊𝒊 

𝒔𝒔𝒊𝒊+𝟏𝟏 = 𝒓𝒓�𝑖𝑖+1 +
𝒓𝒓�𝑖𝑖+1 ⋅ 𝒓𝒓𝒊𝒊+𝟏𝟏

𝒓𝒓�𝑖𝑖 ⋅ 𝒓𝒓𝒊𝒊
𝒔𝒔𝒊𝒊 

𝑨𝑨𝒓𝒓�𝑖𝑖+1 = 𝒓𝒓𝑖𝑖+1 

を MG法によって解く 

𝒓𝒓0 = 𝒃𝒃 − 𝑨𝑨𝒙𝒙0 

𝐬𝐬0 = 𝒓𝒓0� 

𝑨𝑨𝒓𝒓�0 = 𝒓𝒓0 

を MG法によって解く 

�𝒓𝒓𝑖𝑖+1� < 10−8

𝒙𝒙𝑖𝑖+1を出力 

𝑖𝑖 = 0 

𝑖𝑖 = 𝑖𝑖 + 1 

𝑛𝑛𝑛𝑛 

yes 
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図 17 マルチグリッド法の概念図 

 

 

 

 

前緩和 

粗い格子へ制限補完 

最も粗い格子か 

𝒓𝒓�𝑖𝑖+1を出力 

𝑨𝑨𝒓𝒓�𝑖𝑖+1 = 𝒓𝒓𝑖𝑖+1 

を解き𝒓𝒓�𝑖𝑖+1を出力 

粗い格子へ再帰 

再帰回数 

後緩和 

細かい格子への延長補完 

1 

2 

𝑦𝑦𝑒𝑒𝑠𝑠 

𝑛𝑛𝑛𝑛 
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(a) V-Cycle 

 

(b) W-Cycle 

図 18 V-サイクルおよびWサイクルの概念図 
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 移流項の離散化 

本研究では、空間の離散化に際して、一般的に DEM-CFD 法で用いられるスタガード格

子を用いて空間の離散化を行った（図 21）。スタガード格子において、流体のスカラー量は

格子中心に、ベクトル量はそれぞれベクトル方向の格子面に定義される。本研究では常に格

子幅が一定の構造格子を用いて計算を行った。スタガード格子における移流項および粘性

項の離散化手法について以下で述べる。移流項𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝜌𝜌𝒖𝒖𝒖𝒖)は 3 次元構造格子上では 

𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝜌𝜌𝒖𝒖𝒖𝒖) = 𝜌𝜌

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝑤𝑤)
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝑤𝑤)
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑤𝑤𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑤𝑤𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑤𝑤𝑤𝑤)
𝜕𝜕𝑧𝑧 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (177) 

のように書き下される。例として、移流項の𝑥𝑥成分第二項𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑠𝑠𝑣𝑣)
𝜕𝜕𝑦𝑦

は𝑥𝑥方向の格子面に計算され

る。点�𝑖𝑖 + 1
2

, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘�においては、以下のように離散化される。 

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

=
(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘
− (𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑖𝑖+12,𝑗𝑗−12,𝑘𝑘

Δ𝑦𝑦
 (178) 

(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘は以下のように求められる。 

(𝜀𝜀𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘

=
�𝜀𝜀𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 + 𝜀𝜀𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘 + 𝜀𝜀𝑖𝑖,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘 + 𝜀𝜀𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘�

4
𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘

𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘

 (179) 

𝜕𝜕𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘および𝜕𝜕𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘は定義されていない点での値であるので、何らかの差分スキームを

用いて計算する必要がある。𝜕𝜕𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘は単純な平均として 

𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘

=
𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

+ 𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘

2
 (180) 

として求められ、𝜕𝜕𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘は二次中心差分と一次風上差分のハイブリッドスキーム[124]を

用いて、 
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𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

  (𝑃𝑃𝑒𝑒 < −2)

𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

+ 𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘

2
  (−2 < 𝑃𝑃𝑒𝑒 < 2)

𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘

  (2 < 𝑃𝑃𝑒𝑒)

 (181) 

のように求められる。ここで、𝑃𝑃𝑒𝑒はペクレ数であり、 

𝑃𝑃𝑒𝑒 =
�𝜕𝜕

𝑖𝑖,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘
+ 𝜕𝜕

𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘
�𝜌𝜌Δ𝑦𝑦

𝜇𝜇𝑠𝑠
 

(182) 

で定義される。 その他の項についても同様の操作によって計算することができる。CFDに

おける移流項の数値安定性条件には一般的に CFL条件が用いられる。CFL条件は移流拡散

方程式の von-Neumann の数値安定性解析[125]より導かれる条件で、1 未満の正の実数で

あるクーラン数Cを用いて 

Δt <
𝐶𝐶
𝜕𝜕
Δ𝑥𝑥 (183) 

のように表される。 

 

 

図 19 スタガード格子の概念図 
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 粘性項の離散化 

粘性項𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝝉𝝉)は 

𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝝉𝝉) = ∇ ⋅ 𝜇𝜇𝑠𝑠(∇(𝜀𝜀𝐮𝐮) + (∇𝜀𝜀𝐮𝐮)T) = 𝜇𝜇𝑠𝑠

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑧𝑧

�

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑧𝑧

�

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑤𝑤)
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑤𝑤)
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑤𝑤)
𝜕𝜕𝑧𝑧

�
⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (184) 

のように書き下される。𝑥𝑥成分の 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑠𝑠)

𝜕𝜕𝑦𝑦
�および 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
�𝜕𝜕(𝜀𝜀𝑣𝑣)

𝜕𝜕𝑥𝑥
�はそれぞれ、 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦

��
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

=

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑦𝑦 �

𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘
− 𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝜕𝜕𝑦𝑦 �
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘

Δ𝑥𝑥

=
�(𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘
− (𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖+1,𝑗𝑗−12,𝑘𝑘
� − �(𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘
− (𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖,𝑗𝑗−12,𝑘𝑘
�

Δ𝑥𝑥Δ𝑦𝑦
 

(185) 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥

��
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

=

𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥 �

𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘
− 𝜕𝜕(𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝜕𝜕𝑥𝑥 �
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘

Δ𝑥𝑥

=
�(𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖+32,𝑗𝑗,𝑘𝑘
− (𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘
� − �(𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘
− (𝜀𝜀𝜕𝜕)

𝑖𝑖−12,𝑗𝑗,𝑘𝑘
�

(Δ𝑥𝑥)2  

(186) 

のように求められる。𝜕𝜕, 𝜕𝜕の値は定義されていない点での値なので、周り 4 点の中心差分と

して求められる。例として𝜕𝜕𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘は 

𝜕𝜕
𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+12,𝑘𝑘

=
𝜕𝜕
𝑖𝑖+32,𝑗𝑗,𝑘𝑘

+ 𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗,𝑘𝑘

+ 𝜕𝜕
𝑖𝑖+32,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘

+ 𝜕𝜕
𝑖𝑖+12,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘

4
 (187) 

として求められる。𝜀𝜀についても同様に定義されていない点での値なので、周り 2 点の平均

として求められる。他の項についても同様に求められる。移流項と同様に、粘性項について

も拡散方程式の von-Neumann の数値安定性解析より、安定的に解析を行うことができる

時間刻みに 

Δt <
1
2

(Δ𝑥𝑥)2
𝜌𝜌
𝜇𝜇

  (188) 

という条件が課される。  
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2.5. 壁面モデル 

 符号付き距離関数による固相壁面モデル 

 球粒子の場合 

DEMを産業用装置へ応用する際には、産業用装置の複雑形状壁面に対応することができ

る壁面モデルが必要である。DEM における壁面モデルでは、方程式によって壁面形状を与

える手法[51,126,127]、仮想粒子群によって壁面を模擬する手法[128]、メッシュを用いる手

法[129–131]などが使用されている。方程式を用いて壁面を表現する手法では、壁面力を正

確かつ簡易に計算することが可能であるが、方程式によって与えることができる壁面形状

にしか適用できず、複雑な壁面形状に応用することが困難であるという問題があった。仮想

粒子を用いる手法では、粒子-粒子間接触力と全く同じアルゴリズムで粒子-壁面間力を計算

できるという利点がある。しかし、壁面が大規模である場合には仮想粒子数が膨大な数とな

り、計算コストが増大するという問題があった。また、メッシュを用いる手法では、任意形

状の壁面をメッシュの組み合わせによって模擬することができ、複雑形状壁面への応用が

可能だが、粒子がメッシュを接触した際にその面・辺・頂点のうちどこで接触しているかに

よって計算の場合分けをしなければならずアルゴリズムが複雑になり、また複雑形状壁面

を模擬する際に多くのメッシュを使用すると計算コストが増大するという課題があった。

これらの課題を解決するため、符号付き距離関数（Signed Distance Function,以下 SDFと

記す）を用いた壁面モデルが開発された[35]。この手法では、計算領域内のサンプリングポ

イントにおいて壁面からの最小距離に対して壁面の内外を示す符号をつけた距離関数を予

め計算し、これらのサンプリング点の値を用いて壁面-粒子間力の計算を行う。これにより、

SDF による壁面モデルでは計算コストが壁面の複雑さに依存せず、計算効率が高いという

利点を持つ。また、SDFによる壁面モデルでは壁面が移動・回転する場合にも SDF のサン

プリング点の座標を変換すればよく、移動壁面に対しても簡単に応用することができる。

SDF による壁面モデルを利用した DEM シミュレーションは、これまでに羽付き回転円筒

容器[35]、２軸混練機[39]、リボンミキサー[36,37]、バッチミキサー[38]、三軸ロールミル

[132]、金型充填装置[40,41]など様々な体系に応用されている。SDFは壁面からの距離に壁
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面の内外によって符号がつけられた関数であり、 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝑠𝑠(𝒙𝒙)𝑑𝑑(𝒙𝒙) (189) 

のように定義される。ここで、𝑠𝑠(𝒙𝒙)および𝑑𝑑(𝒙𝒙)は、それぞれ、壁面の中であれば負、外であ

れば正となる符号関数および壁面との最小距離である。数値解析においては、計算領域を構

造格子に分割し、それぞれの点で SDF を計算、保持する。本研究では粒子径の 0.25 倍の間

隔で SDF を生成した。スカラー場である SDF の勾配は壁面の法線方向となるため、壁面

の単位法線ベクトルは、 

𝒏𝒏 =
∇𝜙𝜙

|∇𝜙𝜙| (190) 

と表される。例として、図 22 に示すような点に粒子が存在した場合を考える。立方体の各

頂点は SDFが定義されている点であり、各距離は格子一辺の長さに対する比率を示す。こ

の時勾配∇𝜙𝜙の𝑥𝑥成分は、各頂点での SDFの値を Trilinear 法で補間し、 

∇𝜙𝜙|𝑥𝑥 = (1− 𝑝𝑝)(1− 𝑏𝑏)(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘 + (1− 𝑝𝑝)(1− 𝑏𝑏)𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘+1 

+(1− 𝑝𝑝)𝑏𝑏(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 + (1− 𝑝𝑝)𝑏𝑏𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝(1− 𝑏𝑏)(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘 

−𝑝𝑝(1− 𝑏𝑏)𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑏𝑏(1 − 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝑝𝑝𝑏𝑏𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘+1 

(191) 

と計算される。yおよびz成分も同様に計算できる。|∇𝜙𝜙|は連続場では 1 となるため無視でき

るが、離散化された場合|∇𝜙𝜙|は 1とならないため計算する必要がある。求めた単位法線ベク

トルを用い、壁面と粒子の距離を表す変位𝜹𝜹𝑛𝑛𝑆𝑆𝐷𝐷𝑆𝑆は 

𝜹𝜹𝑛𝑛𝑆𝑆𝐷𝐷𝑆𝑆 = �
𝑑𝑑
2
− 𝜙𝜙� ∙

∇𝜙𝜙
|∇𝜙𝜙| (192) 

となる。𝜙𝜙は図 22 の位置では、 

𝜙𝜙 = (1− 𝑝𝑝)(1− 𝑏𝑏)(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘 + (1− 𝑝𝑝)(1− 𝑏𝑏)𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘+1 

+(1− 𝑝𝑝)𝑏𝑏(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘 + (1− 𝑝𝑝)𝑏𝑏𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘+1 + 𝑝𝑝(1− 𝑏𝑏)(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘 

+𝑝𝑝(1− 𝑏𝑏)𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗+1,𝑘𝑘+1 + 𝑝𝑝𝑏𝑏(1− 𝑝𝑝)𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝑝𝑝𝑏𝑏𝑝𝑝𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑗𝑗,𝑘𝑘+1 

(193) 

と計算される。これを用いて壁面-粒子間の相互作用が計算される。法線方向の接触力を求

めるため、まず粘弾性項を無視し、エネルギー保存が成立する場合を考える。この時法線方
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向の接触力はエネルギーの勾配から求められ、 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛 = ∇�
1
2
𝑘𝑘 �

𝑑𝑑
2
− 𝜙𝜙�

2

� = −𝑘𝑘 �
𝑑𝑑
2
−𝜙𝜙� ⋅ ∇𝜙𝜙 = −𝑘𝑘𝜹𝜹𝑛𝑛𝑆𝑆𝐷𝐷𝑆𝑆|∇𝜙𝜙| (194) 

となる。従って、法線方向の接触力は粘弾性項を含めて 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛 = −𝑘𝑘𝜹𝜹𝑛𝑛𝑆𝑆𝐷𝐷𝑆𝑆|∇𝜙𝜙|− 𝜂𝜂𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝒗𝒗𝑟𝑟𝑛𝑛 (195) 

と計算される。ばね定数は粒子間と同じ値を用い、粘弾性係数𝜂𝜂𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐は、 

𝜂𝜂𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐 = −2 ln 𝑒𝑒�
𝑚𝑚𝑘𝑘

𝜋𝜋2 + (ln𝑒𝑒)2 
(196) 

と計算される。水平方向の接触力は粒子間と同様に 

𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡 = �
−𝑘𝑘𝜹𝜹𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡   ��𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡� < 𝜇𝜇�𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛��

−𝜇𝜇𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛
𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡
�𝒗𝒗𝑟𝑟𝑡𝑡�

��𝑭𝑭𝐶𝐶𝑡𝑡� ≥ 𝜇𝜇�𝑭𝑭𝐶𝐶𝑛𝑛��
 (197) 

のように計算される。 

 

 楕円体粒子の場合 

(5 年以内に刊行予定) 

 

 埋め込み境界法による気相壁面モデル 

DEM-CFD法による数値解析においても、DEMと同様に壁面モデルが重要である。DEM-

CFD 法や CFD において用いられる典型的な壁面モデル化手法として、直交格子法、壁面

適合格子法、非構造格子法がある(図 24)。直交格子法では、壁面形状に関わらず直交格子

を用いて計算を行う。この手法は最も簡単に計算を行うことができるが、壁面の影響を正確

に考慮するためには小さな計算格子を使用する必要がある。境界適合格子法では、壁面に沿

った形状の格子を用いることにより、壁面の影響を正確に模擬することができる。しかし、

境界適合格子法では壁面に沿った形状の計算格子を配置する計算を行わなければならず、

特に移動壁面において格子の再構成を行うコストが高いという問題がある。同様に、非構造

格子を用いる手法も格子分割に大きな計算コストが発生することから、移動壁面に対して
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応用することが困難であるという問題がある。また、DEM-CFD 法において境界適合格子

や非構造格子を用いる場合、流体格子が固体粒子より十分大きくなくれはならないという

局所体積平均法の条件を満たすように格子を生成しなければならず、流体単相流よりも更

に格子生成が困難であるという問題があった。これらの問題から、近年流体や混相流の数値

解析において直交格子法を応用する研究が活発に行われている。直交格子法を用いながら

壁面の影響を正確に考慮するため、壁面を流体に埋め込む形で計算を行う Immersed 

Boundary 法（以下、IBM と記す）が研究されている。IBM は変形する壁面の影響を解析

するために Peskin[133]によって提案された手法である。Peskin によって提案された

Original IBMでは壁面を Lagrangianな点の集合によって模擬し、それらの間に仮想ばね

を想定することによって流体と壁面間の力を計算する。しかし、Original IB 法では

Lagrangian点付近の流速を用いて重みつき平均を行うため、壁面の解像度が低くなってし

まうという問題があった。これに対し、様々な修正手法が提案されている。Immersed 

Interface Method[134]では、壁面をシャープに捉えるために壁面境界を含む格子に直接修

正項を導入する。しかしこの手法は境界が移動する場合に急激な圧力の変化が生じる問題

があった。Cut cell 法[135]では壁面を含む格子を壁面に沿った形に切って計算を行うこと

で、壁面をシャープに捉える。この手法では非常に精度よく壁面を模擬できるが、格子を切

る方法が複雑であったり、壁面位置によっては非常に小さな格子が生じてしまったりする

という問題があった。また、力の計算を行うのではなく、壁面を含む格子において流速その

ものを強制する Direct forcing法も提案されている。この手法では壁面を含む格子にのみ影

響が与えられるため、壁面の影響をシャープに捉えることができる。Kajishima らによって

提案された体積力型の埋め込み境界法[136]は壁面の体積分率のみによって強制速度を計算

することが可能な手法である。体積力型の埋め込み境界法において使用される壁面の体積

分率は、一般的には計算が困難であり、特に移動壁面に対してはメッシュと格子の共通部分

の計算を都度行わなくてはならなかったが、Yao ら[40]は体積分率の計算に SDF のサンプ

リング点を用いることで、移動壁面に対しても体積分率を効率的に計算することができる

Advanced DEM-CFD法を開発した。これにより、DEM-CFD法による固体-流体連成問題
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において、移動壁面や複雑形状壁面を持つ体系の数値解析が可能になった。本研究で使用し

ている FELMI においても Advanced DEM-CFD 法と同様に、Kajishima らによって提案

された体積力型の埋め込み境界法を用いて壁面をモデル化し、壁面の占める体積分率を

SDF によって計算した。この手法では、合成速度𝒖𝒖𝑐𝑐は、壁面含有率αを用いて 

𝒖𝒖𝒄𝒄 = α𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐 + (1− α)𝒖𝒖 (198) 

のように求められる。ここで、𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐は、壁面の速度を表す。体積力型の IBMでは、まず合

成速度𝒖𝒖𝒄𝒄を流体速度の代わりに使用してナビエ・ストークス方程式を解き、その後速度場を

次ステップの値に強制することを考える。すなわち、合成速度𝒖𝒖𝒄𝒄に対するナビエ・ストーク

ス方程式と連続の式を解くことで、仮の次ステップ速度𝒖𝒖∗∗を算出する。 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖∗∗ − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛) = −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 + 𝑭𝑭𝒔𝒔𝑛𝑛 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝑛𝑛) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈 (199) 

(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛)
Δ𝑑𝑑

+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛) = 0 (200) 

次に、この仮速度が、壁面から受ける体積力𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼によって次ステップ速度𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛+1に修正される

ことを考える。 

𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖∗∗ + 𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼
Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌

 (201) 

ここで、この体積力𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼について考えると、完全に壁面外である格子(𝛼𝛼𝑛𝑛+1 = 0)については

𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝟎𝟎である。また、完全に壁面の内部に存在する格子(𝛼𝛼𝑛𝑛+1 = 1)においては、𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖𝑤𝑤𝑛𝑛+1

となることから、𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝜌𝜌
Δ𝑡𝑡

(𝒖𝒖𝒘𝒘𝑛𝑛+1 − 𝒖𝒖∗∗)である。したがって、𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼はこれらの値を𝛼𝛼について線

形補間した式 

𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼 =
𝛼𝛼𝑛𝑛+1𝜌𝜌(𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − 𝒖𝒖∗∗)

Δ𝑑𝑑
 (202) 

によって近似的に計算できる。しかし、𝛼𝛼𝑛𝑛+1や壁面速度𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛+1は未知数であり、陽に計算が

できないため、近似的に 
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𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼 =
𝛼𝛼𝑛𝑛𝜌𝜌(𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛 − 𝒖𝒖∗∗)

Δ𝑑𝑑
 (203) 

として計算を行う。すると、最終的に流速の修正式は 

𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛+1 = 𝒖𝒖∗∗ +
𝛼𝛼𝑛𝑛𝜌𝜌(𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛 − 𝒖𝒖∗∗)

Δ𝑑𝑑
Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌

= (1− 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝒖𝒖∗∗ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝒖𝒖𝑤𝑤𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛  (204) 

となる。ここで、仮の次ステップ速度𝒖𝒖∗∗を求めたナビエ・ストークス方程式(式(220))およ

びを式(223)によって合成速度の式に戻すことを考えると、以下のようになる。 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1 �𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − 𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼

Δ𝑑𝑑
𝜌𝜌 � − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛)

= −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 + 𝑭𝑭𝒔𝒔𝑛𝑛 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝑛𝑛) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈 

(205) 

変形すると、 

𝜌𝜌
𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛

Δ𝑑𝑑
+ 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛𝒖𝒖𝑐𝑐𝑛𝑛)

= −𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝛻𝛻𝛻𝛻𝑛𝑛+1 + 𝑭𝑭𝒔𝒔𝑛𝑛 + 𝛻𝛻・(𝜀𝜀𝑛𝑛𝝉𝝉𝑛𝑛) + 𝜀𝜀𝑛𝑛𝜌𝜌𝒈𝒈+ 𝜀𝜀𝑛𝑛+1𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼 

(206) 

となる。これはすなわち、体積力型の埋め込み境界法を用いて壁面の影響を計算することは、

支配方程式に対して壁面力𝒇𝒇𝐼𝐼𝐼𝐼の項を追加していることと同等であるということを示してい

る。 
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図 20 SDF の勾配および値の補完計算例 
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a) 境界適合格子 b) 非構造格子法 

 
c) 直交格子法 

図 21 境界適合格子、アダプティブメッシュ法、および直交格子法の概念図 
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2.6. 混合度の評価 

本研究では混合状態を解析するために Lacey’s mixing index[18]を用いた。この指標では

混合状態が 0から 1の範囲の無次元数によって評価される。0 は完全に分離された状態、1

は完全にランダムな混合状態を示す。Lacey’s mixing index 𝑀𝑀は以下のように計算される。 

𝑀𝑀 =
σ02 − σ2

σ02 − σr2
 (207) 

ここで、𝜎𝜎2は分散を示す。 下付き文字 0および r は、それぞれ、完全分離状態および完全

にランダムな混合状態を示す。Lacey’s mixing index では粒子を Type A および Type B の

2 種類に分け、Type A 粒子を対象粒子とする。このとき、分離状態の分散σ02は以下のよう

に求められる。 

σ02 =
𝑁𝑁𝑡𝑡𝑁𝑁𝑙𝑙

(𝑁𝑁𝑡𝑡 + 𝑁𝑁𝑙𝑙)2  (208) 

ここで、𝑁𝑁𝑡𝑡および𝑁𝑁𝑙𝑙は、それぞれ、Aタイプのおよび B タイプの粒子数を示す。 統計学的

な考察から、完全にランダムな混合状態の分散σr2は次のように推定される。 

σr2 =
𝜎𝜎02

𝑁𝑁𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥𝑥
 (209) 

ここで、𝑁𝑁𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥𝑥はサンプリングセルに入り得る最大の粒子数を示す。現在の分散σ2は、以下

のように求められる。 

σ2 =
1

𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
�(𝜒𝜒𝑖𝑖 − �̅�𝜒)2 (210) 

ここで、𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐、𝜒𝜒𝑖𝑖、および�̅�𝜒は、それぞれ、サンプリングセルの総数、サンプリングセル内

の対象粒子割合、および対象粒子割合の平均値である。𝜒𝜒𝑖𝑖は以下のように算出される。 

𝜒𝜒𝑖𝑖 =
𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑙𝑙
 (211) 

ここで、𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑡𝑡および𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑙𝑙は、それぞれ、𝑖𝑖番目のサンプリングセル内のタイプ A 粒子およびタ

イプ B粒子の粒子数である。�̅�𝜒は次のように計算される。 
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�̅�𝜒 =
𝑁𝑁𝑡𝑡

𝑁𝑁𝑡𝑡 + 𝑁𝑁𝑙𝑙
 (212) 

本研究では混合挙動をより詳細に解析するために granular temperature を使用した。

granular temperature は粒子速度の分散である。高い granular temperature は粒子の拡

散効果が高いことを示し、逆も然りである。𝑖𝑖番目のサンプリングセルにおける granular 

temperature 𝜃𝜃𝑖𝑖は以下のように計算される。 

𝜃𝜃𝑖𝑖 =
1
𝑛𝑛𝑖𝑖
��𝒗𝒗𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝒗𝒗𝚤𝚤� �

2 (213) 

ここで、𝑛𝑛𝑖𝑖、𝜕𝜕𝑖𝑖,𝑗𝑗、𝜕𝜕𝚤𝚤�は、それぞれ、サンプリングセル内の粒子数、粒子の速度、およびサン

プリングセル内の平均粒子速度である。過去の研究[137]から、本研究では Lacey’s mixing 

index および granular temperature のサンプリングセルサイズを4𝑑𝑑𝑣𝑣に設定した。𝑑𝑑𝑣𝑣 =

(𝑝𝑝𝑏𝑏𝑝𝑝)
1
3は粒子の等価直径である。 
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3. 大物体を伴う固気混相流数値解析 

(5 年以内に刊行予定) 
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4. DEM粗視化モデルにおける液架橋力モデルの

構築 

(5 年以内に刊行予定) 
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5. 移動壁面を伴う楕円体粒子による固気混相

流シミュレーション 

(5 年以内に刊行予定) 
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6. 結言 

本研究では、固体-流体連成問題のマルチスケールシミュレーションに向けた数値解析モ

デルの開発を目的として、大物体を伴う固体-流体混相流の数値解析手法、大規模湿潤粉体

のための液架橋粗視化モデル、および移動壁面を伴う非球形粒子による固体-流体混相流の

数値解析手法を開発した。これにより、固体-流体連成問題におけるマルチスケールシミュ

レーションにおける重要な問題を解決することができ、産業用プロセスなどの大規模な体

系においてマルチスケールシミュレーションによる現象の詳細な把握を行うことが可能に

なることが期待される。以下で各章において得られた結論について述べ、最後に今後の展望

について述べる。 

 

6.1. 大物体を伴う固気混相流 

(5 年以内に刊行予定) 

 

6.2. 液架橋粗視化モデル 

(5 年以内に刊行予定) 

 

6.3. 移動壁面を伴う楕円体粒子による固気混相流 

(5 年以内に刊行予定) 

 

6.4. まとめおよび今後の展望 

以上において、本研究では DEM-CFD-IBM 大物体モデル、粗視化 DEMの液架橋力モデ

ル、および移動壁面を伴う非球形粒子固体-流体混相流数値解析モデルの開発を行った。ま

たそれぞれにおいて実験および既存の数値解析手法による数値解析結果と比較することで

妥当性の確認を行った。これらの結果から、本研究によって固体-流体混相流体系における

マルチスケールシミュレーションの既存問題を解決することができた。今後の展望として、
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本研究で開発した手法による数値解析モデルを用い、ミクロな数値解析とマクロな数値解

析を精密に組み合わせることで産業用廃棄物のための流動層型焼却炉などの大規模かつ工

業的に重要なプロセスにおいて内部挙動を正確に模擬することができるマルチスケールシ

ミュレーション手法を開発し、産業用プロセスの設計最適化や運用改善に応用していきた

い。 
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