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第1章 序論 

1.1 建築と自由曲面 

近年、建築の設計・生産・施工に関わるさまざまな技術の飛躍的な発展を背景に、複雑な曲面
を用いた建築が 1 つのトレンドとなっている(図 1-1)。これらの建築は、CAD(computer-aided 
design)技術を活用した自由曲面(freeform surface)を用いて設計されており、球面ドームや円筒ヴ
ォールトなど、古典的曲面(traditional surface)を用いて設計された従来の曲面建築と大きく異な
る。古典的曲面は、回転面や押し出し面など、ある曲線の滑らかな軌跡によって定められる曲面
であり、その単純な幾何学的原理(e.g., 回転や平行移動)から形状記述が容易であるため、建築形
態として古くから広く利用されてきた [1]。一方、自由曲面は古典的曲面では表現することがで
きない複雑な形状をもつ曲面であり、単純な幾何学的原理の欠如から正確な形状記述が困難で
あるため、建築形態としての利用は極めて少なかった。しかし、1990 年代に建築分野に導入さ
れた CAD システムが多様な自由曲面の記述を可能としたことで、自由曲面が建築形態として積
極的に利用され始め、“parametricism”と呼ばれる新たな建築論を形成しながら [2]、現在のトレ
ンドに至った。 

CAD システムによる曲面のモデリング手法には、パラメトリック曲面・ポリゴンメッシュ・
細分割曲面などが存在し [3]、Rhinoceros®や AutoCAD などの汎用 CAD ソフトウェアには多く
の手法が実装されている。これらの手法の中で、パラメトリック曲面(e.g., Bézier 曲面や Nurbs
曲面)は建築設計における曲面モデリングの現在の主流である。パラメトリック曲面は、曲面の
形状をおおまかに定める制御ポリゴンを用いて定められる曲面であり、制御ポリゴンの頂点を
多項式や有理多項式によりブレンディングすることで生成される滑らかな曲面である(図 1-2)。
パラメトリック曲面は、制御ポリゴンによる直感的な形状制御が可能であるうえ滑らかな曲面
の厳密な表現が可能であるため、建築設計を含む工学系の分野で主に利用されている。特に、有
理多項式によるブレンディングを用いる Nurbs 曲面は、制御性・連続性・表現性・正確性に優れ
るパラメトリック曲面であるため、建築設計においてマスターモデルとして一般的に利用され

*1 Foster+Partners, https://www.fosterandpartners.com/projects/great-court-at-the-british-museum/, 2021.11.07 

*2 FUKSAS studio, https://fuksas.com/myzeil-shopping-mall/, 2021.11.07 

 
(a)Great Court at the British Museum*1 

 
(b)MyZeil Shopping Mall*2 

図 1-1 自由曲面を用いた建築 
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ている [4]。一方で、ポリゴンメッシュ(e.g., 三角形メッシュや四角形メッシュ)や細分割曲面(e.g., 
Catmull–Clark subdivision surface)は、位相的自由度が高く表現性に優れる手法であるが精度に
欠けるため、建築設計におけるマスターモデルとして利用されることは少ない。ポリゴンメッシ
ュは、構造解析などの有限要素モデルとして利用されることが多く、Nurbs 曲面によるマスター
モデルを任意に離散化してモデル化され利用されている [5]。細分割曲面は、パラメトリック曲
面で表現することが不可能な複雑な位相をもつ曲面を滑らかに表現する必要がある場合に利用
されているが [1]、精度が要求されるマスターモデルとして利用するためにはパラメトリック曲
面への変換が必要となる。 

1.2 自由曲面とパネリング問題 

高度な曲面モデリング手法を実装した CAD ソフトウェアは、滑らかで美しい自由曲面を自在
にモデリングすることを可能とし、建築デザインの自由度を飛躍的に高めた。一方で、CAD ソ
フトウェアを用いてモデリングされた自由曲面を建築形態として実現するためには、建築のス
ケールに起因して生じるさまざまな課題を解決する必要がある [6]。本研究では、自由曲面を建
築形態として実現するために生じる諸課題の中で「曲面のパネリング問題」を取り扱う。 

自動車ボディのデザインやプロダクトデザインでは、CAD ソフトウェア上でモデリングされ
た曲面は、データ通りに曲面として製造されることが一般的である。一方で、建築設計では、
CAD ソフトウェア上でモデリングされた曲面をデータ通りに製造・施工することは困難である。
これは、建築スケールの大きな曲面を製作しようとする場合、材料の強度や部材の製作に関する
制約から、曲面全体を単一の部材として製造することが不可能であるためである。1 つの連続な
曲面としてモデリングされた曲面は、多数の小片(部分曲面)に分割され、部分曲面ごとに製造さ
れた部材が現場に搬入され曲面全体が組み立てられる。このとき、部分曲面を支持するための支
持構造材や接合部材が必要となり、曲面は部分曲面や支持構造材によって構成される複合的な
構造物となる(図 1-3)。曲面の分割によって生じる部分曲面や支持構造材は、選択する材料・製
造方法や要求される構造性能に応じて適切に設計される必要があるとともに、コストに配慮し
た設計が求められる [6]。一般的に許容されるコストの範囲内で、自由曲面の分割によって生じ

図 1-2 Nurbs 形式による曲線・曲面の制御 
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る部分曲面を直接製造することは困難であるため、製造コストを考慮した別の曲面で部分曲面
を近似・置換する必要が生じる。このような部分曲面の近似・置換を含めた曲面の分割問題を特
に「曲面のパネリング問題」と呼ぶ。つまり、「曲面のパネリング問題」は、与えられた曲面𝑆に
対して𝑆の単なる分割{𝑆𝑖}を求める問題ではなく、それぞれの部分曲面𝑆𝑖に対して工学的側面や
経済的側面から生じる何らかの制約を満たす新たな部分曲面𝑆𝑖̃を求める問題である(図 1-4)。本
論文では、ここで得られる新たな部分曲面𝑆𝑖̃をパネル、𝑆𝑖̃の和集合によって定義される新たな曲
面𝑆 ̃ = ⋃ 𝑆𝑖̃をパネリング曲面と呼ぶ。パネリング曲面𝑆は̃設計条件に基づき設定される閾値の範
囲内で不連続となることも許容される点に注意する。パネリング曲面𝑆が̃満たすべき条件は対象
とする問題ごとに異なるが、すべての問題において、与えられた制約下で対象とする曲面𝑆を良
く近似する曲面であることが求められる。このような性質から、「曲面のパネリング問題」は、
与えられた制約下で対象とする曲面𝑆に対するパネリング曲面𝑆の̃近似精度を最大化する最適化
問題として定式化されることが一般的である。 

パネリング問題は古典的曲面を含む任意の曲面に内在する問題であるが、自由曲面に関して
特に顕在化する問題である。古典的曲面の場合、その単純な幾何学的原理から制約を満たすパネ
リング曲面が自然に得られやすく、パネリング問題が顕在化することはまれである。たとえば、
回転面の場合、円周方向に沿って合同な曲面パネルを配置するパネリング曲面やすべてのパネ
ルを平面四辺形パネルとするパネリング曲面が得られることは明らかであろう。ガラスと鉄骨
フレームによる球面ドームが 19 世紀にすでに実現されている [7]。一方で、自由曲面の場合、制

 
(a)滑らかな曲面 

 
(b)部分曲面の集合 

 
(c)支持構造 

図 1-3 曲面の分割と支持構造     

 
(a)滑らかな曲面𝑆 

 
(b)分割曲面 

𝑆 = ⋃𝑆𝑖 
 

(c)パネリング曲面 

𝑆 ̃ = ⋃𝑆𝑖̃ 
 

(d)パネル𝑆𝑖̃ 

図 1-4 分割曲面とパネリング曲面 
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約を満たすパネリング曲面が自然に得られることはまれであるため、パネリング問題が顕在化
する。このとき、自由曲面に対して制約を満たすパネリング曲面を求めるためには、前述の最適
化問題のような何らかの数理問題を解くことが必要となる。このような点で、「曲面のパネリン
グ問題」は、自由曲面に特有の問題といえる。 

1.3 本研究における目的と方針 

本研究では、弾性曲げ変形による成型が困難なガラスや GRC の曲面パネルを用いた自由曲面
のパネリング法として、パネルの製造効率とパネリング曲面の滑らかさを両立する新たなパネ
リング法を提案する。本方法では、与えられた曲面𝑆に対して、以下の条件を満たすパネリング
曲面𝑆を̃求める。 

パネリング曲面𝑆 ̃ = ⋃ 𝑆𝑖̃𝑁𝑖=1 としたとき、すべてのパネル𝑆𝑖̃は𝑘(< 𝑁)種類の柱面の
トリムサーフェース(四辺形領域)のみで尽くされ、線織に沿って隣接するパネルは𝐺1
連続、それ以外の方向に隣接するパネルは𝐺0連続 

⋯(∗) 

ここで、パネル𝑆𝑖̃を定める四辺形のトリム領域は、2 境界曲線が柱面の線織に対応するトリム
領域とする。このパネリング曲面(∗)には、次の特徴がある。 

(1) すべてのパネルが柱面によって定義されパネル製造が容易 
(2) 𝑘種類のパネルのみで構成されパネルの繰返し製造が可能 
(3) パネリング曲面の連続性が高い 

まず、(1)より、パネリング曲面を構成するすべてのパネルが柱面によって定義されるため、
複曲率を有する曲面やその他の可展面によって定義されるパネルと比較して、パネル製造が容
易である [6] [8]。金属板の場合、平板のロール曲げ加工による成型が可能であり、成型に型枠を
要するプレス加工や鋳造による成型が不要である。ガラスの場合、平板ガラスの冷間曲げ加工
(曲率小)または熱間曲げ加工(曲率大)を用いて成型される。冷間曲げ加工は、平板ガラスを微小
変形させ枠材に直接取り付ける方法であり特殊な加工を必要としない。熱間曲げ加工は、金型を
用いた成型であるが、柱面は他の曲面と比較して金型の製作が容易であるため効率的にパネル
を成型することができる。GRC パネルや PC パネルの場合は、型枠による成型が必須となるが、
この場合も柱面は他の曲面と比較して型枠の製作が容易であるため、効率的なパネル製造が可
能である。柱面パネルを用いたパネリング曲面の実例として、Strasbourg TGV station や Louis 
Vuitton Foundation in Paris などがある。Louis Vuitton Foundation in Paris では、一般の可展面
によりモデリングされた曲面を柱面で近似することで、柱面ガラスパネルによるパネリング曲
面を実現している [9]。 

次に、(2)より、パネルの総枚数𝑁より少ない𝑘種類のパネルで構成されるため、同一パネルの
繰返し製造が可能である。(1)で述べたように、ガラス(熱間曲げ加工)や GRC パネルなどでは、
柱面パネルの製造に型枠を要する。一般的に、型枠の製造コストはパネルの製造コストよりも非
常に高いため、必要となる型枠数を低減することはパネル全体の製造コスト低減に効果的であ
る。型枠の繰返し利用を考慮したパネリング曲面の実例として、Lentille at Saint Lazare metro 
station や Louis Vuitton Foundation in Paris、Arena Corinthians in Sao Paolo などがある。Lentille 
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at Saint Lazare metro station では、対象とする形状をトーラスと球面を滑らかにつなぎ合わせ
た曲面によりモデリングすることで型枠の繰返し利用を可能とし、熱間曲げ加工された複曲率
ガラスパネルによる滑らかなパネリング曲面を実現している [9]。Louis Vuitton Foundation in 
Paris では、一般の可展面によりモデリングされた曲面を柱面で近似したのち、曲率に応じてパ
ネルをクラスタリングすることで、熱間曲げ加工に必要となる型枠の数を削減している。限定さ
れた型枠から製造された柱面パネルは、現場で冷間曲げ加工されることで最終形状に成型され
る [9]。Arena Corinthians in Sao Paolo では、ガラスの平面パネル・柱面パネル・複曲率パネル
を組み合わせたパネリング曲面が実現されている。ここでは、パネル種類を最小化する最適化問
題 [10]を解くことにより、855 枚のパネルが 61 個の型枠から製造されている [6]。 

最後に、(3)より、パネリング曲面の連続性が高く意匠的なメリットが大きい。平面パネルを
用いた一般的なパネリング曲面では、すべてのパネル境界でクリースを生じ、曲面の滑らかさが
大きく損なわれる。また、パネルの繰返し製造を考慮した複曲率パネルによるパネリング曲面 
[10] [11]では、すべてのパネル境界が不連続となる。これに対して、柱面パネルを 1 方向に𝐺1連
続に接続したパネリング曲面(∗)は、1 方向にクリースのないパネリング曲面であり滑らかで美
しい外観をもつ。 

本研究では、与えられた滑らかな曲面𝑆から(∗)を満たすパネリング曲面𝑆を̃求めるために、図
1-5 に示すアプローチを用いる。パネリング法は、大きく 2 つのステップで構成され、曲面𝑆 → 
半離散曲面(cylindrical strip モデル) → 離散曲面(𝑘-cylindrical strip モデル)というフローに従
い、曲面𝑆を方向別に離散化しパネリング曲面𝑆を̃求める。まず、ステップ 1 では、滑らかな曲
面の特殊な半離散モデルとして知られる cylindrical strip モデル [12]を求める。Cylindrical strip
モデルは、滑らかな曲面上の特定の共役座標系を半離散化することで得られるモデルであり、半
離散化によって得られる曲線間を線形補間することで、滑らかな柱面を𝐺0連続に繋ぎ合わせた
区分的滑らかな曲面が得られる。続いて、ステップ 2 では、ステップ 1 で得られる cylindrical 
strip モデルを、ユーザーが指定する𝑘種類の柱面で構成される特殊な cylindrical strip モデル(≔
𝑘-cylindrical strip モデル)に変換する。ここで、cylindrical strip モデルを構成するすべての柱面
は、𝑘種類の代表となる柱面(i.e., 型枠)のトリムサーフェスとして得られる柱面を、線織に沿っ
て𝐺1連続に接続した柱面に変換される。ここで得られる𝑘-cylindrical strip モデルが、本研究が
目指すパネリング条件(∗)を満たすパネリング曲面𝑆で̃あることは明らかであろう。 

図 1-5 パネリング曲面(∗)へのアプローチ 
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1.4 本研究の貢献 

本研究の貢献は以下のようにまとめられる。 
 限られた種類(= 𝑘種類)の曲線で𝐺1連続に補間可能な平面曲線の離散モデルを𝑘 -離散モデ

ルとして定義し(3.2.1 項)、この離散モデルの 1 つが対象曲線の曲率の離散化とクラスタリ
ングにより得られることを示す(3.2.2 項)。また、この離散モデルがもつ𝐺1補間曲線を𝑘-arc 
spline 曲線として定義し、その数式表現を与える(3.2.4 項)。 

 単一の柱面(または独立した複数の柱面)の準線を𝑘 -離散モデルへ離散化することで、対象
とする柱面を限られた種類(= 𝑘種類)の柱面パネルで𝐺1連続にパネリングする方法を提案
する(3.3 節)。本研究では、このパネリング問題を対象の準線を𝑘-arc spline 曲線で近似す
る最適化問題として定式化し(3.3.1 項)、クラスタリング法と補間法による特殊な初期化ア
ルゴリズム(3.3.2 項)を用いた効率的な解法を提案する。 

 Cylindrical strip モデル [12]を共役座標系との対応関係の中に厳密に位置付けることで柱
面共役座標系を定義する(4.2.3 項)。また、当該座標系に対応する共役場の条件を導き、そ
の条件を用いて柱面共役場を定義する(4.2.4 項)。 

 与えられた曲面から cylindrical strip モデルの離散解を求める 2 つの方法 A・B を提案す
る。方法 A は、柱面共役場を数値積分することで対応する座標系のアイソパラメータ曲線
を求める方法であり(4.3 節)、方法 B は、離散曲面上の柱面共役場から共役場に沿う四辺
形メッシュを求める方法である(4.4 節)。離散曲面上の柱面共役場を求めるために、連続系
での柱面共役条件から離散系での柱面共役条件を導く(4.2.5 項)。 

 柱面の特殊な離散モデルである𝑘-離散柱面モデル(第 3 章)を cylindrical strip モデル(第 4
章)に組み込んだ𝑘-cylindrical strip モデルを定義する(5.2.2 項)。このモデルは、cylindrical 
strip モデルを構成する複数の柱面を𝑘-離散柱面モデルで置き換えたモデルであり、1.3 節
で設定したパネリング条件(∗)を満たす。 

 与えられた cylindrical stripモデルから𝑘-cylindrical stripモデルを求める問題を、cylindrical 
strip モデルを構成する柱面の準線を𝑘-arc spline 曲線により近似する最適化問題として定
式化する(5.3 節)。この最適化問題は、3.3.3 項で示す最適化問題を基本として定式化され
るが、ここでは、隣接する柱面間の幾何学的関係として、柱面間交線の近似精度や線織の
連続性を評価関数として組み込む(5.3.2 項)。 

1.5 本論文の構成 

本論文では、まず第 2 章において、曲面のパネリング問題に関係する基本的な事項について整
理する。次に、第 3 章において、単一の柱面の特殊な離散モデルについて述べる。この離散モデ
ルは、限られた種類の部分柱面により𝐺1補間可能な離散柱面であり、本論文において𝑘-離散柱面
モデルとして新たに定義する離散モデルである。第 4 章では、任意の柱面から𝑘-離散柱面モデル
を求める方法を提案する。次に、第 4 章において、cylindrical strip モデルおよびその離散モデ
ルとして本論文で新たに定義する cylindrical メッシュについて述べる。Cylindrical strip モデル
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は、関連研究 [12]において developable strip モデルの特別なモデルとして言及されたモデルで
あるが、第 4 章では、当該モデルを共役座標系との対応関係の中に厳密に位置付け、当該モデル
と連続 - 半離散対応する特殊な共役座標系を柱面共役座標系として新たに定義する。この柱面
共役座標系を起点として、cylindrical strip モデル(半離散)および cylindrical メッシュ(離散)の定
義を与える。さらに、与えられた曲面から、cylindrical strip モデルおよび cylindrical メッシュ
を求める方法を提案する。次に、第 5 章において、第 3 章で定義する𝑘-離散柱面モデルを、第 4
章で定義する cylindrical strip モデルに組み込んだモデルについて述べる。ここでは、このモデ
ルを𝑘-cylindrical strip モデルとして新たに定義する。このモデルは、指定された種類(𝑘種類)の
柱面のみで構成される cylindrical strip モデルであり、パネリング条件(∗)を満たす曲面である。
ここでは、第 3 章で提案する方法を拡張することで、与えられた cylindrical strip モデルから𝑘-
cylindrical strip モデルを求める方法を提案する。最後に、第 6 章において結論を述べる。  



12 第 2 章 研究背景 

 

第2章 研究背景

2.1 概説 

本章では、本論文で扱う曲面のパネリング問題と関連する事項について整理する。まず、2.2
節において、滑らかな曲面を対象とする微分幾何学に関する基本的な事項について整理する。滑
らかな曲面を扱ううえで最も基本となる基本形式や計量などに関して整理したのち、曲面のパ
ネリング問題で特に重要となる曲面上の座標系や交差場について整理する。続いて、2.3 節では、
離散曲面を対象とする微分幾何学に関する基本的な事項について整理する。ここでは、離散曲面
として最も一般的なモデルである三角形メッシュを対象とする。2.3 節で扱う事項は、2.2 節で
整理した事項の離散曲面上の対応物に他ならない。この対応関係を前提として離散曲面上の微
分幾何学は展開されるので、2.2 節で扱う事項は 2.3 節で扱う事項の基本となる。最後に、2.4 節
において曲面のパネリング問題に関する具体的な関連研究について整理する。ここでは、関連研
究で扱われるパネリング曲面をパネル形状に応じて 3 つのタイプに分類し、それぞれのタイプ
ごとに基本事項および具体的なアルゴリズムなどを整理する。 

2.2 曲面の微分幾何学 

本項では、2 階以上微分可能で滑らかな曲面を対象とする微分幾何学に関する基本的な事項を
主に [13] [14] [15] [16] [17]などを参照して整理する。本項では、𝔼3に埋め込まれた曲面を前提と
する。3 階連続微分可能な写像𝒙:Ω ⊂ ℝ2 → 𝔼3は、そのヤコビアンがΩ上のいたるところでフル
ランクであれば𝔼3内に曲面片𝑆を定めるという [13]。曲面とは、𝔼3内の集合でこのような曲面片
の和集合として定められる集合であり曲面片自身もまた曲面である。本項では主に曲面片を扱
うが、曲面と曲面片を特に区別せずすべて曲面𝑆と呼ぶ。 

2.2.1 基本形式 

曲面𝑆が、𝒑 ∈ 𝑆の近傍で(𝑢, 𝑣)をパラメータとして𝒙:Ω → 𝑆により径数付けられているとする。
𝑆が正則であることを前提とすれば、任意の𝒒 ∈ Ωで𝒙の微分𝑑𝒙𝒒: ℝ2 → ℝ3は 1 対 1 写像である。
ここで、この線形写像を表す行列を求める。𝒒 = (𝑢0, 𝑣0) ∈ Ωを通り u 軸に平行な直線(𝑣 = 𝑣0)と
v 軸に平行な直線(𝑢 = 𝑢0)を考えると、2 直線の𝒒における接ベクトルは(𝑢, 𝑣)座標系で𝒆1 = (1,0)，
𝒆2 = (0,1)である。この 2 直線は写像𝒙によって𝒙(𝒒) ∈ 𝑆を通る曲面上の曲線に写され、2 つの曲
線の𝒙(𝒒)における接ベクトルは以下のように得られる。 

 
𝜕𝜕𝑢𝒙(𝑢, 𝑣0)∣𝑢=𝑢0

= 𝒙𝑢(𝑢0, 𝑣0), 𝜕𝜕𝑣 𝒙(𝑢0, 𝑣)∣𝑣=𝑣0
= 𝒙𝑣(𝑢0, 𝑣0) (2.1) 
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微分の定義より、𝒙の微分𝑑𝒙𝒒は次の対応関係を与えることがわかる。 

 𝑑𝒙𝒒(𝒆1) = 𝒙𝑢, 𝑑𝒙𝒒(𝒆2) = 𝒙𝑣 (2.2) 

この関係から、パラメータ空間上で𝒒を始点とする任意の方向ベクトルを𝒗̅ = 𝜉𝒆1 + 𝜂𝒆2とすれ
ば、そのベクトルは微分𝑑𝒙𝒒によって次のように写される。 

 

𝑑𝒙𝒒(𝒗)̅ = 𝜉𝒙𝑢 + 𝜂𝒙𝑣 
= [𝒙𝑢 𝒙𝑣] [𝜉𝜂] (2.3) 

つまり、線形写像𝑑𝒙𝒒を表す行列は、𝒙の𝒒でのヤコビアン𝐽𝒒 = [𝒙𝑢 𝒙𝑣]となる。この写像が 1
対 1 対応を与えるということは、この行列がフルランクであることに他ならないので、𝑆が正則
であるということは、Ω上のいたるところで𝒙のヤコビアン𝐽がフルランクであるということに
他ならない。 

ここで、(2.1)に戻ると、𝒙𝑢(𝑢0, 𝑣0)および𝒙𝑣(𝑢0, 𝑣0)は𝒙(𝒒)を通る曲面上の曲線の𝒙(𝒒)における
接ベクトルであった。𝑆が正則であるとき、Ω上のいたるところで𝒙のヤコビアンはフルランクで
あったので、𝒙𝑢(𝑢0, 𝑣0)および𝒙𝑣(𝑢0, 𝑣0)はある平面を張り、その平面は𝒙(𝒒)において曲面𝑆に接
する。この平面を曲面𝑆の点𝒙(𝒒)における接空間と呼び𝑇𝒙(𝒒)𝑆と表す。つまり、微分𝑑𝒙𝒒はパラメ
ータ空間のベクトルと接空間𝑇𝒙(𝒒)𝑆のベクトルの 1 対 1 の対応関係に他ならない。 

次に、微分𝑑𝒙𝒒による写像で生じるベクトル内積の変化を考える。𝒒におけるパラメータ空間
上のベクトルを𝒗1̅ = (𝜉1, 𝜂1)，𝒗2̅ = (𝜉2, 𝜂2)とし、それらに対応する𝒑 = 𝒙(𝒒)での接ベクトルを
𝒗1 = 𝑑𝒙𝒒(𝒗1̅)，𝒗2 = 𝑑𝒙𝒒(𝒗2̅)とすると、2 ベクトルの内積は次のように得られる。 

 

〈𝒗1, 𝒗2〉 = 𝒗1̅𝑇 𝐽𝑇 𝐽𝒗2̅ 
= [𝜉1 𝜂1] [𝒙𝑢𝑇 𝒙𝑢 𝒙𝑢𝑇 𝒙𝑣𝒙𝑢𝑇 𝒙𝑣 𝒙𝑣𝑇 𝒙𝑣] [𝜉2𝜂2] 

(2.4) 

つまり、接空間での内積〈𝒗1, 𝒗2〉は、パラメータ空間での内積〈𝒗1̅, 𝒗2̅〉に𝐽𝑇 𝐽による歪みを加え
た内積であると解釈できる。ここで、第一基本形式を二次形式として次のように定義する。 

定義 2-1 第一基本形式   

I𝒑(𝒗1, 𝒗2) ≔ [𝜉1 𝜂1] [𝐸 𝐹𝐹 𝐺] [𝜉2𝜂2] 
ここで、𝐸 ≔ 𝒙𝑢𝑇 𝒙𝑢, 𝐹 ≔ 𝒙𝑢𝑇 𝒙𝑣,𝐺 ≔ 𝒙𝑣𝑇 𝒙𝑣であり第一基本量と呼ばれる。行列そのものをI𝒑や

Iと表記することもあるが特に区別せず適宜使い分ける。この第一基本形式Iは、Ω ⊂ ℝ2上に曲面
𝑆に由来する内積を定める。曲面𝑆に計量を与えるということは、𝑆の各接空間に内積を与えるこ
とである。計量が定まることにより⻑さの概念が導入されるので曲線の⻑さを表すことができ
る。𝑈上の曲線𝒖(𝑡) = (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))を考えると、𝒖(𝑡)の区間[𝑎, 𝑏]におけるIから定まる計量の下での
⻑さは以下のように得られる。 
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𝑙(𝑎, 𝑏) = ∫ √⟨𝜕𝒖(𝑡)𝜕𝑡 , 𝜕𝒖(𝑡)𝜕𝑡 ⟩I
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 

= ∫ √𝐸 𝜕𝑢(𝑡)𝜕𝑡 𝜕𝑢(𝑡)𝜕𝑡 + 2𝐹 𝜕𝑢(𝑡)𝜕𝑡 𝜕𝑣(𝑡)𝜕𝑡 + 𝐺 𝜕𝑣(𝑡)𝜕𝑡 𝜕𝑣(𝑡)𝜕𝑡
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 

(2.5) 

(2.5)が表す⻑さは、𝒖(𝑡)の𝒙による像、すなわち曲面上の曲線𝒙(𝒖(𝑡))の⻑さに他ならない。 
次に、曲面𝑆の𝒑 ∈ 𝑆における曲率を考える。曲線の曲率は接ベクトルの変化量によって定義

されるが、曲面の曲率は法ベクトルの変化量によって定義される。𝒑での曲面𝑆の法ベクトルは
𝑇𝒑𝑆に直交する単位ベクトルとして次のように定義される。 

定義 2-2 法ベクトル   

𝒏 ≔ 𝒙𝑢 × 𝒙𝑢‖𝒙𝑢 × 𝒙𝑢‖ 
法ベクトル𝒏をℝ3の点とみなすと、𝒏は曲面𝑆から単位球面𝑆2への写像とみなすことができる。

この写像𝒏をガウス写像と呼ぶ。ここで、𝒏の微分𝑑𝒏を考えると、微分の定義から、𝑑𝒏は𝒑にお
ける𝑆の接空間𝑇𝒑𝑆と𝒏(𝒑)における𝑆2の接空間を 1 対 1 対応させる線形写像である。この写像は
ワインガルテン写像として次のように定義される。 

定義 2-3 ワインガルデン写像   
𝑊𝒑 ≔ 𝑑𝒏𝒑: 𝑇𝒑𝑆 → 𝑇𝒏(𝒑)𝑆 

ここで、𝒑における𝑆の接ベクトル𝒗 = 𝜉𝒙𝑢 + 𝜂𝒙𝑣を考えると、 

 𝑊𝒑(𝒗) = 𝑑𝒏𝒑(𝒗) = 𝜉𝒏𝑢 + 𝜂𝒏𝑣 (2.6) 

2 つの接空間𝑇𝒑𝑆と𝑇𝒏(𝒑)𝑆 は明らかに平行であるので、(2.6)で与えられるベクトルは𝑇𝒑𝑆上の
ベクトルと同一視できる。そこで、このベクトルの𝒗方向の成分を考えると、 

 

⟨𝑊𝒑(𝒗), 𝒗⟩ = 𝒙𝑢𝑇 𝒏𝑢𝜉2 + (𝒙𝑢𝑇 𝒏𝑣 + 𝒙𝑣𝑇 𝒏𝑢)𝜉𝜂 + 𝒙𝑣𝑇 𝒏𝑣𝜂2 
= −𝒙𝑢𝑢𝑇 𝒏𝜉2 − 2𝒙𝑢𝑣𝑇 𝒏𝜉𝜂 − 𝒙𝑣𝑣𝑇 𝒏𝜂2 
= −[𝜉 𝜂] [𝒙𝑢𝑢𝑇 𝒏 𝒙𝑢𝑣𝑇 𝒏𝒙𝑢𝑣𝑇 𝒏 𝒙𝑣𝑣𝑇 𝒏] [𝜉𝜂] 

(2.7) 

(2.7)は𝒗方向の法ベクトルの変化率を表している。ここで、第二基本形式を二次形式として次
のように定義する。 

定義 2-4 第二基本形式   
II𝒑(𝒗, 𝒗) ≔ −⟨𝑊𝒑(𝒗), 𝒗⟩ 

= [𝜉 𝜂] [ 𝐿 𝑀𝑀 𝑁 ][𝜉𝜂] 
ここで、𝐿 ≔ 𝒙𝑢𝑢𝑇 𝒏，𝑀 ≔ 𝒙𝑢𝑣𝑇 𝒏，𝑁 ≔ 𝒙𝑣𝑣𝑇 𝒏であり第二基本量と呼ばれる。第一基本形式と同

様に、行列そのものをII𝒑やIIと表記することもあるが特に区別せず適宜使い分ける。 
(2.7)は𝒗方向の法ベクトルの変化率を表すので、𝒗を単位ベクトルに制限することにより正規
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化された変化率が得られる。𝒑における法ベクトル𝒏の𝒗方向の正規化された変化率を曲面の𝒑で
の法曲率として次のように定義する。 

定義 2-5 法曲率   

𝜅𝑛,𝒑(𝒗) ≔ II𝒑(𝒗, 𝒗)I𝒑(𝒗, 𝒗)  
この定義の幾何学的解釈を与えるために、𝑆上の曲線𝒄(𝑡)で𝒄(0) = 𝒑となる曲線を考える。この

曲線は曲面上の曲線であるので、𝒄(𝑡) = 𝒙(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))と表すことができる。この曲線の曲率を考
えるために弧⻑パラメータ𝑠 = 𝑠(𝑡)による微分を考えて、 

 𝒄′(𝑡) = 𝒙𝑢𝑢′ + 𝒙𝑣𝑣′ (2.8) 

 𝒄′′(𝑡) = 𝒙𝑢𝑢𝑢′𝑢′ + 2𝒙𝑢𝑣𝑣′𝑢′ + 𝒙𝑣𝑣𝑣′𝑣′ + 𝒙𝑢𝑢′′ + 𝒙𝑣𝑣′′ (2.9) 

ここで、 ∙ ′は𝑠による微分を表す。〈𝒄′, 𝒄′〉 = 1より〈𝒄′, 𝒄′′〉 = 0であるので、𝒄′ ⊥ 𝒄′′である。そ
こで、𝒄′′を曲面の法ベクトル成分𝜿𝑛と接平面成分𝜿𝑔に分解することを考えると、(2.9)は以下の
ように表せる。 

 𝒄′′(𝑡) = 𝜿𝑛 + 𝜿𝑔 (2.10) 

ここで、𝜿𝑛を法曲率ベクトル、𝜿𝑔を測地的曲率ベクトル、それぞれのベクトルの大きさを法
曲率𝜅𝑛 = ‖𝜿𝑛‖、測地的曲率𝜅𝑔 = ∥𝜿𝑔∥と定義する。(2.9)を用いて法曲率を具体的に表すと、法ベ
クトルを𝒏として次のように表せる。 

 𝜅𝑛 = 〈𝒙𝑢𝑢,𝒏〉𝑢′𝑢′ + 2〈𝒙𝑢𝑣, 𝒏〉𝑣′𝑢′ + 〈𝒙𝑣𝑣,𝒏〉𝑣′𝑣′ (2.11) 

𝑠 = 𝑠(𝑡)を考慮して(2.11)を整理すると、次が得られる。 

 

𝜅𝑛 = 〈𝒙𝑢𝑢,𝒏〉 (𝜕𝑢𝜕𝑡 𝜕𝑡𝜕𝑠)
2 + 2〈𝒙𝑢𝑣,𝒏〉 𝜕𝑢𝜕𝑡 𝜕𝑡𝜕𝑠 𝜕𝑣𝜕𝑡 𝜕𝑡𝜕𝑠 + 〈𝒙𝑣𝑣, 𝒏〉(𝜕𝑣𝜕𝑡 𝜕𝑡𝜕𝑠)

2 

= 〈𝒙𝑢𝑢,𝒏〉 (𝜕𝑢𝜕𝑡)2 + 2〈𝒙𝑢𝑣, 𝒏〉 𝜕𝑢𝜕𝑡 𝜕𝑣𝜕𝑡 + 〈𝒙𝑣𝑣,𝒏〉 (𝜕𝑣𝜕𝑡)2

〈𝒙𝑢, 𝒙𝑢〉 (𝜕𝑢𝜕𝑡)2 + 2〈𝒙𝑢, 𝒙𝑣〉 𝜕𝑢𝜕𝑡 𝜕𝑣𝜕𝑡 + 〈𝒙𝑣, 𝒙𝑣〉 (𝜕𝑣𝜕𝑡)2 
(2.12) 

曲線𝒄(𝑡)の接ベクトルは、次のように得られる。 

 𝒄(̇𝑡) = 𝜕𝑢𝜕𝑡 𝒙𝑢 + 𝜕𝑣𝜕𝑡 𝒙𝑣 (2.13) 

ここで、∙は̇一般のパラメータ𝑡による微分を表す。定義 2-1 および定義 2-4 に倣い(2.12)を整
理すれば、次が得られる。 

 𝜅𝑛,𝒑 = II𝒑=𝒄(0)(𝒄(̇0), 𝒄(̇0))I𝒑=𝒄(0)(𝒄(̇0), 𝒄(̇0))  (2.14) 

つまり、定義 2-5 による曲面の法ベクトルは、𝒑 ∈ 𝑆において𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆を接ベクトルとする曲面
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上の曲線の法曲率に一致することがわかる。 
最後に、定義 2-3 によるワインガルテン写像と定義 2-1 および定義 2-4 による基本形式の関係

を整理する。𝒙𝑢，𝒙𝑣を基底としたときのワインガルテン写像を表す行列を𝑊𝒑とすると、定義 2-
4 は次にように変形される。 

 
II𝒑(𝒗, 𝒗) ≔ −⟨𝐽𝑊𝒑𝒗,̅ 𝐽𝒗⟩̅ 
∴ 𝒗𝑇̅ II𝒑𝒗̅ = −𝒗𝑇̅ I𝒑𝑊𝒑𝒗 ̅ (2.15) 

ここで、𝒗は̅𝒙𝑢，𝒙𝑣を基底としたときの𝒗の局所座標である。上式からワインガルテン写像を
表す行列𝑊𝒑が次のように得られる。 

 𝑊𝒑 = −I𝒑−1II𝒑 (2.16) 

(2.6)および(2.16)から特に次の関係が得られる。 

 [𝒏𝑢 𝒏𝑣] = [𝒙𝑢 𝒙𝑣]𝑊𝒑 (2.17) 

上式はワインガルテンの公式と呼ばれる。 

2.2.2 計量と径数付け 

まず、接ベクトル𝒗のノルムについて考える。𝒑 ∈ 𝑆における接空間𝑇𝒑𝑆での内積は(2.4)で与え
られるので、接ベクトル𝒗の二乗ノルムは次のように得られる。 

 ‖𝒗‖2 = I(𝒗, 𝒗) (2.18) 

ここで、𝒗に対応するパラメータ空間のベクトル𝒗に̅関して二乗ノルムの最大・最小値を考え
る。‖𝒗‖̅ = 1を制約として、次のラグランジュ関数の停留解を求めればよい。 

 ℒ(𝒗,̅ 𝜆) = 𝒗𝑇̅ I𝒗̅ + 𝜆(1 − 𝒗𝑇̅ 𝒗)̅ (2.19) 

𝒗に̅関する停留条件から 

 
ℒ𝒗̅̅̅̅(𝒗,̅ 𝜆) = 2I𝒗̅ − 2𝜆𝒗̅ = 0 
∴ (I − 𝜆𝐼𝑑)𝒗̅ = 0 (2.20) 

これは行列Iの固有値問題である。Iは実対称行列であり固有ベクトルは直交するので、固有ベ
クトルおよび固有値を𝒆𝑖̅，𝜆𝑖(𝑖 = 1,2)とすれば、 

 

〈𝒆1, 𝒆2〉 = 𝒆1̅𝑇 I𝒆2̅ 
= 𝒆1̅𝑇 𝜆2𝒆2̅ 
= 0   (∵ 𝒆1̅ ⊥ 𝒆2̅) 

(2.21) 

よって、固有ベクトルに対応する接空間のベクトル𝒆1，𝒆2も直交することがわかる。(2.19)は
‖𝒗‖̅2 = 1なる制約下での最適化問題に対するラグランジュ関数であるが、‖𝒗‖̅2 = 1はパラメータ
空間で単位円を定める。つまり、この単位円が径数付け𝒙のヤコビアン𝐽によって接空間上で𝒆1，
𝒆2が定める楕円に写ることがわかる。この𝒆1，𝒆2が定める楕円を Anisotropic ellipse と呼ぶ。𝒆𝑖
のノルムがこの楕円の半径に対応し、行列Iの固有値の平方根√𝜆𝑖(=ヤコビアン𝐽の特異値𝜎𝑖)と
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なる。 
次に、行列Iと径数付け𝒙の関係を考える。行列Iは径数付け𝒙を具体的に定めることにより定ま

る行列であるので、同じ計量に対しても座標系の取り方によって行列そのものはさまざまな値
をもつ。そこで、特別な性質をもつ径数付けと行列Iの関係を考える。まず、パラメータ空間の
2 ベクトル𝒗1̅，𝒗2̅と対応する接空間の 2 ベクトル𝒗1，𝒗2を考える。両空間での 2 ベクトルの角度
を𝜃，̅𝜃とし、𝜃 ̅ = 𝜃となる場合を考える。このとき以下が成り立てばよい。 

 cos(𝜃)̅ = 𝒗1̅𝑇 𝒗2̅√𝒗1̅𝑇 𝒗1̅√𝒗2̅𝑇 𝒗2̅
= 𝒗1̅𝑇 I𝒗2̅√𝒗1̅𝑇 I𝒗1̅√𝒗2̅𝑇 I𝒗2̅

= cos(𝜃) (2.22) 

よって、∃𝜂 ∈ ℝ, I = 𝜂𝐼𝑑である。これは、Iの特異値𝜎1，𝜎2に関して𝜎1 = 𝜎2が成り立つことと
同値である。つまり、𝜎1 = 𝜎2を満たす径数付けの下では 2 ベクトルの角度が保存されることが
わかる。この角度が保存される性質を等角性と呼ぶ。次に、2 ベクトルが張る四辺形の面積𝐴，̅
𝐴を考え、𝐴̅ = 𝐴となる場合を考える。 

 

𝐴̅ = √𝒗1̅𝑇 𝒗1̅√𝒗2̅𝑇 𝒗2̅ sin(𝜃)̅ 
= √(𝒗1̅𝑇 𝒗1̅)(𝒗2̅𝑇 𝒗2̅) − (𝒗1̅𝑇 𝒗2̅)2 

 𝐴 = √𝒗1̅𝑇 I𝒗1̅√𝒗2̅𝑇 I𝒗2̅ sin(𝜃) 
= √(𝒗1̅𝑇 I𝒗1̅)(𝒗2̅𝑇 I𝒗2̅) − (𝒗1̅𝑇 I𝒗2̅)2 

(2.23) 

𝒆1̅ = (𝜉1, 𝜂1)，𝒆2̅ = (𝜉2, 𝜂2)として、𝐴̅ = 𝐴を整理すると、 
 

(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝜉12𝜂22 − 2(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝜉1𝜉2𝜂1𝜂2 + (𝐸𝐺 − 𝐹2)𝜉22𝜂12
= 𝜉12𝜂22 − 2𝜉1𝜉2𝜂1𝜂2 + 𝜉22𝜂12 (2.24) 

よって、𝐸𝐺 − 𝐹2 = 1 ⇔ det(I) = 1である。つまり、det(I) = 1を満たす径数付けの下では、2
ベクトルが張る四辺形の面積が保存されることがわかる。この面積が保存される性質を等積性
と呼ぶ。最後に、ベクトルノルムが等しくなる場合を考えると、 

 ‖𝒗1̅‖2 = 𝒗1̅𝑇 𝒗1̅ = 𝒗1̅𝑇 I𝒗1̅ = ‖𝒗1‖2 (2.25) 

よって、I = 𝐼𝑑である。これは、Iの特異値𝜎1, 𝜎2に関して𝜎1 = 𝜎2 = 1が成り立つことと同値で
ある。つまり、𝜎1 = 𝜎2 = 1を満たす径数付けの下ではベクトルノルムが保存されることがわか
る。この⻑さが保存される性質を等⻑性と呼ぶ。以上の 3 性質と Anisotropic ellipse の性質をま
とめると以下のようになる。 
 等角性 :⇔ ∃𝑓: 𝑆 → ℝ, I = 𝑓𝐼𝑑 ⇔ 𝜎1 = 𝜎2 ⇔ 𝐴𝑛 𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑐 𝑒𝑙𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒 
 等積性 :⇔ det(I) = 1 ⇔ 𝜎1𝜎2 = 1 
 等⻑性 :⇔  I = 𝐼𝑑 ⇔ 𝜎1 = 𝜎2 = 1 ⇔ 𝐴𝑛 𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑐 𝑒𝑙𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑖𝑡 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒 

このような性質をもつ径数付けが常に存在するとは限らないが、存在するとき性質の良い径
数付けを与えることが多く有効である。 

2.2.3 主曲率 

定義 2-5 において、𝒑 ∈ 𝑆における𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆方向の法曲率を定義した。ここで、𝒑 ∈ 𝑆における



18 第 2 章 研究背景 

 

法曲率の𝒗に関する最大・最小値を考える。定義 2-5 の法ベクトルの最大・最小解は次のラグラ
ンジュ関数の停留解である。 

 ℒ(𝒗,̅ 𝜆) = 𝒗T̅II𝒗̅ + 𝜆(1 − 𝒗T̅I𝒗)̅ (2.26) 

ここでは、‖𝒗‖ = 1の制約下で𝒗T̅II𝒗の̅最大最小問題を考えた。𝒗に̅関する停留条件から 

 
ℒ𝒗̅̅̅̅(𝒗,̅ 𝜆) = 2II𝒗̅ − 2𝜆I𝒗̅ = 0 
∴ (I−1II − 𝜆𝐼𝑑)𝒗̅ = 0 (2.27) 

これは行列I−1IIの固有値問題である。固有ベクトルおよび固有値を𝒆𝑖̅，𝜆𝑖(𝑖 = 1,2)とし、(2.27)
の両辺に𝒆𝑖̅𝑇 を掛けℒ𝜆 = 0を適用すれば、 

 𝒆𝑖̅TII𝒆𝑖̅ = 𝜆𝑖 (2.28) 

つまり、固有ベクトルに対応する法曲率は次のように得られる。 

 𝜅𝑖 = 𝒆𝑖̅TII𝒆𝑖̅𝒆𝑖̅TI𝒆𝑖̅ = 𝜆𝑖 (2.29) 

したがって、𝒑 ∈ 𝑆での法曲率の最大・最小値はI−1IIの固有値に対応し、その方向は固有ベク
トルに対応する。この法曲率の最大・最小値を主曲率、対応する方向を主曲率方向と定義する。
また、主曲率・主曲率ベクトルを固有値・固有ベクトルとして与える行列I−1IIを特に型作用素S
として次のように定義する。 

定義 2-6 型作用素   

S ≔ I−1II 
Sの固有方程式が重解をもつ場合、𝜅1 = 𝜅2であり法曲率𝜅𝑛,𝒑は定値となる。このような点は臍

点と呼ばれ、その点では特定の主曲率方向が存在せず全方向に均等に曲面が曲がっている。𝜅1 ≠
𝜅2である点において接空間での主曲率ベクトル𝒆𝑖を考えると、2 つの主曲率ベクトルの内積は以
下のようになる。 

 〈𝒆1, 𝒆2〉 = 𝒆1̅TI𝒆2̅ (2.30) 

ここで(2.27)に主曲率ベクトル𝒆𝑖̅および主曲率𝜅𝑖を代入して次のように変形する。 

 {𝒆2̅𝑇 II𝒆1̅ = 𝜅1𝒆2̅𝑇 I𝒆1̅𝒆1̅𝑇 II𝒆2̅ = 𝜅2𝒆1̅𝑇 I𝒆2̅ (2.31) 

I, IIの対称性から、𝜅1 ≠ 𝜅2であれば 

 𝒆1̅𝑇 I𝒆2̅ = 0 (2.32) 

(2.30)，(2.32)から主曲率ベクトル𝒆1，𝒆2の内積が 0 であることがわかり、2 つの主曲率ベクト
ルは接空間上で常に直交していることがわかる。また、𝒆𝑖 ∈ 𝑇𝒑𝑆であり𝒆𝑖 ⊥ 𝒏であるので、𝒆1，
𝒆2，𝒏は𝔼3の正規直交な 3 ベクトルである。ここで、この 3 ベクトル𝒆1，𝒆2，𝒏を固有ベクトル
とし、𝜅1，𝜅2，0を固有値とする 3×3 対称行列を曲率テンソルCとして次のように定義する。 
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定義 2-7 曲率テンソル   
P = [𝒆1 𝒆2 𝒏],   D = diag(𝜅1, 𝜅2, 0),   C ≔ PDP−1 

型作用素Sはパラメータ空間の主曲率ベクトルを与え、曲率テンソルCは接空間での主曲率ベ
クトルを与える。最後に、主曲率に関連する重要な曲率としてガウス曲率𝐾および平均曲率𝐻の
定義を示す。 

定義 2-8 ガウス曲率・平均曲率   

𝐾 ≔ 𝜅1𝜅2,   𝐻 ≔ 𝜅1 + 𝜅22  

2.2.4 座標系 

本項では、曲面上の座標系について整理する。曲面とは写像𝒙が定める曲面片の和集合として
定められる空間(本節では𝔼3)内の集合であった。このとき各写像𝒙は自身が定める曲面片上に座
標系(𝑢, 𝑣)を定める。同じ曲面片に対しても座標変換により複数の座標系を定めることができる
ことは明らかであろう。本項では、このように曲面片上で複数定まる座標系の中で、特別な性質
を満たす座標系について整理する。 

2.2.4.1 曲率線座標系 

本項では、曲面上の重要な座標系の 1 つである曲率線座標系について整理する。曲面𝑆が(𝑢, 𝑣)
を座標系とするℝ2内の領域Ωで定義された関数𝒙(𝑢, 𝑣)により径数付けられているとき、この座標
系が曲率線座標系であることは次のように定義される。 

定義 2-9 曲面𝑆の座標系(𝑢, 𝑣)とその埋め込み写像を𝒙とする。このとき、臍点を除くすべての
点𝒑 ∈ 𝑆で接ベクトル𝒙𝑢および𝒙𝑣が主曲率方向に一致するとき、座標系(𝑢, 𝑣)を曲率線座標系と
いう。 

曲率線座標系は以下のように特徴付けられる。 

命題 2-1 曲面𝑆の座標系(𝑢, 𝑣)に関して、臍点の集合を𝑈として 

曲率線座標系(𝑢, 𝑣)  ⟺ ∀𝒑 ∈ 𝑆 ∖ 𝑈, 𝐹 = 𝑀 = 0 
[証明] まず、⇒を示す。(𝑢, 𝑣)が曲率線座標系なので、定義 2-9 より、臍点を除くすべての点

𝒑 ∈ 𝑆で𝒙𝑢および𝒙𝑣が主曲率方向に一致する。主曲率方向は、𝒑での型作用素S𝒑の固有ベクトル
として得られ、主曲率方向が𝒙𝑢および𝒙𝑣に一致するときS𝒑の固有ベクトルは(1,0)，(0,1)となる
ので、それぞれの固有値を𝜆1，𝜆2とすれば、S𝒑の固有値分解を考えることで、 

 S𝒑 = [1 00 1] [𝜆1 00 𝜆2] [1 00 1] = [𝜆1 00 𝜆2] (2.33) 

また、型作用素S𝒑は曲面の第一基本形式および第二基本形式により、 
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 S𝒑 = −I−1II = −1𝐸𝐺 − 𝐹2 [ 𝐺 −𝐹−𝐹 𝐸 ] [ 𝐿 𝑀𝑀 𝑁 ] (2.34) 

両式を比較すると次の関係が得られる。 

 
𝐹𝑀 − 𝐺𝐿𝐸𝐺 − 𝐹2 = 𝜆1 ,   𝐹𝑀 − 𝐸𝑁𝐸𝐺 − 𝐹2 = 𝜆2,   𝐺𝑀 − 𝐹𝑁 = 0,   𝐸𝑀 − 𝐹𝐿 = 0 (2.35) 

上式が臍点を除くすべての点𝒑で成り立つので次が成り立つ。 

 𝐹 = 𝑀 = 0 (2.36) 

次に、⇐を示す。臍点を除くすべての点𝒑 ∈ 𝑆において𝐹 = 𝑀 = 0なので、型作用素S𝒑は以下
のように得られる。 

 S𝒑 = −I−1II = −1𝐸𝐺[𝐺 00 𝐸] [𝐿 00 𝑁] = −1𝐸𝐺 [𝐺𝐿 00 𝐸𝑁] (2.37) 

上式から、S𝒑の固有ベクトルは(1,0)，(0,1)となり、𝔼3における主曲率方向は𝒙𝑢および𝒙𝑣に一致
する。以上で、曲率線座標系が𝐹 = 𝑀 = 0により特徴付けられることが示された。□ 

2.2.4.2 共役座標系 

本項では、第 4 章において特に重要な役割を果たす共役座標系について整理する。まず、曲面
上の 2 つの接ベクトル間の関係として定義される共役関係について示す。曲面𝑆上の点𝒑におけ
る接ベクトル𝒗，𝒘が共役であることは次のように定義される。 

定義 2-10 曲面𝑆の𝒑 ∈ 𝑆における接ベクトル𝒗，𝒘が次を満たすとき𝒗，𝒘は共役であるという。
⟨𝑑𝒏𝒑(𝒗),𝒘⟩ = ⟨𝒗, 𝑑𝒏𝒑(𝒘)⟩ = 0 

2.2.1 項で示したように、ガウス写像𝒏の微分𝑑𝒏は𝑇𝒑𝑆と𝑇𝒏(𝒑)𝑆2を 1 対 1 対応させる線形写像
であり、𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆に対する法ベクトル𝒏の変化ベクトルを対応させる。つまり、共役な 2 ベクト
ルとは、一方の方向に対する法ベクトルの変化ベクトルがもう一方の方向の成分をもたないこ
とを意味する。この共役条件に関して次が成り立つ。 

命題 2-2 
 ⟨𝑑𝒏𝒑(𝒗),𝒘⟩ = ⟨𝒗, 𝒅𝒏𝒑(𝒘)⟩ = 0 ⟺ II𝒑(𝒗,𝒘) = 0  

[証明] まず、⇒を示す。曲面𝑆が𝒙(𝑢, 𝑣)により径数付けられているとする。このとき、𝒗 =
𝜉1𝒙𝑢 + 𝜂1𝒙𝑣，𝒘 = 𝜉2𝒙𝑢 + 𝜂2𝒙𝑣とすると、 

 𝑑𝒏𝒑(𝒗) = 𝜉1𝒏𝑢 + 𝜂1𝒏𝑣 (2.38) 

ワインガルデンの公式(2.17)から、𝒏𝑢，𝒏𝑣と𝒙𝑢，𝒙𝑣との関係が次のように得られる。 

 [𝒏𝑢 𝒏𝑣] = −[𝒙𝑢 𝒙𝑣]I−1II (2.39) 

(2.38)，(2.39)を用いることで共役条件の定義式は次のように変形できる。 
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⟨𝑑𝒏𝑝(𝒗),𝒘⟩ = 𝑑𝒏𝑝(𝒗)𝑇 𝒘 
= −[𝜉1 𝜂1]II𝒑 I𝒑−1 [𝒙𝑢𝑇𝒙𝑣𝑇 ] [𝒙𝑢 𝒙𝑣] [𝜉2𝜂2] 
= −[𝜉1 𝜂1]II𝒑 [𝜉2𝜂2] 
= −𝒗𝑇̅ II𝒑𝒘̅̅̅̅̅ = 0 

(2.40) 

以上で、II𝒑(𝒗,𝒘) = 0が示せた。 
次に、⇐を示す。接空間とパラメータ空間の 1 対 1 対応の関係から、擬逆行列により𝒘̅̅̅̅̅ =

(𝐽𝑇 𝐽)−1𝐽𝑇 𝒘となるので、与式は次のように変形できる。 

 

𝒗𝑇̅ II𝒑𝒘̅̅̅̅̅ = 𝒗𝑇̅ II𝒑(𝐽𝑇 𝐽)−1𝐽𝑇 𝒘 
= 𝒗𝑇̅ II𝒑I𝒑−1𝐽𝑇 𝒘 
= 𝒗𝑇̅ II𝒑I𝒑−1 [𝒙𝑢𝑇𝒙𝑣𝑇 ]𝒘 
= −[𝜉1 𝜂1] [𝒏𝑢𝑇𝒏𝑣𝑇 ] 𝒘 
= −𝑑𝒏𝑝(𝒗)𝑇 𝒘 = 0 

(2.41) 

以上より、⟨𝑑𝒏𝑝(𝒗),𝒘⟩ = 0が示せた。よって、共役条件がII𝒑(𝒗,𝒘) = 0により特徴付けられる
ことが示せた。□ 

さらに、命題 2-2 の条件に関して次の命題が成り立つ。 

命題 2-3 
 II𝒑(𝒗,𝒘) = 0 ⟺ 𝜅1,𝒑⟨𝒗, 𝒆1,𝒑⟩⟨𝒘, 𝒆1,𝒑⟩ + 𝜅2⟨𝒗, 𝒆2,𝒑⟩⟨𝒘, 𝒆2,𝒑⟩ = 0  

ここで、𝜅𝑖,𝒑および𝒆𝑖,𝒑は、𝒑 ∈ 𝑆における主曲率および主曲率方向の単位接ベクトルである。
以下の証明では、𝒑に関する添え字を省略して表記する。 

[証明] まず、⇒を示す。主曲率方向の接ベクトルを基底として 2 つの接ベクトル𝒗，𝒘を次の
ように表す。 

 𝒗 = 𝜉1𝒆1 + 𝜉2𝒆2,   𝒘 = 𝜂1𝒆1 + 𝜂2𝒆2 (2.42) 

共役条件と接空間とパラメータ空間の 1 対 1 対応の関係から、 

 

II(𝒗,𝒘) = 𝒗𝑇̅ II𝒘̅̅̅̅̅ 
= 𝒗𝑇 𝐽(𝐽𝑇 𝐽)−1II(𝐽𝑇 𝐽)−1𝐽𝑇 𝒘 
= 𝒗𝑇 𝐽I−1II I−1𝐽𝑇 𝒘 
= −𝒗𝑇 𝐽 S I−1𝐽𝑇 𝒘 
= −𝜉1𝜂1𝒆1𝑇 𝐽 S𝒆1̅ − 𝜉2𝜂1𝒆2𝑇 𝐽 S𝒆1̅ − 𝜉1𝜂2𝒆1𝑇 𝐽 S𝒆2̅ − 𝜉2𝜂2𝒆2𝑇 𝐽 S𝒆2̅ 
= −𝜉1𝜂1𝒆1𝑇 𝐽𝜅1𝒆1̅ − 𝜉2𝜂1𝒆2𝑇 𝐽𝜅1𝒆1̅ − 𝜉1𝜂2𝒆1𝑇 𝐽𝜅2𝒆2̅ − 𝜉2𝜂2𝒆2𝑇 𝐽𝜅2𝒆2̅ 
= −𝜉1𝜂1𝜅1𝒆1𝑇 𝒆1 − 𝜉2𝜂1𝜅1𝒆2𝑇 𝒆1 − 𝜉1𝜂2𝜅2𝒆1𝑇 𝒆2 − 𝜉2𝜂2𝜅2𝒆2𝑇 𝒆2 
= −𝜅1〈𝒗, 𝒆1〉〈𝒘, 𝒆1〉 − 𝜅2〈𝒗, 𝒆2〉〈𝒘, 𝒆2〉 = 0 

(2.43) 
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上式の展開において(2.42)、型作用素Sと主曲率ベクトルの関係、主曲率ベクトルの直交性を用
いた。以上で⇒が示せた。⇐は(2.42)の形式で 2 つの接ベクトルを表したうえで、(2.43)の逆をた
どればよいので省略する。以上で命題 2-3 が示せ、共役条件はこの条件によっても特徴付けられ
ることが示された。命題 2-2 による特徴付けがパラメータ空間での条件を与え、命題 2-3 による
特徴付けが埋め込み区間での条件を与えることは明らかであろう。□ 

最後に自己共役方向に関する次の命題を示す。 

命題 2-4 ∀𝒑 ∈ {𝒒 ∈ 𝑆|𝐾(𝒒) < 0}, ∃𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆, II(𝒗, 𝒗) = 0  

ここで、𝐾(𝒒)は𝒒 ∈ 𝑆におけるガウス曲率を表す。 

[証明] ガウス曲率が負となる任意の点𝒑を考える。このとき、法曲率が 0 となる方向(i.e. 漸近
方向)が存在する。この漸近方向を𝒗として、𝒗と第一主曲率方向がなす角を𝜃とすればオイラーの
公式から次が得られる。 

 𝜅1 cos2 𝜃 + 𝜅2 sin2 𝜃 = 0 (2.44) 

漸近方向𝒗に共役な方向𝒘を考えると、命題 2-3 の共役条件から次が得られる。 

 𝜅1 cos 𝜃 cos 𝜙 + 𝜅2 sin 𝜃 sin 𝜙 = 0 (2.45) 

ここで、𝜙は𝒘が第一主曲率方向となす角である。(2.48)，(2.49)をまとめて整理すると次が得
られる。 

 
sin(𝜃 − 𝜙) = 0 

∴ 𝜃 = 𝜙 + 𝑛𝜋   (𝑛 ∈ ℤ) (2.46) 

これは、𝒗 ∥ 𝒘を意味する。𝒘 = 𝛼𝒗とすれば𝒗と𝒘の共役性から次が得られる。 

 
II(𝒗,𝒘) = 𝛼II(𝒗, 𝒗) 

∴ II(𝒗, 𝒗) = 0 (2.47) 

よって、漸近方向𝒗は自身と共役な関係にある方向(≔自己共役方向)である。□ 
次に、共役座標系について整理する。曲面𝑆が(𝑢, 𝑣)を座標系とするℝ2内の領域Ωで定義された

関数𝒙(𝑢, 𝑣)により径数付けられているとき、この座標系が共役座標系であることは次のように定
義される。 

定義 2-11 曲面𝑆の座標系(𝑢, 𝑣)とその埋め込み写像を𝒙とする。このとき、すべての点𝒑 ∈ 𝑆で
接ベクトル𝒙𝑢および𝒙𝑣が共役であるとき、座標系(𝑢, 𝑣)を共役座標系という。 

共役座標系は以下のように特徴付けられる。 

命題 2-5 曲面𝑆の座標系(𝑢, 𝑣)に関して、 

共役座標系(𝑢, 𝑣)  ⟺ ∀𝒑 ∈ 𝑆, 𝑀 = 0 
[証明] まず、⇒を示す。(𝑢, 𝑣)が共役座標系なので、定義 2-11 より、すべての点𝒑 ∈ 𝑆で𝒙𝑢と

𝒙𝑣が共役である。このとき、命題 2-2 より𝒙̅̅̅̅𝑢 = (1,0)および𝒙̅̅̅̅𝑣 = (0,1)に対して次が成り立つ。 
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[1 0] [ 𝐿 𝑀𝑀 𝑁 ][01] = 0 

∴ 𝑀 = 0 
(2.48) 

以上で⇒が示された。逆に⇐を示すと、すべての点𝒑 ∈ 𝑆で𝑀 = 0が成り立つので、𝒙̅̅̅̅𝑢 = (1,0)
および𝒙̅̅̅̅𝑣 = (0,1)に対して次が成り立つ。 

 [1 0] [𝐿 00 𝑁] [01] = 0 (2.49) 

よって、すべての点𝒑 ∈ 𝑆で𝒙𝑢と𝒙𝑣は共役条件を満たすので、𝑀 = 0を満たす座標系(𝑢, 𝑣)は共
役座標系となる。この結果から明らかであるが、曲率線座標系は共役座標系の 1 つであり、直交
性を満たす(𝐹 = 0)共役座標系である。□ 

2.2.5 曲面上の方向場 

本項では、滑らかな曲面上の方向場に関して [18]で述べられている事項について整理する。本
項で整理する事項は、第 4 章で扱う曲面上の共役場を考えるうえで基本となる。 

曲面𝑆上の点𝒑に単位接ベクトル𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆を対応させることで、𝒑 ∈ 𝑆における𝑆上の方向を定
義することができる。特に、2𝜋/𝑁回転に対して対称性をもつ方向が N-RoSy 方向として次のよ
うに定義される。 

定義 2-12 曲面𝑆上の点𝒑に接ベクトルの集合𝑑を 

𝑑 = {𝒗𝑘 = 𝑅𝑜𝑡𝒏 (𝒗0, 𝑘 2𝜋𝑁 ) ∣𝒗0 ∈ 𝑇𝒑𝑆, ‖𝒗0‖ = 1, 𝑘 ∈ ℤ} 
により定めるとき、この集合𝑑を𝒑 ∈ 𝑆における N-RoSy 方向という。ここで、𝑅𝑜𝑡𝒏(𝒗, 𝜃)は𝒑 ∈ 𝑆
における法ベクトル𝒏まわりの接ベクトル𝒗の𝜃回転を表す。 

N-RoSy 方向𝑑は接空間内での2𝜋/𝑁回転に対して不変な方向である。𝑆上のすべての点𝒑に対し
て N-RoSy 方向を対応させることにより、𝑆上の N-RoSy 方向場が次のように定義される。 

定義 2-13 曲面𝑆上の点𝒑における N-RoSy 方向を𝑑(𝒑)としたとき、 

𝒟𝑁 = {𝑑(𝒑)|𝒑 ∈ 𝑆} 
により定まる𝑆上の N-RoSy 方向の集合を𝑆上の N-RoSy 方向場という。 

𝑁 = 2が𝑆上の線場を、𝑁 = 4が𝑆上の交差場を表すことは明らかであろう。このようにして定
義される𝑆上の方向場𝒟𝑁のある曲線に沿った変化を考える。𝑷 ，𝑸 ∈ 𝑆を端点とする𝑆上の曲線
𝛾を考え、𝛾の弧⻑パラメータを𝑠とする。𝛾上のダルブー標構を(𝒕𝛾, 𝒃𝛾, 𝒏)とすれば、𝛾の曲率ベク
トルが次のように分解される。 

 𝜕2𝛾𝜕𝑠2 = 𝜕𝒕𝜕𝑠 = 𝜅𝛾,𝑔𝒃𝛾 + 𝜅𝛾,𝑛𝒏,   𝜅𝛾,𝑔 = ⟨𝜕𝒕𝜕𝑠 , 𝒃𝛾⟩,   𝜅𝛾,𝑛 = ⟨𝜕𝒕𝜕𝑠 , 𝒏⟩ (2.50) 

これは(2.10)に等しい。次に、𝛾に沿った𝑑(𝒑) = {𝒗𝑘}の𝑠による微分を求め、(2.50)と同様に分
解すると次のようになる。 
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𝜕𝒗𝑘𝜕𝑠 = 𝜅𝑑,𝑔𝒃𝑑 + 𝜅𝑑,𝑛𝒏,   𝜅𝑑,𝑔 = ⟨𝜕𝒗𝑘𝜕𝑠 , 𝒃𝑑⟩,   𝜅𝑑,𝑛 = ⟨𝜕𝒗𝑘𝜕𝑠 , 𝒏⟩ (2.51) 

ここで、𝒃𝑑 = 𝒏 × 𝒗𝑘であり(𝒗𝑘, 𝒃𝑑, 𝒏)は方向場に沿った曲線のダルブー標構に対応している。
𝜅𝛾,𝑔は曲線接ベクトルの接空間上の変化を与え、𝜅𝑑,𝑔は方向場の曲線に沿った接空間上の変化を
与える。つまり、微小⻑さ𝑑𝑠に対して方向場の𝛾に沿った微小回転角𝑑𝜃の関係が次のように得ら
れる。 

 𝑑𝜃 = (𝜅𝑑,𝑔 − 𝜅𝛾,𝑔)𝑑𝑠 (2.52) 

𝒑 ∈ 𝛾での𝛾の接ベクトル𝒕𝛾に対するベクトル𝒗𝑘の角度を𝜃(𝒑)とすれば、曲線端点での角度の関
係が次のように得られる。 

 𝜃(𝑸) = 𝜃(𝑷 ) + ∫(𝜅𝑑,𝑔 − 𝜅𝛾,𝑔)𝑑𝑠
𝛾

 (2.53) 

𝛾が閉曲線であるとき𝑷 = 𝑸であり𝜃(𝑸) = 𝜃(𝑷 )となるが、方向場𝑑(𝒑) = {𝒗𝑘}の回転対称性を
考慮すると、1/𝑁の整数倍数として𝑡𝑢𝑟𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟が次のように定義される。 

 𝑇𝑑(𝛾) ≔ 12𝜋 ∮(𝜅𝑑,𝑔 − 𝜅𝛾,𝑔)𝑑𝑠
𝛾

 (2.54) 

次に、𝑆上の方向場𝒟𝑁の特異点を考える。まず、ℝ2上の一般のベクトル場𝒗(𝑥, 𝑦)を考えると
𝒑 ∈ ℝ2で特異点指数が次のように定義される。 

 𝐼(𝒑) ≔ 12𝜋 ∮ 𝑑𝜃
𝜕Ω(𝒑)

 (2.55) 

ここで、Ω(𝒑)は𝒑の適当な(他の特異点を含まない)近傍、𝜕Ω(𝒑)はその境界、𝜃はある基準軸に
対するベクトルの角度である。𝐼(𝒑)は整数値であり𝐼(𝒑) ≠ 0のときベクトル場の特異点となる。
回転対称性のある方向場{𝒗𝑘}の場合、𝐼(𝒑)は1/𝑁の整数倍数となるが、𝐼(𝒑) ≠ 0の点が特異点に
対応することは同様である。ここで、𝑆上の方向場𝒟𝑁を考える。曲面上の方向場を考える場合、
(2.55)で用いたような共通の基準軸を用いることができないが、基準軸として積分経路に沿った
動標構を用いることで方向場の回転量を評価したものが(2.54)で定義した𝑡𝑢𝑟𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟であ
るので、動標構自身が閉曲線の周回によって 1 回転することを考慮して、次の関係が得られる。 

 𝑇𝑑(𝜕Ω(𝒑)) = 𝐼𝑑(𝒑) − 1 (2.56) 

この関係から、曲面上の方向場に対して特異点指数が次のように定義できる。 

 𝐼𝑑(𝒑) ≔ 𝑇𝑑(𝜕Ω(𝒑)) + 1 (2.57) 

このように定義される特異点指数を用いることで曲面上の N-RoSy 場の特異点を判別するこ
とができる。 
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2.3 離散曲面の微分幾何学 

本項では、離散曲面を対象とする微分幾何学に関する基本的な事項を主に [17] [19] [20]などを
参照して整理する。本項では、離散曲面として三角形メッシュを前提とし、2.2 節と同様に三角
形メッシュは𝔼3に埋め込まれているとする。 

2.3.1 三角形メッシュ 

本項では離散曲面として三角形メッシュを前提とする。三角形メッシュ𝑀 はグラフ構造
(𝒱, ℰ, ℱ)と頂点の埋め込み座標𝒫により表現される。頂点の集合𝒱、エッジの集合ℰ、フェースの
集合ℱをそれぞれ以下のように表記する。 

 

𝒱 = {𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑉 } 
ℰ = {𝑒1, 𝑒2,… , 𝑒𝐸},   𝑒𝑖 ∈ 𝒱 × 𝒱 

ℱ = {𝑓1, 𝑓2,… , 𝑓𝐹 },   𝑓𝑖 ∈ 𝒱 × 𝒱 × 𝒱 
(2.58) 

グラフ構造の頂点は幾何学的な情報をもたないので(2.58)中の𝒱は単なる添え字集合に過ぎず、
エッジやフェースも添え字の順序対に過ぎない。各頂点に対応する𝔼3上の埋め込み点の集合𝒫を
次のように表記する。 

 𝒫 = {𝒑1, 𝒑2, … , 𝒑𝑉 },   𝒑𝑖 ≔ 𝒑(𝑣𝑖) = ⎣⎢
⎡𝑥(𝑣𝑖)𝑦(𝑣𝑖)𝑧(𝑣𝑖)⎦⎥

⎤ ∈ 𝔼3 (2.59) 

(2.59)のように頂点に対応する𝔼3上の点を定めることによりメッシュは幾何学的な意味をも
つ。このグラフの𝔼3への埋め込みによって、各エッジは𝔼3上の線分に対応し、各フェースは𝔼3上
の三角形に対応する。以後の議論では、グラフの埋め込みで得られる𝔼3上の点・線分・三角形も
特に区別せず頂点・エッジ・フェースと呼称する。 

グラフの埋め込みは各頂点に𝔼3上の点を対応させることによって定義されるが、埋め込みで
得られるメッシュはすべての三角形フェースが各々の 3 頂点により線形補間された連続な曲面
として考える。𝑓 = (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐹に対応する三角形𝑇 = (𝒑𝑖, 𝒑𝑗, 𝒑𝑘)内の点𝒑は次のように表される。 

 
𝒑 = 𝛼𝒑𝑖 + 𝛽𝒑𝑗 + 𝛾𝒑𝑘 𝑠. 𝑡.  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1,   𝛼, 𝛽, 𝛾 ≥ 0 (2.60) 

この時の座標(𝛼, 𝛽, 𝛾)を三角形𝑇 上の重心座標と呼ぶ。メッシュ上のすべての三角形フェース
はこの座標系を自然にもつ。同じ構造をもつメッシュ𝑀，𝑀′に対して区分線形写像𝑓:𝑀 → 𝑀′
を次のように定めることができる。 

 𝛼𝒑𝑖 + 𝛽𝒑𝑗 + 𝛾𝒑𝑘 → 𝛼𝒑′𝑖 + 𝛽𝒑′𝑗 + 𝛾𝒑′𝑘 (2.61) 

この写像は、𝑀上の𝑓 ∈ 𝐹に対応する三角形𝑇上で重心座標が(𝛼, 𝛽, 𝛾)である点を、𝑀′上の𝑓′ =
𝑓に対応する三角形𝑇′上で重心座標が(𝛼, 𝛽, 𝛾)となる点に対応させる写像である。 
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2.3.2 メッシュの基本的な幾何量 

メッシュ𝑀 = (𝒱, ℰ,ℱ)を考える。𝑓 ∈ 𝐹に対応する𝔼3上の三角形𝑇の 3 頂点を𝒑𝑖, 𝒑𝑗, 𝒑𝑘とする
と、𝑇上でメッシュ法ベクトルが次のように定義される。 

定義 2-14 フェース法ベクトル   

𝒏(𝑇 ) ≔ (𝒑𝑗 − 𝒑𝑖) × (𝒑𝑘 − 𝒑𝑖)∥(𝒑𝑗 − 𝒑𝑖) × (𝒑𝑘 − 𝒑𝑖)∥ 
これは𝑇 が定める平面の単位法ベクトルに他ならない。次に、頂点𝑣 ∈ 𝒱に対応する点𝒑𝑣での

メッシュ法ベクトルが近傍フェースの法ベクトルの重み付き平均により次のように定義される。 

定義 2-15 頂点法ベクトル   

𝒏(𝑣) ≔ ∑ 𝛼𝑇 𝒏(𝑇)𝑇∈𝒩1(𝑣)∥∑ 𝛼𝑇 𝒏(𝑇)𝑇∈𝒩1(𝑣) ∥ 
ここで𝒩1(𝑣)は頂点𝑣の 1-Ring 近傍を表す(図 2-1)。𝛼𝑇 は近傍内の法ベクトルを平均化する際

に用いる重み径数でありさまざまな定義が存在するが、中心点𝒑𝑣まわりの三角形の内角𝜃𝑇 を𝛼𝑇
として用いる定義(AWPN)が最も有効であるとされている。本研究でも AWPN による法ベクト
ルを用いる。 

次に、メッシュの曲率に関する定義を整理する。メッシュの曲率に関してもさまざまな定義が
存在するが、ここでは離散曲率テンソルに基づく定義 [21]を整理する。滑らかな曲面に関して、
接空間上の主曲率ベクトルを固有ベクトルとする行列が曲率テンソルC (定義 2-7)として定義さ
れた。メッシュ上で同様の行列を定義することを考える。エッジ𝑒 ∈ ℰに対応する𝔼3上の線分を
表すベクトルを𝒆とすると、𝒆上の点で線分の方向に曲面は平坦であり、𝒆に直交する方向に隣接
するフェースの二面角で曲面は曲がっている。ここで、二面角を𝛽として線分𝒆に対して行列Cを
次のように定義する(図 2-2(a))。 

定義 2-16 離散曲率テンソル(エッジ)   

C(𝒆) ≔ 𝛽𝒆𝒆𝑻
‖𝒆‖2  

   
図 2-1 1-Ring 近傍 

𝒑𝑣 

𝑀  

𝒩1(𝑣) 
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この行列Cに対して次が成り立つ。 

 C(𝒆)𝒆 = 𝛽𝒆,   C(𝒆)𝒆⊥ = 0 (2.62) 

ここで、𝒆⊥は𝒆に直交する任意のベクトルである。つまり、定義 2-16 で定義される行列は、固
有値(𝛽, 0,0)、固有ベクトル(𝒆, 𝒆⊥1, 𝒆⊥2)をもつ行列であり、滑らかな曲面の場合に定義された曲
率テンソルと類似の性質をもつ行列であると考えられる。ただし、非零な固有値𝛽に対応する固
有ベクトル方向に曲面は平坦であり、連続系での曲率テンソルの主曲率・固有ベクトルの関係と
逆の関係になることに注意が必要である。この行列Cを頂点𝑣の埋め込み点𝒑の近傍で平均化する
ことで頂点𝑣の曲率テンソルが次のように定義される。 

定義 2-17 離散曲率テンソル(頂点)   

C(𝑣) ≔ 1𝐴(𝑅(𝑣))∑‖𝒆 ∩ 𝑅(𝑣)‖C(𝒆)
𝑒∈ℰ

 
ここで、𝑅(𝑣)は𝒑を中心とし適当な半径をもつメッシュ上の近傍、𝐴(∙)は領域の面積を表す(図

2-2(b))。このように定義される曲率テンソルは、連続系での曲率テンソルと同様に、一般に 1 つ
の零固有値と 2 つの非零固有値をもち、零固有値に対応する固有ベクトルが法ベクトルに対応
する。この法ベクトルは AWPN による法ベクトル(定義 2-15)に一般に一致しないため、曲率テ
ンソルにより定まる主曲率ベクトルを用いる場合は、矛盾を防ぐために曲率テンソルから定ま
る法ベクトルを頂点の法ベクトルとして採用することが多い。また、線分で定義される曲率テン
ソルの場合と同様に、固有値・固有ベクトルの関係と主曲率・主曲率ベクトルの関係に入れ替え
が生じていることに注意する。つまり、第一固有ベクトル方向の主曲率は第二固有値に対応して
いる。 

2.3.3 径数付け 

2.2 節で対象とした滑らかな曲面は、曲面片𝑆の和集合で定められる空間内の集合であり、𝑆は
埋め込み写像𝒙:Ω ⊂ ℝ2 → 𝔼3によって定められるのであった。つまり、滑らかな曲面は何らかの
座標系を自然に備えている。これに対して、メッシュ𝑀は𝔼3に埋め込まれた離散曲面であり、滑
らかな曲面のような座標系をあらかじめ備えていない。このように座標系を自然にもたないメ

 
(a)二面角𝛽 

 
(b)近傍𝑅(𝑣) 

図 2-2 離散曲率テンソル 

𝛽 

𝒆 𝑅(𝑣) 
𝒑𝑣 

𝑀  
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ッシュに対して座標系を定めることをメッシュの径数付け(Parameterization)と呼ぶ。メッシュ
の径数付けでは、𝑀と同じ構造をもつℝ2上のメッシュ𝑀̅̅̅̅への写像𝒚:𝑀 ⊂ 𝔼3 → 𝑀̅̅̅̅ ⊂ ℝ2を定める
(図 2-3)。これは連続な曲面の埋め込み写像𝒙に対して逆の写像であり、埋め込み空間上のメッシ
ュからパラメータ空間上のメッシュへの写像である。2.3.1 項で示したように、同じ構造をもつ
2 つのメッシュは区分線形写像により対応させることができるので、写像𝒚を定めるためには𝑀̅̅̅̅
の頂点𝑣𝑖の埋め込み点𝒑̅̅̅̅𝑖 ∈ ℝ2を定めればよい。𝑀と𝑀̅̅̅̅は同じ構造をもつので𝑀の頂点𝒑𝑖 ∈ 𝔼3と
𝑀̅̅̅̅の頂点𝒑̅̅̅̅𝑖 ∈ ℝ2が対応することは明らかであろう。このような写像𝒚の定め方は無数に存在する
ため、𝑀̅̅̅̅に関する条件やアイソパラメータ方向に関する条件を設定することで写像を一意に定
めることが多い。ここでは、写像𝒚に関する基本事項と写像𝒚によって定まる𝑀̅̅̅̅の性質について
整理したのち、具体的な既往手法(LSCM [22]、MIPS [23]、Mixed-Integer-Quadrangulation [24])
について整理する。 

2.3.3.1 位相と写像 

まず、連続系について考える。ここでは曲面𝒮と曲面片𝑆を区別して扱う。曲面片𝑆は位相同型
写像𝒙:Ω ⊂ ℝ2 → 𝑆 ⊂ 𝒮による径数付けをもち、𝑆が正則であるとき𝒙のヤコビアンはフルランク
である。リーマンの定理から、𝑆が円板と位相同型(i.e. Ωも円板と位相同型)であれば共形写像
𝒙:Ω → 𝑆が存在することが知られている [22]。共形写像は次を満たす写像である。 

 𝒙𝑣 = 𝒏 × 𝒙𝑣 (2.63) 

この座標系の下で、パラメータ空間の 2 ベクトル𝒗1̅，𝒗2̅がなす角度𝜃と̅接空間の 2 ベクトル𝒗1，
𝒗2がなす角度𝜃を考えれば次のようになる。 

 cos(𝜃)̅ = 𝒗1̅𝑇 𝒗2̅‖𝒗1̅‖‖𝒗2̅‖,   cos(𝜃) = 𝒗1𝑇 𝒗2‖𝒗1‖‖𝒗2‖ = 𝒗1̅𝑇 I𝒗2̅‖𝐽𝒗1̅‖‖𝐽𝒗2‖ = 𝒗1̅𝑇 𝒗2̅‖𝒗1̅‖‖𝒗2̅‖ (2.64) 

上式で、(2.63)から第一基本量に関して𝐸 = 𝐺，𝐹 = 0を用いた。これは、2.2.2 項で示した等
角写像に他ならず、共形写像とはパラメータ空間と接空間で角度を保存するような写像である。
また、𝒙が共形写像であるときその逆写像𝒙−1も共形写像であることは明らかであろう。 

ここで、メッシュの径数付けについて考える。メッシュの径数付けとは、写像𝒚:𝑀 ⊂ 𝔼3 →
𝑀̅̅̅̅ ⊂ ℝ2を定めることであった。このとき写像𝒚として共形な写像を定めることができれば、𝑀

 

  

 

図 2-3 写像𝒚 

𝑀  𝑀̅̅̅̅  

𝔼3 ℝ2 

𝑢 

𝑣 𝒚 
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と𝑀̅̅̅̅の間で角度を保存することができ歪みの少ない径数付けを定めることができる。すでに示
したように、写像𝒚が共形写像であるためには、𝑀が円板と位相同型である必要があるが、一般
に𝑀はこのような性質を満たさない。そこで、メッシュの径数付けでは、共形写像による径数付
けを定めるために次の手順を採用することが多い。 

1. 𝑀を円板と位相同型な部分メッシュ𝑀𝑖(チャート)に分割 
2. 部分メッシュ𝑀𝑖を径数付け 
𝑀を部分メッシュ𝑀𝑖 (チャート)に分割する方法としてダイクストラツリーを用いる方法(図

2-4)などがあるがここでは深く触れない。本項では、部分メッシュ𝑀𝑖の径数付けについてのみ整
理する。よって、次項以降では𝑀そのものが円板と位相同型であることを前提とする。 

2.3.3.2 区分線形写像の性質 

𝑀上の三角形𝑇上で定義される線形写像𝒚𝑇 を考える。𝑇 = (𝒑𝑖, 𝒑𝑗, 𝒑𝑘)とし、次に定める基底ベ
クトルにより正規直交な局所座標系(𝑋, 𝑌 )を𝑇に定める(図 2-5(a))。 

 𝑿 = 𝒑𝑗 − 𝒑𝑖∥𝒑𝑗 − 𝒑𝑖∥ ,   𝒀 = 𝒏(𝑇 ) × 𝑿 (2.65) 

三角形𝑇は写像𝒚𝑇 により𝑀̅̅̅̅ ⊂ ℝ2上の三角形𝑇̅に写る。𝑇̅の 3 頂点の座標が定まれば𝑇上の点と
𝑇̅上の点を対応させる写像𝒚𝑇 が定まる。そこで、ℝ2の座標系を(𝑢, 𝑣)とし、3 頂点𝒑𝑖，𝒑𝑗，𝒑𝑘の対
応点を𝒖𝑖 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖)，𝒖𝑗 = (𝑢𝑗, 𝑣𝑗)，𝒖𝑘 = (𝑢𝑘, 𝑣𝑘)としたときの写像𝒚𝑇 を考える。𝑇上の点𝒑の局所
座標表示を𝒑̃ = (𝑋, 𝑌 )として(2.65)の基底ベクトルを用いれば、3 頂点𝒑𝑖, 𝒑𝑗, 𝒑𝑘は次のように表
せる。 

 𝒑𝑖 = [𝑿 𝒀 ]𝒑̃𝑖 + 𝒑𝑖,   𝒑𝑗 = [𝑿 𝒀 ]𝒑̃𝑗 + 𝒑𝑖,   𝒑𝑘 = [𝑿 𝒀 ]𝒑̃𝑘 + 𝒑𝑖 (2.66) 

また、𝑇上の点𝒑は重心座標(𝜆𝑖, 𝜆𝑗, 𝜆𝑘)により次のように表せる。 

 𝒑 = 𝜆𝑖𝒑𝑖 + 𝜆𝑗𝒑𝑗 + 𝜆𝑘𝒑𝑘 (2.67) 

(2.66)を代入することで(2.67)は次のように変形される。 

 𝒑 = (𝜆𝑖𝑋𝑖 + 𝜆𝑗𝑋𝑗 + 𝜆𝑘𝑋𝑘)𝑿 + (𝜆𝑖𝑌𝑖 + 𝜆𝑗𝑌𝑗 + 𝜆𝑘𝑌𝑘)𝒀 + 𝒑𝑖 (2.68) 

つまり、𝒑の局所座標𝒑̃ = (𝑋, 𝑌 )は次のように表せる。 

    
図 2-4 ダイクストラツリーによるメッシュの分解 

Dijkstra’s tree Cut path 
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 [𝑋𝑌 ] = 𝜆𝑖𝒑̃𝑖 + 𝜆𝑗𝒑̃𝑗 + 𝜆𝑘𝒑̃𝑘 (2.69) 

重心座標が満たすべき条件𝜆𝑖 + 𝜆𝑗 + 𝜆𝑘 = 1を考慮して(2.69)と連立することで、重心座標と局
所座標の関係が次のように得られる。 

 ⎣⎢
⎡𝜆𝑖𝜆𝑗𝜆𝑘⎦⎥

⎤ = 12|𝑇 | ⎣⎢
⎡𝑌𝑗 − 𝑌𝑘 𝑋𝑘 − 𝑋𝑗 𝑋𝑗𝑌𝑘 − 𝑋𝑘𝑌𝑗𝑌𝑘 − 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑘 𝑋𝑘𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝑌𝑘𝑌𝑖 − 𝑌𝑗 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖 𝑋𝑖𝑌𝑗 − 𝑋𝑗𝑌𝑖 ⎦⎥

⎤[𝑋𝑌1 ] (2.70) 

ここで|𝑇 |は三角形𝑇の面積である。𝑇上の点𝒑に対応する𝑇̅上の点を𝒖 = (𝑢, 𝑣)とすると、(2.61)
に示した重心座標の対応関係から𝒖は次のように表せる。 

 𝑢 = 𝜆𝑖𝑢𝑖 + 𝜆𝑗𝑢𝑗 + 𝜆𝑘𝑢𝑘,   𝑣 = 𝜆𝑖𝑣𝑖 + 𝜆𝑗𝑣𝑗 + 𝜆𝑘𝑣𝑘 (2.71) 

(2.71)に(2.70)を代入することで、 

 𝑢(𝑋, 𝑌 ) = 12|𝑇 | [𝑋 𝑌 1]
⎣⎢
⎡ 𝑌𝑗 − 𝑌𝑘 𝑌𝑘 − 𝑌𝑖 𝑌𝑖 − 𝑌𝑗𝑋𝑘 − 𝑋𝑗 𝑋𝑖 − 𝑋𝑘 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖𝑋𝑗𝑌𝑘 − 𝑋𝑘𝑌𝑗 𝑋𝑘𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝑌𝑘 𝑋𝑖𝑌𝑗 − 𝑋𝑗𝑌𝑖⎦⎥

⎤[𝑢𝑖𝑢𝑗𝑢𝑘
] 

(2.72) 

 𝑣(𝑋, 𝑌 ) = 12|𝑇 | [𝑋 𝑌 1]
⎣⎢
⎡ 𝑌𝑗 − 𝑌𝑘 𝑌𝑘 − 𝑌𝑖 𝑌𝑖 − 𝑌𝑗𝑋𝑘 − 𝑋𝑗 𝑋𝑖 − 𝑋𝑘 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖𝑋𝑗𝑌𝑘 − 𝑋𝑘𝑌𝑗 𝑋𝑘𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝑌𝑘 𝑋𝑖𝑌𝑗 − 𝑋𝑗𝑌𝑖⎦⎥

⎤[𝑣𝑖𝑣𝑗𝑣𝑘
] 

(2.72)により、𝑇上で定義される線形写像𝒚𝑇 = (𝑢(𝑋, 𝑌 ), 𝑣(𝑋, 𝑌 ))が、𝑇の 3 頂点のℝ2上の対応
点の座標により表された。次に、両式の勾配ベクトルを求めると、 

 ∇𝑢 = 12|𝑇 | [
𝑌𝑗 − 𝑌𝑘 𝑌𝑘 − 𝑌𝑖 𝑌𝑖 − 𝑌𝑗𝑋𝑘 − 𝑋𝑗 𝑋𝑖 − 𝑋𝑘 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖][𝑢𝑖𝑢𝑗𝑢𝑘

] ≔ 𝑀𝑇 [𝑢𝑖𝑢𝑗𝑢𝑘
] 

(2.73) 

 ∇𝑣 = 12|𝑇 | [
𝑌𝑗 − 𝑌𝑘 𝑌𝑘 − 𝑌𝑖 𝑌𝑖 − 𝑌𝑗𝑋𝑘 − 𝑋𝑗 𝑋𝑖 − 𝑋𝑘 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖][𝑣𝑖𝑣𝑗𝑣𝑘

] ≔ 𝑀𝑇 [𝑣𝑖𝑣𝑗𝑣𝑘
] 

この勾配ベクトルは𝑇 上の定ベクトルである。ここで、この勾配ベクトルの意味を考えると、
増分ベクトル∆= (∆𝑋,∆𝑌 )に対して、𝑢の増分∆𝑢は線形性から以下のように得られる。 

 ∆𝑢 = 𝑢(𝑋 + ∆𝑋,𝑌 + ∆𝑌 ) − 𝑢(𝑋, 𝑌 ) = 〈∇𝑢,∆〉 (2.74) 

つまり、∇𝑢 ⊥ ∆を満たす増分ベクトル∆に対して𝑢は変化せず定値となるので、𝑇上で∇𝑢に直
交する方向の直線は𝑖𝑠𝑜-𝑢曲線に対応することがわかる。𝑣方向に関しても同様であり、∇𝑣に直交
する方向の直線は𝑖𝑠𝑜-𝑣曲線に対応する。(2.73)が表す方向は、アイソパラメータ方向との関係を
与える(図 2-5(b))。 
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2.3.3.3 LSCM 

LSCM 法では、等角性を条件として写像𝒚を定める。連続系における等角写像の条件は∃𝑓: 𝑆 →
ℝ, I = 𝑓𝐼𝑑 ⇔ 𝐸 = 𝐺,𝐹 = 0である。つまり、パラメータ方向の接ベクトルのノルムが等しくかつ
直交していればよい。三角形メッシュ上では、(2.73)で示した𝑇上のベクトル∇𝑢および∇𝑣に直交
する方向が𝑇上のアイソパラメータ曲線方向に一致する。よって、𝒚𝑇 が等角性を満たすためには
以下が成り立てばよい。 

 ‖∇𝑢‖ = ‖∇𝑣‖,   ∇𝑢 ⊥ ∇𝑣 (2.75) 

(2.72)において、∇𝑢および∇𝑣は𝑇上の正規直交な局所座標系で表示されているので、𝑇上の反
時計回りの 90 度回転により(2.75)は次のように整理される。 

 ∇𝑣 = [0 −11 0 ]∇𝑢 (2.76) 

メッシュ上のすべての三角形𝑇 において(2.76)が満たされるような写像𝒚 = {𝒚𝑇 }を求めれば𝒚
は等角写像となる。連続系においてこのような写像が位相に関するある条件下で常に存在する
ことについて 2.3.3.1 項で触れたが、離散系ではこれは厳密には成立しない。これは、三角形メ
ッシュ上で隣接する三角形𝑇1，𝑇2とその対応三角形𝑇1̅，𝑇2̅を考えれば明らかである。等角写像で
は角度が保存されるので、𝑇1 ∝ 𝑇1̅，𝑇2 ∝ 𝑇2̅であるが、𝑇1，𝑇2は 1 辺を共有するので両三角形の
相似関係を表すスケール係数は等しくなる。すべての三角形でこの関係が成立するとき、この写
像は等⻑写像である。つまり、三角形メッシュでは等⻑写像と等角写像は等しく、すべての三角
形𝑇において(2.76)が満たされるような写像𝒚は可展面に対してのみ存在する。そこで、任意の曲
面に対しては、(2.76)の残差ノルムを最小化する問題を考える。最小化すべきエネルギーは次の
ようになる。 

 𝐸𝐿𝑆𝐶𝑀 = ∑ |𝑇 | ∥𝑀𝑇 [𝑣𝑖𝑣𝑗𝑣𝑘
] − [0 −11 0 ]𝑀𝑇 [𝑢𝑖𝑢𝑗𝑢𝑘

]∥
2

𝑇=(𝒑𝑖,𝒑𝑗,𝒑𝑘)
 (2.77) 

 

 
(a)局所座標系 

 
(b)勾配ベクトル 

 

図 2-5 線形写像𝒚𝑇  

𝑀  

∇𝑢 

𝑿 

𝑖𝑠𝑜-𝑣 𝒀  

𝑇  
𝒑𝑖 

𝒑𝑗 

𝒑𝑘 

𝑀  

∇𝑣 

𝑖𝑠𝑜-𝑢 
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(2.77)は(2.76)の残差ノルムの二乗和である。この関数は二次関数であるので最適解を 1 回の
線形計算により求めることができるが、𝑀̅̅̅̅ ⊂ ℝ2に関するℝ2上の剛体変換の自由度を考慮して、
少なくとも 2 点の座標をあらかじめ決定することで線形方程式を正則化する必要があることに
注意する。ここで得られる最適解𝒖1 = (𝑢1, 𝑣1), 𝒖2 = (𝑢2, 𝑣2),… ,𝒖𝑉 = (𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 )により𝑀̅̅̅̅が定ま
り写像𝒚が定まる(図 2-6)。 

2.3.3.4 MIPS 

MIPS 法も LSCM 法と同様に等角性を条件として写像𝒚を定める。連続系における等角写像の
条件は∃𝑓: 𝑆 → ℝ, I = 𝑓𝐼𝑑 ⇔ 𝜎1 = 𝜎2である。ここで、𝜎1，𝜎2は第一基本形式Iの特異値である。
連続系と同様に写像𝒚𝑇 のヤコビアン𝐽𝑇 は次のようになる。 

 𝐽𝑇 = [∇𝑢𝑇
∇𝑣𝑇 ] (2.78) 

このヤコビアンを用いて、連続系と同様に第一基本形式Iを定めれば次が得られる。 

 I𝑇 = 𝐽𝑇𝑇 𝐽𝑇  (2.79) 

(2.79)による第一基本形式I𝑇 の特異値を𝜎𝑇,1，𝜎𝑇,2とすれば、その比率は次のように得られる。 

 
𝜎𝑇,1𝜎𝑇,2 = ‖𝐽𝑇 ‖2‖𝐽𝑇−1‖2 (2.80) 

特異値の比率が最小(=1)となれば𝜎𝑇,1 = 𝜎𝑇,2となり等角性の条件を満たす。MIPS 法では
(2.80)式の 2 ノルムをフロベニウスノルムで置き換え、次の関数を最小化する。 

 

𝐸𝑀𝐼𝑃𝑆 = ∑ ‖𝐽𝑇 ‖𝐹 ‖𝐽𝑇−1‖𝐹𝑇=(𝒑𝑖,𝒑𝑗,𝒑𝑘)
 

= ∑ trace(I𝑇 )det (𝐽𝑇 )𝑇=(𝒑𝑖,𝒑𝑗,𝒑𝑘)
 (2.81) 

LSCM 法と同様に、𝑀̅̅̅̅ ⊂ ℝ2に関するℝ2上の剛体変換の自由度を考慮して(2.81)を最小化する
ことにより、最適解𝒖1 = (𝑢1, 𝑣1), 𝒖2 = (𝑢2, 𝑣2),… ,𝒖𝑉 = (𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 )から𝑀̅̅̅̅が定まり写像𝒚が定まる。
(2.81)は非線形方程式であるので LSCM 法と比較して計算コストは非常に高い。 

    
(a)任意の径数付け (b)LSCM 

図 2-6 LSCM による径数付け 

𝑀̅̅̅̅  𝑀  𝑀̅̅̅̅  𝑀  
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2.3.3.5 Mixed-Integer-Quadrangulation 

Mixed-Integer-Quadrangulation 法(MIQ 法)は、三角形メッシュを四辺形メッシュに変換するこ
と(Quadrangulation)を目的とする方法である。MIQ 法は大きく分けて次の 2 つのステップで構
成されている。 

1. メッシュ上の直交交差場の生成 
2. 交差場に沿う径数付け 
ここでは、径数付け部分に関してのみ整理する。メッシュ上の交差場については 2.3.4 項で詳

細を述べるのでここでは詳細は扱わない。 
メッシュ上の各フェースで 2 方向の接ベクトルにより交差方向{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}が定まって

いるとする。MIQ 法は、メッシュ上の交差場にアイソパラメータ方向が一致するような径数付
けを求めることを目的とする。𝒗𝑖がパラメータ空間の𝑢軸方向、𝒘𝑖がパラメータ空間の𝑣軸方向
に対応すると仮定すると、パラメータ空間の𝑢軸方向・𝑣軸方向はそれぞれメッシュ上の𝑖𝑠𝑜 -𝑣曲
線方向・𝑖𝑠𝑜-𝑢曲線方向に対応するので、𝒚𝑇𝑖に関して次が成り立てばよい。 

 ∥ℎ∇𝑢 − [ 0 1−1 0]𝒘𝑖∥2 + ∥ℎ∇𝑣 − [0 −11 0 ] 𝒗𝑖∥2 = 0 (2.82) 

ここで、ℎは全体のスケーリング係数である。もし交差場が直交性を満たしているのであれば、
𝒘𝑖 = 𝑅𝑜𝑡90(𝒗𝑖)なので、より簡単に次が成り立てばよい。 

 ‖ℎ∇𝑢 − 𝒗𝑖‖2 + ‖ℎ∇𝑣 − 𝒘𝑖‖2 = 0 (2.83) 

回転行列が省略されるとともに対応するベクトルも逆になることに注意する。よって、メッシ
ュ全体で最小化すべきエネルギーが以下のように得られる。 

 𝐸 = ∑ |𝑇𝑖|(‖ℎ∇𝑢 − 𝒗𝑖‖2 + ‖ℎ∇𝑣 − 𝒘𝑖‖2)
𝑓𝑖∈ℱ

 (2.84) 

上式は(2.77)と同様に二次関数であり最適解を容易に求めることができるが、交差場
{{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}∣𝑓𝑖 ∈ ℱ}が特異点をもつ場合、追加の制約を設定する必要がある。制約を設
定するためには、特異点を含むカットパス𝑃によって𝑀に切り込みを入れて得られる新たなメッ
シュ𝑀𝑐の径数付けを考えればよい。𝑀𝑐はカットパス𝑃と重複するパス𝑃′を含み、両パスを境に
して𝑀𝑐上の交差場は対応する特異点の指数に応じて回転する。したがって、𝑀𝑐を径数付けたと
きに得られるℝ2上のメッシュを𝑀̅̅̅̅𝑐とし、𝑀̅̅̅̅𝑐上のカットパスを𝑃̅，𝑃̅ ′とすれば、特異点の指数に
応じて定まる回転数𝑖に対して両パスは次の回転関係を満たす必要がある。 

 𝑃̅ ′ = 𝑅𝑜𝑡90𝑖 (𝑃̅) (2.85) 

ここで、𝑅𝑜𝑡90𝑖 は特異点回りの𝑖 × 𝜋/2回転を表す。𝑀𝑐を対象として、(2.85)の制約下で(2.84)を
最小化することにより𝑀̅̅̅̅𝑐が定まり径数付けを求めることができる。ここで示したカットメッシ
ュを用いる方法は、𝑀が円板と位相同型でない場合にも応用することができるが詳細について
は触れない。 
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2.3.4 離散曲面上の方向場 

2.2.5 項において滑らかな曲面上の方向場について整理した。本項では [25]でモデル化された
三角形メッシュ上のベクトル場について整理する。 [25]ではベクトル場𝒗がモデル化されている
が、本項では‖𝒗‖ = 1とした方向場を前提として整理する。また、基本事項について整理したの
ち、 [18]で示された本モデルの N-RoSy 方向場への拡張について整理する。 

メッシュ上の方向場(またはベクトル場)には、メッシュ上の離散的な方向場の定義域に応じて、
face-based，edge-based，vertex-based の 3 つのモデルが存在する [26]。ここで整理する方向場の
モデルは face-based モデルであり、方向場𝒗は𝒗:ℱ → 𝔼3となる。 [25]では、このようにして定ま
るメッシュ上の離散的な方向場𝒗をメッシュ上で補間することでメッシュ上の連続な方向場を
生成する。face-based モデルの定義域に対応する離散点として𝑓 ∈ ℱに対応する三角形𝑇𝑓の重心
𝐺(𝑓)を用い、𝐺(𝑓)に𝑇𝑓上の単位接ベクトルを対応させ𝒗(𝑓)とする。𝑇𝑓上の単位接ベクトル𝒗(𝑓)
は、𝑇𝑓上の任意の正規直交な局所座標系(𝑋, 𝑌 )による座標表示を用いて、次のように表すことが
できる。 

 𝒗(𝑓) = [cos𝜃sin𝜃] (2.86) 

ここで、𝜃は局所座標系の第一軸𝑿(𝑓)と𝒗(𝑓)のなす角である。一般に局所座標系の第一軸とし
て𝑇𝑓の適当な 1 辺に対応するベクトルが用いられる。ここで、頂点𝑣𝑖，𝑣𝑗間のエッジを𝑒𝑖𝑗とし、
𝑒𝑖𝑗を共有するフェースを𝑓，𝑓′とする。この隣接するフェースの重心𝐺(𝑓)，𝐺(𝑓′)間の方向場を
𝒗(𝑓)，𝒗(𝑓′)を用いて線形補間することを考える。𝑒𝑖𝑗の中点𝐺(𝑒𝑖𝑗)を経由する補間経路𝑒𝑖𝑗∗ を考える
と、この補間経路上での方向場の変化量の総量は角度𝜃の変化量として次のように得られる。 

 ∆𝜃(𝑒𝑖𝑗∗ ) = ∠𝑓𝑙𝑎𝑡(𝑿(𝑓),𝑿(𝑓′)) + 𝜃(𝑓′) − 𝜃(𝑓) + 2𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ )𝜋 (2.87) 

ここで、∠𝑓𝑙𝑎𝑡(𝑿(𝑓),𝑿(𝑓′))はヒンジマップで展開したときの基準軸間の角度、𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ ) ∈ ℤは
period jump parameter として定義されるパラメータであり、ベクトルの回転対称性から、経路
上で2𝜋回転に対する自由度が存在することを考慮したパラメータである。補間経路が直線であ
れば、この増分∆𝜃から𝒑 = (1 − 𝑡)𝐺(𝑓) + 𝑡𝐺(𝑓′)での角度が𝜃(𝒑) = 𝜃(𝐺(𝑓)) + 𝑡∆𝜃で得られるが、
補間経路𝑒𝑖𝑗∗ は一般に直線ではない。そこで、中点までの補間比率𝛼を次のように定義する。 

 𝛼 ≔ ℎ(𝐺(𝑓),𝐺(𝑒𝑖𝑗))𝐻(𝐺(𝑓),𝐺(𝑓′)) (2.88) 

これは、ヒンジマップで平面展開したときの線分𝐺(𝑓)𝐺(𝑒𝑖𝑗)と線分𝐺(𝑓)𝐺(𝑓′)を適当な直線に
射影したときの⻑さの比率である。この𝛼を用いて、前半経路(𝐺(𝑓)~𝐺(𝑒𝑖𝑗) )上の点𝒑 = (1 −
𝑡)𝐺(𝑓) + 𝑡𝐺(𝑒𝑖𝑗)での角度が次のように得られる。 

 𝜃(𝒑) = 𝜃(𝐺(𝑓)) + 𝑡𝛼∆𝜃 (2.89) 

つ ま り 、 𝐺(𝑓)~𝐺(𝑒𝑖𝑗) ま で の 間 に 全 増 分 ∆𝜃 の 𝛼 倍 が 変 化 す る こ と に な る 。 後 半 経 路
(𝐺(𝑒𝑖𝑗)~𝐺(𝑓′) )上の点に関しても全増分∆𝜃の(1 − 𝛼)倍の増分を対応させることで角度が得られ
る。以上で、隣接するフェースの重心間の補間経路上での方向場が定まった。この重心間で補間
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された方向場をさらにフェース上に拡張することでフェース上の全点で補間された方向場が定
まり、メッシュ上の方向場が定まる。ここでは、メッシュ全域の方向場は必要としないので詳細
は扱わない。次に、モデル化された方向場の特異点を考える。頂点𝑣𝑖とその近傍𝒩(𝑣𝑖)を考え、
𝑣𝑗 ∈ 𝒩(𝑣𝑖)に対してエッジ𝑒𝑖𝑗の双対エッジ𝑒𝑖𝑗∗ をつないでできる閉経路をΩ(𝑣𝑖)とする。Ω(𝑣𝑖)を構
成する各双対エッジが、(2.87)での隣接するフェース重心間の補間経路に対応することは明らか
であろう。このとき𝑣𝑖の特異点指数が次のように得られる。 

 

𝐼(𝑣𝑖) = 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ ∆𝜃(𝑒∗)

𝑒∗∈Ω(𝑣𝑖)
+ 𝐴𝑑(𝑣𝑖)⎠⎟

⎟⎞ 

= 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ ∠𝑓𝑙𝑎𝑡(𝑿(𝑓),𝑿(𝑓′))

𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)
+ 𝐴𝑑(𝑣𝑖)⎠⎟

⎟⎞+ ∑ 𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ )
𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)

 
(2.90) 

ここで、𝑓，𝑓′はエッジ𝑒𝑖𝑗に隣接するフェースを表す。第 1 項はメッシュの幾何学的性質のみ
から定まる量であり、メッシュ上の方向場に依存しない量である。ここで、連続系での turning 
number(2.54)および特異点指数(2.57)と(2.90)の関係を考える。まず、エッジ𝑒𝑖𝑗と𝑒𝑖𝑗を共有するフ
ェース𝑓，𝑓′を考えて、(2.53)を曲率定値として回転角に置き換えて変形すると、 

 𝜃𝑑,𝑔,𝑖𝑗 = 𝜃(𝑓′) − 𝜃(𝑓) − 𝜃𝛾,𝑔,𝑖𝑗 + 2𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ )𝜋 (2.91) 

ここで(2.87)と同様に、period jump 値を導入した。𝜃𝛾,𝑔,𝑖𝑗はダルブー標構の総回転角であるの
で、基準軸の回転角と考えられ∠𝑓𝑙𝑎𝑡(𝑿(𝑓),𝑿(𝑓′))に等しい。(2.54)を𝛾 = Ω(𝑣𝑖)とし曲率定値と
して考えれば、 

 𝑇𝑑(𝛾) = 12𝜋( ∑ 𝜃𝑑,𝑔,𝑖𝑗𝑣𝑗∈𝒩1(𝑣𝑖)
− 𝜑) (2.92) 

ここで、𝜑は経路𝛾の曲率の積分であるがメッシュ上の頂点回りの閉経路であることを考慮す
ると𝒑𝑖まわりの内角総和に等しい。つまり、Angle defect 𝐴𝑑を導入すれば以下のように表せる。 

 𝜑 = 2𝜋 − 𝐴𝑑(𝑣𝑖) (2.93) 

(2.57)に(2.92)，(2.93)を適用すると、𝑣𝑖の特異点指数が次のように得られる。 

 

𝐼(𝑣𝑖) = 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ 𝜃𝑑,𝑔,𝑖𝑗𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)

− 2𝜋 + 𝐴𝑑(𝑣𝑖)⎠⎟
⎟⎞ + 1 

= 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ 𝜃𝛾,𝑔,𝑖𝑗𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)

+ 𝐴𝑑(𝑣𝑖)⎠⎟
⎟⎞ + ∑ 𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ )

𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)
 

(2.94) 

これは(2.90)に等しく、(2.57)と(2.90)が連続 - 離散対応していることが確かめられる。次に N-
RoSy 方向場への拡張を考える。2𝜋/𝑁の回転対称性をもつ単位ベクトルの集合{𝒗1,… , 𝒗𝑁}を𝑓 ∈
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ℱの重心𝐺(𝑓)に対応させる。エッジ𝑒𝑖𝑗を共有する隣接フェース間の角度の増分式(2.87)が次のよ
うに拡張される。 

 ∆𝜃(𝑒𝑖𝑗∗ ) = ∠𝑓𝑙𝑎𝑡(𝑿(𝑓),𝑿(𝑓′)) + 𝜃(𝑓′) − 𝜃(𝑓) + 2𝜋𝑁 𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ ) (2.95) 

この増分式を補間式(2.88)に適用すれば、N-RoSy 方向場での隣接するフェース間の補間式が
得られる。(2.90)と同様の計算により、N-RoSy 方向場の特異点指数が次のように得られる。 

 𝐼(𝑣𝑖) = 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ ∠𝑓𝑙𝑎𝑡(𝑿(𝑓),𝑿(𝑓′))

𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)
+ 𝐴𝑑(𝑣𝑖)⎠⎟

⎟⎞+ ∑ 𝑝(𝑒𝑖𝑗∗ )𝑁𝑣𝑗∈𝒩(𝑣𝑖)
 (2.96) 

N-RoSy 方向場の場合、𝐼(𝑣𝑖)は整数値ではなく1/𝑁の整数倍となる。以上で、メッシュ上の N-
RoSy 方向場に対する補間式および特異点指数が導かれた。 

2.4 自由曲面のパネリング手法 

建築工学における自由曲面のパネリング問題では、意匠・構造・生産などのさまざまな工学的
側面から、パネリング曲面𝑆 ̃ = ⋃ 𝑆𝑖̃に制約が生じる。特に、プロジェクトごとに指定されるパネ
ル材料によって製造可能なパネルの形状が制約されるため、パネル𝑆𝑖̃の形状が制約される。そこ
で本節では、パネル𝑆𝑖̃の形状に基づきパネリング曲面を分類し、それぞれのモデルに関連する事
項を整理する。 

2.4.1 パネルの形状に基づく分類 

パネルの形状は様々な指標で分類できるが、本節では 2 つの指標(外形線・曲率)を用いてパネ
ルを評価しパネリング曲面を分類する。まず、パネルの外形線の頂点数に基づいて、パネリング
曲面を(A)三角形モデル(B)四角形モデル(C)任意多角形モデル(混合モデルを含む)の 3 つに分類
する(図 2-7)。ここでは、実例の多い三角形モデルと四角形モデルの特徴を比較する。両モデル
の特徴を次に示す。 

[三角形モデル] 
 任意の分割レイアウトの下ですべてのパネルを平面で定義できる 
 1 節点に集まる分割線が平均 6 本 
 分割線の数が多い(‖ℰ‖ ≈ 3‖𝒱‖) 
[四角形モデル] 
 任意の分割レイアウトの下ではパネルを平面で定義できない 
 1 節点に集まる分割線が平均 4 本 
 分割線の数が少ない(‖ℰ‖ ≈ 2‖𝒱‖) 

まず、三角形モデルは、任意の曲面・任意の分割レイアウトの下ですべてのパネルを平面で定
義可能であるため、任意の曲面に対して平面パネルのみを用いたパネリング曲面を容易に求め
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ることができる。平面パネルは、成型に特殊な工程を必要とせず安価かつ迅速に製造できるため、
平面パネルのみを用いたパネリング曲面はパネルの製造コストや工数の観点で優れたパネリン
グ曲面となる。これに対して、四角形モデルは、任意の曲面・任意の分割レイアウトの下ではす
べてのパネルを平面で定義することが不可能であるため、一般的に平面パネルのみを用いたパ
ネリング曲面は実現できない(図 2-9)。このとき、曲面パネルの製造が必須となるが、曲面パネ
ルはパネル製造に型枠製作や切削などの特殊な工程を含むため、平面パネルと比較して大幅に
パネル製造コストが増大する。一般的なコストの制約下で多数かつ多種類の曲面パネルを製造
することは困難であるので、自由曲面に対して四角形モデルが用いられることは少なかった。す
べてのパネルを平面で定義可能なパネリング曲面を自然に求めることができる回転面や推動曲
面などの曲面(i.e. 古典的曲面)に限り、四角形モデルが用いられてきた [27]。次に、両モデルの
分割線に関する特徴を比較すると、三角形モデルでは 1 節点に集まる分割線が平均 6 本である
のに対して、四角形モデルでは平均 4 本である。パネリング曲面では分割線に沿ってパネル支持
部材が配置されるため、1 節点に集まる分割線が多いモデルでは接合部の形状が複雑になり、支
持部材および接合部の製造コストが高くなる(図 2-8)。特に、支持部材を曲面全体の主構造材と
するグリッドシェル構造としてパネリング曲面を設計する場合、構造材接合部の複雑さがコス
トの観点で重要な要因となる [7]。次に、分割線の総数を比較すると、三角形モデルは四角形モ
デルと比較してパネリング曲面全体で分割線の総数が多くなる傾向がある。分割線に沿って支
持部材が配置されるため、パネリング曲面全体の重量の増加や外観上の問題を引き起こしやす
い。両モデルの比較をまとめると次のように結論付けることができる。 

[自由度] 三角形モデル > 四角形モデル 
[品質]  三角形モデル < 四角形モデル 

[コスト] 三角形モデル > 四角形モデル (四角形モデルが曲面パネルとなる場合) 

三角形モデルが設計の自由度に優れる一方で、四角形モデルはパネリング曲面としての品質
に優れる。許容コストの制約下で四角形モデルを設計することができれば、質の高いパネリング
曲面を実現できる。 

次に、パネルの曲率に基づいて、パネリング曲面を(a)平面モデル(b)単曲率モデル(c)複曲率モ
デルの 3 つに分類する(図 2-10)。ここでは混合モデルは対象としない。それぞれのモデルの特徴

 
(A)三角形モデル 

 
(B)四角形モデル 

 
(C)任意多角形モデル 

図 2-7 外形線によるモデルの分類 
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を次に示す。 
[平面モデル] 
 ∀𝑆𝑖̃, 𝜅1 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝜅2 = 0 
 すべてのパネル材料で特殊な成型工程が不要 
 三角形モデル以外では分割レイアウトが限られる 

[単曲率モデル] 
 ∀𝑆𝑖̃, (𝜅1 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝜅2 ≠ 0) 𝑜𝑟 (𝜅1 ≠ 0 𝑎𝑛𝑑 𝜅2 = 0) 
 曲げ変形可能な材料であればすべてのパネルを平面パネルの曲げ変形により成型可能 
 分割レイアウトが限られる 

[複曲率モデル] 
 ∀𝑆𝑖̃, 𝜅1 ≠ 0 𝑎𝑛𝑑 𝜅2 ≠ 0 
 全てのパネルで型枠を用いた成型や切削による成型が必要 
 分割レイアウトに制約がない 

まず、平面モデルはすべてのパネルが平面で定義されたモデルである。すでに述べたように、
平面パネルは曲面パネルと比較して安価かつ迅速に製造できるため、パネルの製造コストや工
数の観点で優れたパネリング曲面となる。一方で、三角形モデル以外のモデルでは、任意の分割
レイアウトの下では平面モデルを構成できず分割レイアウトの自由度は低い。次に、単曲率モデ
ルはすべてのパネルが可展面で定義されたモデルである。可展面は平面と等⻑対応する曲面で
あり、平面状態から伸び変形およびせん断変形を伴わない純粋な曲げ変形のみで曲面形状を生
成することができる。つまり、金属板など曲げ変形可能なパネルを用いる場合、平面パネルの曲
げ変形による成型が可能であるので効率的なパネル製造が可能である。また、曲げ変形による成

 
図 2-8 三角形モデルの支持部材接合部(MyZeil Shopping Mall) 

  
図 2-9 四角形モデルでの曲面パネルの利用(Dongdaemun Design Plaza) 
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型が不可能で型枠による成型が必要となるパネル材料の場合でも、曲げ変形を利用して型枠を
製作することで型枠の製作を大幅に効率化することができる。平面モデルと比較すると、パネル
の製造工程がやや煩雑でありコスト面や製造効率の面で劣るが、それぞれのパネルが曲率をも
った曲面であり、より滑らかなパネリング曲面となるため意匠的に優れる。設計の自由度の観点
では、平面モデルと同様に、任意の分割レイアウトの下では単曲率モデルを構成できないため、
分割レイアウトの自由度は低い。最後に、複曲率モデルはすべてのパネルが非可展な曲面で定義
されるモデルである。このモデルでは、すべての曲面パネルで型枠を用いた成型や切削による成
型が必須となる。複曲率をもつ曲面形状は複雑であるため、いずれの成型方法でもパネルの製造
工程は煩雑になり、パネルの製造コストは大幅に増加する。パネルの製造コストを抑制するため
には、必要となる型枠の数を削減するなど、パネルの製造効率を高めることが求められる。一方
で、すべてのパネルが複曲率をもつ曲面であるため、他のモデルよりも滑らかで意匠的に優れる
パネリング曲面となるとともに、分割レイアウトの制約をもたず自由度も高い。以上、全モデル
の比較をまとめると次のように結論付けることができる。 

[自由度] 平面モデル ≈ 単曲率モデル � 複曲率モデル 
[品質]  平面モデル < 単曲率モデル � 複曲率モデル 

[コスト] 平面モデル > 単曲率モデル � 複曲率モデル 

以上で、2 つの指標(外形線・曲率)に基づきパネリング曲面が分類された。本研究が目的とす
るパネリング曲面(∗)(1.3 節参照)は、(B)四角形モデルおよび(b)単曲率モデルに含まれるモデル
である。すでに述べたように、単曲率モデルはすべてのパネルが可展面となるモデルであるが、
四角形モデルと組み合わせることで、各パネルの 4 境界曲線のうち 2 曲線を直線とすることが
可能であり、隣接する 4 パネルのうち 2 つのパネル間の接続を容易に扱うことが可能である。本
節では、次項以降、四角形モデルを前提とするパネリング法について、(a)〜(c)のモデル別にさ
らに詳細に整理する。 

2.4.2 四角形モデル 

本項では、四角形モデルに関する基本的な事項について整理する。すでに述べたように、四角
形モデルはすべてのパネル曲面の外形線が 4 頂点をもつ曲線であるパネリング曲面である。パ

 
(a)平面パネル 

 
(b)単曲率パネル 

 
(c)複曲率パネル 

図 2-10 曲率によるモデルの分類 
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ネリング曲面では、パネル曲面の外形線に沿って支持構造材が配置されるため、パネル曲面の外
形線が構成する曲面全体の分割線は滑らかな曲線であることが意匠的・構造的に望ましい。対象
とする曲面から滑らかな分割線をもつ四角形モデルを得るためには、曲面上の座標系を用いる
ことが有効である [28]。2.2 節で述べたように、曲面は曲面片の集合として定められ、各曲面片
は(𝑢, 𝑣)を座標系とするℝ2上の領域Ωで定義される写像𝒙:Ω → 𝔼3で定められるのであった。ここ
では、簡単のために曲面が 1 つの曲面片で構成されるとし、曲面と曲面片を同一視すれば、曲面
上の𝑢方向(𝑣 = 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑚−1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. )および𝑣方向(𝑢 = 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛−1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. )の有限個のア
イソパラメータ曲線が張るネットワークが曲面を分割し四角形モデルを導く(図 2-11)。このよう
にして得られる分割線が、写像𝒙の可微分性から滑らかな曲線となることは明らかであろう。つ
まり、与えられた曲面から滑らかな分割線をもつ四角形モデルを求めたい場合、何らかの座標系
(𝑢, 𝑣)による曲面の径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)を求めればよい。 

2.3.3 項でも述べたように、滑らかな曲面は何らかの座標系を自然に備えている。CAD ソフト
ウェアで用いられる Nurbs 曲面や B-spline 曲面の場合も同様に、それらの曲面は基底関数が定
める座標系を自然に備えている。つまり、滑らかな曲面が与えられるということは、何らかの座
標系(𝑢, 𝑣)による曲面の径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)とその定義域Ωが与えられるということである。しかし、
この自然に与えられる座標系が求めたい四角形モデルを導く座標系と一致することはまれであ
り、このとき、求めたい四角形モデルを導く別の座標系(𝑢̃, 𝑣)̃および径数付け𝒙̃(𝑢̃, 𝑣)̃を求める必
要がある。ある座標系(𝑢, 𝑣)により𝒙(𝑢, 𝑣)として径数付けられた曲面𝑆に対して、別の座標系(𝑢̃, 𝑣)̃
による径数付け𝒙̃(𝑢̃, 𝑣)̃を求めることは、座標変換𝑢 = 𝑢(𝑢̃, 𝑣)̃，𝑣 = 𝑣(𝑢̃, 𝑣)̃を求めることである。
求めたい四角形モデルを導く座標系(𝑢̃, 𝑣)̃が満たすべき条件がこの座標変換を定めるので、求め
たい四角形モデルがどのような座標系と対応するかが重要である。2.4.3 項や 2.4.4 項で整理する
モデルは、2.2.4.2 項で述べた共役座標系と対応するモデルである。 

座標系(𝑢̃, 𝑣)̃が満たすべき条件が座標変換𝑢 = 𝑢(𝑢̃, 𝑣)̃，𝑣 = 𝑣(𝑢̃, 𝑣)̃を定めるが、任意の曲面・任
意の径数付けに対して、この座標変換を解析的に求めることは困難である。このような場合、座
標変換そのものを求めるのではなく、座標系(𝑢̃, 𝑣)̃のアイソパラメータ曲線を数値解析的に求め
ることが有効である。座標系が満たすべき条件をアイソパラメータ曲線が満たすべき条件に置
き換え、数値積分などを用いて有限個のアイソパラメータ曲線を求めればよい。これは、前述の
ように、有限個のアイソパラメータ曲線のネットワークが求まれば四角形モデルを導けるため
である。2.4.3 項や 2.4.4 項で整理する方法でも、共役座標系が満たすべき条件をアイソパラメー

 

  

 

図 2-11 座標系と四角形モデル 
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タ曲線の接ベクトルが満たすべき共役条件に置き換え、共役座標系のアイソパラメータ曲線を
数値積分により求める方法が用いられている。 

2.4.3 平面モデル 

本項では、すべてのパネルが平面によって定義可能な平面モデルに関して整理する。まず、平
面モデルと曲面上の共役座標系との関係について整理したのち、平面モデルを求める既往手法
について整理する。 

離散微分幾何学や形状処理工学において、四辺形メッシュの中ですべてのフェースが平面性
を満たすメッシュを特に Planar Quadrilateral Mesh (PQ メッシュ)と呼ぶ。改めてその定義を示
せば、 

定義 2-18 メッシュ𝑀 = (𝒱,ℰ,ℱ)に関して、すべての𝑓 ∈ ℱが四辺形かつ平面であるとき、メ
ッシュ𝑀を PQ メッシュという。 

ここで、連続な曲面𝑆 ⊂ 𝔼3とその曲面の離散モデルとして得られる四辺形メッシュ𝑀を考え
る。曲面𝑆に対する離散モデルとしての四辺形メッシュ𝑀は、四辺形メッシュとしての構造
(𝒱, ℰ, ℱ)をもち、すべての頂点𝑣𝑖 ∈ 𝑉 の埋め込みによる像𝒑𝑖 ∈ 𝔼3が𝑆の十分近くにあるようなメ
ッシュと定義できる。ここで、“十分近くにある”とは“十分な細分割により𝑆上に収束する”と考
える。つまり、𝑆の離散モデル𝑀を求める問題は、四辺形メッシュとしての構造(𝒱, ℰ,ℱ)と𝑆に
収束するような埋め込み写像𝒙: 𝑉 → 𝔼3を求める問題となる。特に、PQ メッシュによる離散モ
デル𝑀𝑃𝑄を求める場合は、すべてのフェースが平面となるような埋め込み写像を求める問題と
なる。 

𝑆の離散モデル𝑀𝑃𝑄を求める方法は、𝑆と平面の交点を逐次求めていく方法などさまざま考え
られるが、メッシュエッジが滑らかに配列されたフェアなメッシュを求めることは容易ではな
い。滑らかな分割線をもつ四角形モデルが曲面𝑆の座標系を用いることで得られることを 2.4.2

項で述べたが、ここでも同様に、曲面𝑆からフェアな四辺形メッシュを求めるためには、𝑆の何
らかの径数付け𝒙̃(𝑢, 𝑣)に従って𝑆を離散化することが有効である [28]。このとき、メッシュの埋
め込み写像𝒙は次のように定義できる(図 2-12)。 

 𝒑𝑖𝑗 = 𝒙(𝑣𝑖𝑗) ≔ 𝒙̃(𝑖∆𝑢, 𝑗∆𝑣) (2.97) 

ここで、𝑖，𝑗 ∈ ℤであり、𝒙: ℤ2 → 𝔼3となる。この離散化によって得られるメッシュが離散幅
∆𝑢 → 0，∆𝑣 → 0の極限において曲面𝑆に収束し離散モデルとしての条件を満たすことは明らか
であろう。2.4.2 項でも述べたように、曲面上の座標系に基づいて四角形モデルを求める場合、
求めたい四角形モデル(ここでは PQ メッシュ)が曲面のどのような座標系に対応するかが重要
であるが、本項で扱う PQ メッシュは、2.2.4.2 項で述べた曲面上の共役座標系に対応すること
が知られている [29]。これは、共役座標系で径数付けられた曲面を(2.97)に従って離散化するこ
とで PQ メッシュが導かれることを意味する。ここでは、 [28]を参照して、共役座標系がもつ幾
何学的性質について整理し、共役座標系が PQ メッシュを導く根拠を改めて整理する。まず、
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𝒙̃(𝑢, 𝑣)により径数付けられた曲面𝑆を𝒑0 = 𝒙̃(𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝑆において二次近似することを考える。こ
のとき、近似曲面𝑆𝑞は次のように径数付けられる。 

 

𝒙𝑞(𝑢, 𝑣) = 𝒙̃(𝑢0, 𝑣0) + 𝒙̃𝑢(𝑢0, 𝑣0)(𝑢 − 𝑢0) + 𝒙̃𝑣(𝑢0, 𝑣0)(𝑣 − 𝑣0)
+ 12 (𝒙̃𝑢𝑢(𝑢0, 𝑣0)(𝑢 − 𝑢0)2 + 2𝒙̃𝑢𝑣(𝑢0, 𝑣0)(𝑢 − 𝑢0)(𝑣 − 𝑣0)
+ 𝒙̃𝑣𝑣(𝑢0, 𝑣0)(𝑣 − 𝑣0)2) 

(2.98) 

ここで𝒙𝑞(𝑢0, 𝑣0)から 3 点𝒙𝑞(𝑢, 𝑣0)，𝒙𝑞(𝑢0, 𝑣)， 𝒙𝑞(𝑢, 𝑣)への 3 ベクトルが張る平行 6 面体の体
積𝑉 を求めると、 

 

𝑉 = 16((𝒙̃𝑢 × 𝒙̃𝑣) ⋅ 𝒙̃𝑢𝑣∆𝑢2∆𝑣2 + 12 (𝒙̃𝑢𝑢 × 𝒙̃𝑣) ⋅ 𝒙̃𝑢𝑣∆𝑢3∆𝑣2 + 12 (𝒙̃𝑢 × 𝒙̃𝑣𝑣)
⋅ 𝒙̃𝑢𝑣∆𝑢3∆𝑣2 + 14 (𝒙̃𝑢𝑢 × 𝒙̃𝑣𝑣) ⋅ 𝒙̃𝑢𝑣∆𝑢3∆𝑣3) 

(2.99) 

ここで、∆𝑢 = 𝑢 − 𝑢0， ∆𝑣 = 𝑣 − 𝑣0とした。𝒙̃(𝑢, 𝑣)が共役座標系による径数付けである場合、
命題 2-5 より、すべての点𝒑 ∈ 𝑆で𝑀 = 0であるので、𝒙̃𝑢𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝒙̃𝑢, 𝒙̃𝑣)であり、(2.99)の第 1 項
は 0 となる。よって、体積𝑉 に関して、次が得られる。 

 𝑉 = {𝑜(∆4)   𝑖𝑓 (𝑢, 𝑣) 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑜(∆3)   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                            (2.100) 

これは、共役座標系から得られる 4 点𝒑0 = 𝒙̃(𝑢0, 𝑣0)，𝒙̃(𝑢0 + ∆𝑢, 𝑣0)，𝒙̃(𝑢0, 𝑣0 + ∆𝑣)，
𝒙̃(𝑢0 + ∆𝑢, 𝑣0 + ∆𝑣)が張る四辺形が、任意の座標系から得られる 4 点𝒑0 = 𝒚̃(𝑢0, 𝑣0)，𝒚̃(𝑢0 +
∆𝑢, 𝑣0)，𝒚̃(𝑢0, 𝑣0 + ∆𝑣)，𝒚̃(𝑢0 + ∆𝑢, 𝑣0 + ∆𝑣)が張る四辺形と比較して、より高次に平面である
ことを意味する。共役座標系がもつこの性質が PQ メッシュを導くことは明らかであろう。ここ
で示した共役座標系と PQ メッシュの関係から明らかであるが、共役座標系に基づく離散化
(2.97)で得られる四辺形メッシュは離散化によって生じる誤差を含むため厳密には平面性を満
たさない。PQ メッシュの厳密解を求める場合は、最適化問題などを利用して離散化によって生
じる誤差を解消する必要がある [29] [30] [31]。 

 

  

 

図 2-12 埋め込み写像の離散化 
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ここから、PQ メッシュを求める具体的な既往手法について整理する。与えられた曲面に対し
て何らかの共役座標系による径数付けを定めることができれば、(2.97)によって PQ メッシュが
得られるのであった。任意の曲面に対して、この径数付けを解析的に求めることが困難であるこ
とはすでに述べたが、推動曲面や回転面などの一部の性質の良い曲面では、曲面が自然にもつ座
標系が共役座標系となる。対象とする曲面を推動曲面や回転面を用いて近似し、得られた近似曲
面を直接離散化することで PQ メッシュを求める方法が提案されている [7] [27]。当該手法で求
まる PQ メッシュは、対象曲面を良く近似する PQ メッシュであるが、対象曲面の厳密な離散モ
デルではないことに注意する。対象とする曲面の厳密な離散モデルとして PQ メッシュを得る
手法として [32] [29] [30] [33] [31]などがあげられる。 [32]は与えられた曲面(離散曲面を含む)か
ら四辺形メッシュを求めることを目的とした手法である。任意の曲面において、臍点を除く全点
で曲率線座標系が一意に定まることを利用して、この座標系のアイソパラメータ曲線から四辺
形メッシュを求める。2.2.4.2 項で述べたように、曲率線座標系は共役座標系の 1 つであるので、
ここで求まる四辺形メッシュは PQ メッシュとなる。 [29]では、与えられた四辺形メッシュから
PQ メッシュの厳密解を求める手法が示されている。メッシュフェースの平面性やメッシュエッ
ジのフェアネスを評価する関数を定め、PQ メッシュを導く最適化問題を定式化している。この
最適化問題は非線形最適化問題であり、収束性の観点から、適用可能な四辺形メッシュに限界が
ある。最適解近傍の四辺形メッシュやフェース数の少ない四辺形メッシュを初期解としたとき
にのみ適切な収束解が得られるため、初期解として [32]で得られるメッシュを用いる方法や細
分割アルゴリズムと最適化問題を組み合わせた方法などが示されている。 [30]では、 [29]で示さ
れた最適化問題の初期解として任意の共役座標系を離散化して得られる四辺形メッシュを用い
る方法が示されている。対象とする曲面上の共役曲線ネットワーク(i.e., 共役座標系のアイソパ
ラメータ曲線が張るネットワーク)から初期解となる四辺形メッシュを求める。この方法は、均
質な共役曲線ネットワークを求めることが困難であるなど共役曲線ネットワークの制御性に欠
点をもつ。 [33]は、滑らかな曲面上の共役曲線ネットワークを求める問題を、離散曲面上の共役
場を求める問題として扱い、共役条件下で非直交交差場のディリクレエネルギーを最小化する
ことで離散曲面上の共役場を求める方法を提案している。 [31]は、 [33]と同様に離散曲面上の共
役場を求めるが、 [33]で扱うことができない特異点指数±1/4,±3/4,…の特異点を含む共役場を
求めることができる。 [34]は、四辺形メッシュの中点細分割で得られるメッシュ(チェッカーボ
ードパターン)を利用して、メッシュ頂点でのエッジ交角が全頂点で等しい PQ メッシュを求め
る最適化問題を定式化している。 

ここまで述べた既往手法は、ある曲面が与えられたとき、その曲面を良く近似するまたはその
曲面の厳密な離散モデルとなる PQ メッシュを求める手法である。これに対して、PQ メッシュ
を直接モデリングする手法も存在する。 [29] [30]では、細分割アルゴリズムの中に PQ メッシュ
の厳密解を求める最適化問題を組み込んだモデリング手法が提案されている。細分割と最適化
を逐次繰り返すことで、最適解を安定して求めることが可能となる。 [35]では、PQ メッシュの
条件を満たす Marionette Mesh と呼ばれるメッシュが提案されている。Marionette Mesh は 2 方
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向からの立面曲線によって制御される。 [36]では、キルヒホッフシェル要素の特性を用いて PQ

メッシュをモデリングする方法が提案されている。これらの PQ メッシュを直接モデリングす
る手法は、表現できる曲面に限界がある一方で、対象を近似することを目的とした手法と比較す
ると、安定して高速に PQ メッシュを生成することが可能である。 

2.4.4 単曲率モデル 

本項では、すべてのパネルが可展面によって定義可能な単曲率モデルに関して整理する。まず、
単曲率モデルを構成する可展面に関する基本的な事項について簡単に整理したのち(詳細は 4.2
節参照)、単曲率モデルと曲面上の共役座標系の関係について整理する。最後に、単曲率モデル
を求める既往手法について整理する。 

可展面は直線の 1 パラメータ族である線織面に属する曲面であり、柱面・錐面・接線曲面を滑
らかに繋ぎ合わせた曲面である(図 2-13)。可展面が面内に含む直線を線織(Ruling)と呼ぶ。線織
面の中で可展面を特徴付ける条件はガウス曲率𝐾 = 0であり、可展面の法ベクトルは線織に沿っ
て定ベクトルとなる。この性質から可展面は平面の 1 パラメータ族の包絡面という性質をもつ。 

すべてのパネルが可展面で定義される単曲率モデルを考える場合、平面モデルと異なりパネ
ル境界でのパネリング曲面の連続性を考慮する必要がある。平面モデルの場合は、すべてのパネ
ルが𝐺0連続に接続されたパネリング曲面(=四辺形メッシュ)を前提としたが、ここではパネル境
界の連続性として、𝐺0連続/𝐺1連続の 2 つの連続性を想定する。すでに述べたように可展面はそ
の面内に直線を含むため、接続する境界曲線に応じて満たすことのできる連続性が異なる。2 つ
の異なる可展面を𝐺1連続に接続する場合、線織に沿った接続が必須となる。これは、線織では
ない曲線に沿って𝐺1連続に 2 つの可展面が接続できた場合、境界曲線に沿って接平面が共有さ
れることになり本質的に 2 つの可展面は等しい可展面となるためである。𝐺0連続に接続する場
合は、境界曲線の形状が一致していればいずれの方向にも接続可能である。 

ここで、複数の帯状の可展面を線織でない境界曲線に沿って𝐺0連続に接続して得られる区分
的滑らかな曲面を考える。この区分的滑らかな曲面を連続する線織で分割することで、単曲率モ
デルが得られることは明らかであろう(自身も単曲率モデルである)。この単曲率モデルは、1 方
向に𝐺0連続、もう 1 方向に𝐺1連続なパネリング曲面である。今、区分的滑らかな曲面を構成す
る可展面の離散モデルを𝑛 × 1の PQ メッシュ [29]として考えると、曲面全体で𝑛 × 𝑚の PQ メ

 
(a)柱面パネル 

 
(b)錐面パネル 

 
(c)接線曲面パネル 

図 2-13 可展面パネルの分類 

Ruling 
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ッシュが得られる。この PQ メッシュは、細分割数𝑛 → ∞の極限において滑らかな可展面を𝐺0
連続に接続した元の区分的滑らかな曲面に収束する [12]。この関係と、2.4.3 項で述べた PQ メ
ッシュと共役座標系との関係を考慮すると、ここで考えた区分的滑らかな曲面は、ある曲面𝑆上
の共役座標系の半離散モデルとなる [12]。この半離散モデルは、曲面𝑆の共役座標系による径数
付け𝒙̃(𝑢, 𝑣)に対して、一方の方向のみを離散化することで次のように表現できる(図 2-14)。 

 𝒑𝑖 = 𝒙𝑖(𝑢) ≔ 𝒙̃(𝑢, 𝑖∆𝑣) (2.101) 

ここで、𝑖 ∈ ℤであり、𝒙𝑖: ℝ → 𝔼3となる。このモデルは Developable Strip モデル(D-strip モデ
ル)として定義されるモデル [12]である。この D-strip モデルに基づく単曲率モデルは、単曲率モ
デルの中で最も連続性の高いモデルであることは明らかであろう(2 方向に𝐺1連続は実現不可
能)。与えられた曲面から単曲率モデルを求める場合、共役座標系の半離散化を用いることで性
質の良いモデルを求めることができる。 

ここから、単曲率モデルに関する具体的な既往手法について整理する。上述のように対象とす
る曲面の厳密な離散モデルとして単曲率モデルを求める方法は [12]に限られる。 [12]では、 [29] 
[31]などを用いて得られる共役座標系のアイソパラメータ曲線を B-spline 形式で表し、曲線間に
張られる線織面が可展面となるような最適化問題を解くことで単曲率モデルを得る。一方で、対
象とする曲面を可展面または区分的可展面で近似する手法にはさまざまな手法が存在する。 
[37]は、三角形を帯状につなぎ合わせたメッシュ(三角形ストリップ)が平面展開可能であること
を用いて、対象とするメッシュを三角形ストリップの集合で置換する。各ストリップを割り当て
る対象メッシュ上の領域を求めるために、特徴線による領域分割を初期解として、各領域の幅を
指定された幅以下まで縮小させることでストリップ状の領域に対象のメッシュを分割する。 
[38]は、対象メッシュ上の分割領域を逐次拡大させながら、各ステップで各領域を最良近似する
円錐面を求めることで区分可展面を求める。 [39]は、対象の領域分割が与えられていることを前
提とし、各領域に対応する可展面を(1, 𝑛)の B-spline 曲面で表し、可展条件を強制約、近似・フ
ェアリング条件を弱制約とした最適化問題を解くことで可展面または区分可展面を求める。 
[40]は、可展面が直交する測地線ネットワークにより特徴付けられるという性質に基づき、直交
測地線ネットワークと離散対応する四辺形メッシュを生成することで可展面を生成する。本手
法は、与えられた曲面に対する近似を目的とした手法ではなく可展面のモデリングを目的とし
た手法である。 [41]は、三角形メッシュが可展面となる条件を、全頂点の 1-Ring 近傍にヒンジ

 

  

 

図 2-14 埋め込み写像の半離散化 

Ω {𝒑𝑖} 

𝒙̃ 

𝑖∆𝑣 
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が存在するという条件として直接導き、このヒンジ条件を評価するエネルギーを最小化するこ
とで可展面または区分可展面を求める。 [42]は、四辺形メッシュの中点細分割で得られるメッシ
ュ(チェッカーボードパターン)を利用して、四辺形メッシュ間の等⻑対応関係を定量化し、平面
上の四辺形メッシュと等⻑対応する四辺形メッシュを求めることで可展面を求める。 [43]は、可
展面のガウス写像がS2上の 1 次元量(曲線)となることに着目し、与えられた曲面𝑆の任意の分割
で得られる各部分曲面のガウス写像の 2 次元的広がりを最小化することで、各部分曲面を近似
可展面へと変形し近似的な区分可展面を求める。 

これらの既往手法の中で、建築工学における曲面のパネリングに適した方法は、 [12] [42] [43]
であろう。 [12]は、座標系に基づく分割であるためフェアな分割レイアウトが得られる。 [42]や 
[43]は、求める可展面を近似可展面として緩和しているため、分割レイアウトの制約を受けにく
く自由度の高い分割レイアウトが実現可能である。厳密な可展面が必要となる場合は [12]を、近
似可展面が許容される場合はより自由度の高い [42]や [43]を用いればよい。 

2.4.5 複曲率モデル 

本項では、すべてのパネル曲面が非可展な曲面で定義される複曲率モデルに関して整理する。
複曲率モデルは、任意の曲面パネルを包括する一般モデルであり、対象とする問題ごとに固有の
指標が導入されることが一般的であるため、すべての問題で共通する指標は存在しない。本項で
は、主に、パネル曲面の反復性に関係する事項について整理する。 

双方向に曲率をもつ複曲率パネルは、型枠を用いた成型や切削による成型が必須となるため、
平面パネルや可展面パネルと比較して、パネルの製造コストが大幅に増大する。特に、型枠を用
いた成型を必要とする曲面パネルの場合、型枠の製作コストがパネルの製造コストに大きく影
響する。ここで、型枠の繰返し利用による効率的なパネル製造を行うことができれば、全パネル
の総製造コストを効果的に抑制することが可能となる。このようなパネル製造を可能とするた
めには、可能な限り少ない種類のパネルのみで構成されるパネリング曲面を求める必要がある。
つまり、ここでは、パネルの反復性が重要な指標となる。 

パネルの反復性を考慮したパネリング法は、 [10]や [11]で提案されている。 [10]では、使用す
るパネルを平面・柱面・放物面・トーラス・一般三次曲面に限定したパネリング法を提案してい
る。パネリング問題は混合整数計画問題として定式化され、離散変数と連続変数を分解して扱う
解法が示されている。離散変数を扱うステップでは、型枠に相当する型曲面を複数定義したのち
に、パネル境界で許容されるギャップの範囲内で、各パネルの領域に型曲面を最大効率で割り当
てていく。連続変数を扱うステップでは、離散変数を扱うステップで求まった型曲面の割り当て
の下で、型曲面の形状パラメータとパネリング分割線を最適化変数として、パネル間の不連続量
と対象曲面との誤差を最小化する最適化問題を解く。この手法は任意の曲面に適用可能であり
汎用性が高い一方で、混合整数計画問題を解く必要があり計算コストが非常に大きい。 [11]で
は、曲面の放物面近似とワインガルデン曲面を用いる方法が提案されている。ワインガルデン曲
面は、主曲率に関して特殊な性質をもつ曲面であり次のように定義される。 

定義 2-19 曲面𝑆の主曲率𝜅1， 𝜅2に関するある関数𝐹(𝜅1, 𝜅2)が存在して、𝑆の全域で𝐹(𝜅1, 𝜅2)= 0を満たすとき、曲面𝑆をワインガルデン曲面という。 
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定ガウス曲率曲面(𝜅1𝜅2 − 𝐶 = 0 )や定平均曲率曲面(𝜅1 + 𝜅2 − 𝐶 = 0 )はワインガルデン曲面
の例である。上述の定義から明らかであるが、ワインガルデン曲面は主曲率に関して 1 次元量的
な性質をもつ曲面である。一般の曲面𝑆の場合、𝑆上の点とその主曲率の順序対を対応させる写
像𝑓: 𝑆 → (𝜅1, 𝜅2) ∈ Ωを考えたとき、Ωはℝ2上の 2 次元的広がりをもつ領域となる。これに対し
て、ワインガルデン曲面𝑆の場合、Ωはℝ2上の 1 次元的広がりをもつ領域(i.e., 曲線)となる(図
2-15) 。 つ ま り 、 ワ イ ン ガ ル デ ン 曲 面 上 に は 、 濃 度 が 1 で な い 連 続 な 部 分 集 合 𝑆𝑖 =
{𝒑 ∈ 𝑆|𝐹(𝜅1(𝒑), 𝜅2(𝒑)) = 0}が存在し、𝑆 =∪ 𝑆𝑖となる。この部分集合の存在がパネル曲面の反復
性に大きな役割を果たす。 

ここで、𝒑 ∈ 𝑆で𝑆に接する放物面を考える。𝒑 ∈ 𝑆の主曲率座標系を(𝑥, 𝑦, 𝑧)とし、𝒑で𝑆に接す
る次の放物面𝑆を̂考える。 

 𝑧 = 12𝜅1𝑥2 + 12𝜅2𝑦2 (2.102) 

この放物面𝑆は̂𝒑 ∈ 𝑆で𝑆に接し、𝒑での主曲率方向および主曲率が𝑆の主曲率方向および主曲
率に一致する曲面である。つまり、放物面𝑆は̂𝒑の近傍で𝑆を二次のオーダーまで近似する曲面で
あり、曲面上のある領域内で主曲率の変動が小さければ放物面𝑆は̂対象領域の十分良い近似を与
える。一般的に、曲面のパネリング問題では、1 つのパネルに対応する曲面上の領域内における
曲面の曲率変動は小さいため、放物面𝑆に̂よりパネルを定義すれば、パネルは対象を良く近似す
る。(2.102)が定める放物面は、主曲率𝜅1，𝜅2にのみ依存するため、ワインガルデン曲面を放物面

  
(a)任意曲面 

  
(b)ワインガルデン曲面 

図 2-15 ワインガルデン曲面と主曲率 
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𝑆で̂近似する場合、∀𝒑 ∈ 𝑆𝑖で同じ放物面𝑆𝑖̂により曲面が近似される。つまり、ワインガルデン曲
面を放物面𝑆に̂よりパネリングすることで、パネルの反復を促進することが可能となる(図 2-16)。 
[11]では、パネル総数𝑁枚のパネリング曲面が約

√𝑁種類のパネルで構成できることが数値解析
により実験的に確認されている。さらに、 [11]では、ワインガルデン曲面と等⻑変換を組み合わ
せることで、より自由度の高い曲面を実現するパネリング法も提案されている。 

いずれの方法においても、得られるパネリング曲面は、パネル境界にギャップを生じる不連続
なパネリング曲面となる。パネルの反復性を考慮する手法では、その形状に関する厳しい制約か
らパネル境界での連続性を保つことが困難であるため、パネリング曲面が不連続となることを
許容する場合が多い。これは実際の設計においてパネル境界に配置されるサッシュやシールな
どの接合部材によって、ある程度のギャップを吸収可能であるためである。それぞれの設計条件
に応じて設定される不連続量の許容値を満たすようなパネリング曲面を求めればよい。 

 
 
 
 
 
 

 
(a) (𝜅1, 𝜅2)等位線の分布 

 
(b)放物面パネルによるパネリング 
(等位線に沿ったクラスタリング) 

図 2-16 ワインガルデン曲面の放物面パネルによるパネリング 
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第3章 k-離散柱面モデル 

3.1 概説 

本章では、一般柱面の特殊な離散モデルとして要素反復性と連続性を考慮した𝑘-離散柱面モデ
ルを定義し、任意の柱面を𝑘-離散柱面モデルにより離散化するアルゴリズムを定式化する。自由
曲線を準線とする柱面を壁や屋根の形状に応用した建築は従来から存在し、ガラスや PC パネル
などさまざまな材料を用いて実現されている。これらの建築では、図 3-1 に示す準線の分割で得
られる分割レイアウトによるパネリングが採用されることが一般的である。本章においても、こ
の分割レイアウトを前提として一般柱面の離散モデルをモデル化する。 

上述の分割レイアウトで柱面をパネリングする場合、準線の多角形化で得られるパネリング
曲面(図 3-1(b-1))を採用することが一般的である。このとき得られるパネリング曲面は平面モデ
ルであるため、最もコスト面で優れたパネリング曲面である一方で、パネル接合部にクリースが
生じ曲面の滑らかさが大幅に失われるため意匠面で理想的なパネリング曲面ではない。曲面の
滑らかさを考慮した別のパネリング曲面として、準線の単純な分割で得られるパネリング曲面
(図 3-1(b-2))が考えられる。このパネリング曲面は対象曲面に一致し、意匠面で最も理想的な曲
面であるが、すべてのパネルが曲面パネルとなるためコスト面で不利なパネリング曲面である。
特に自由曲線を準線とする柱面の場合、すべてのパネルが形状の異なる曲面パネルとなるため
パネルの製造コストは大幅に増加する。これらの既往手法の性質を考慮すると、パネルの製造コ
ストを抑制し、かつ、連続性の高いパネリング曲面を実現するためには、(b-1)と(b-2)の中間的
な位置付けとなるパネリング法が求められる。 

パネリング曲面を連続性の側面で評価する場合、1.不連続 2.𝐺0連続 3.𝐺1連続の 3 つに分類し
て評価することが一般的である。1.不連続なパネリング曲面はパネル間にギャップを生じ、2.𝐺0
連続なパネリング曲面はパネル間にクリースを生じるため、ともに滑らかでない曲面として評

 
(a)滑らかな一般柱面 

 
(b-1)多角形化による 

パネリング 

 
(b-2)単純分割による 

パネリング 

図 3-1 柱面のパネリングレイアウト 



50 第 3 章 k-離散柱面モデル 

 

価される。一方で、3.𝐺1連続なパネリング曲面は滑らかな曲面として評価され、𝐺1連続を超え
る高階な連続性は特別区別されない。つまり、連続性の高いパネリング曲面を目的とする場合、
連続性の下限として𝐺1連続を設定すれば十分である。本章では、クリースのない滑らかなパネ
リング曲面を得るために、𝐺1連続を連続性の下限として設定する。 

𝐺1連続を連続性の下限として設定したことにより、曲面パネルが必須となる。2.4 節で述べた
ように、曲面パネルは製造時に型枠を用いた成型や切削による成型など特殊な工程を要するた
め、平面パネルと比較して製造コストが非常に高い。特に、型枠による成型が必要となる場合、
型枠の製作コストが全体コストに大きな影響を与える。このような場合、パネル製造に要する型
枠数を低減しパネルの製造効率を高めることで、パネル全体の製造コストを効果的に抑制する
ことが可能である。そこで、本章では、曲面パネルの製造コストを抑制するために、必要となる
型枠数を制限することを条件として設定する。型枠数の制限により、限られた種類の形状のパネ
ルのみでパネリング曲面を構成する必要が生じる。以上をまとめると、本章で設定する一般柱面
のパネリング条件は以下のようになる。 

[意匠上の条件]   𝐺1連続 
[コスト上の条件]  限られた種類のパネルのみを用いる 

⋯(∗3) 
これらの条件を満たしたうえで、対象とする柱面を最良近似するパネリング曲面を求めるこ

とが本章の目的である。本章の構成は以下の通りである。まず、3.2 節において、本節で示した
パネリング条件を前提とした離散柱面モデルとそれらのモデルの構成に必要となる平面曲線の
離散モデルについて整理する。3.3 節では、3.2 節で定義した離散モデルによる柱面近似アルゴ
リズムについて述べる。3.4 節では、3.3 節で述べる近似アルゴリズムの数値解析例を示し、3.5
節で結言を述べる。 

3.2 準備 

本節では、3.1 節で示した条件(∗3)を満たすパネリング曲面を求めるために必要となる基本的
な事項について整理する。まず 3.2.1 項において、本章で前提とする分割レイアウトに基づく離
散柱面モデルの定義を示す。続いて 3.2.2 項において、平面曲線の離散モデルと arc spline 曲線
の関係を導き、3.2.3 項において arc spline 曲線の数式表現を整理する。最後に、3.2.4 項におい
て、セグメント種類に制約を設けた特殊な arc spline 曲線である𝑘-arc spline 曲線の定義を示し、
その数式表現を与える。 

3.2.1 離散柱面モデル 

本章で対象とする一般柱面は、任意の平面曲線を準線とする柱面であり、準線方向を𝑢パラメ
ータ、準線がのる平面に垂直な方向を𝑣パラメータとして径数付けることができる。準線𝑔の径数
付けを𝒈(𝑢)とすると、柱面𝐶は以下のように径数付けられる。 

 𝒙(𝑢, 𝑣) = 𝒈(𝑢) + 𝑣𝒛 (3.1) 

ここで、𝒛は準線𝑔がのる平面に直交する単位ベクトルである。この径数付けに従えば、𝑢方向
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の離散化{𝑢0, 𝑢1,… , 𝑢𝑛−1}によって図 3-1 に示した分割レイアウトに基づく離散柱面が得られる
ことは明らかであろう。これは、図 3-1 の分割レイアウトに基づく離散柱面の本質が準線𝑔の離
散モデルであることを意味する。よって、平面曲線𝑔を準線とし線織方向を𝒛とする柱面𝐶の離散
モデル𝒞を以下のように定義する。 

定義 3-1 連続な柱面𝐶の準線𝑔に対してその離散モデルを{𝒈𝑖}としたとき、 
𝒞 = {𝒈𝑖 + 𝑣𝒛} 

により定まる直線の可算集合を柱面𝐶に対する離散柱面モデル𝒞という。 

ここで、準線𝑔の離散モデル{𝒈𝑖}が径数付け𝒈(𝑢)の直接的な離散化で得られる点列{𝒈(𝑢𝑖)}であ
る必要はないことに注意する。離散モデル{𝒈𝑖}は、十分な細分割によって準線𝑔に収束するよう
な点列であればよい(図 3-4)。 

ここで、パネリング曲面を構成するパネルを扱うために、離散柱面モデル𝒞の隣接する線分間
の補間を考える。𝒞のすべての線分は平行であるので、線分間が柱面によって補間可能であるこ
とは明らかであろう。この補間により補間柱面{𝐶𝑖,𝑖+1}が生成されるとすると、柱面𝐶𝑖,𝑖+1は次の
ように径数付けられる。 

 𝒙𝑖,𝑖+1(𝑢, 𝑣) = 𝒈𝑖,𝑖+1(𝑢) + 𝑣𝒛   (𝑢 ∈ [0,1], 𝑣 ∈ ℝ) (3.2) 

ここで、𝒈𝑖,𝑖+1(𝑢)は、𝒈𝑖,𝑖+1(0) = 𝒈𝑖，𝒈𝑖,𝑖+1(1) = 𝒈𝑖+1を満たす平面曲線の径数付けであり、柱面
𝐶𝑖,𝑖+1の準線𝑔𝑖,𝑖+1の径数付けに対応する。つまり、離散柱面モデル𝒞を柱面で補間することは、
準線𝑔の離散モデル{𝒈𝑖}を平面曲線で補間することに他ならない。このとき得られる補間曲面
𝐶 ̃ = ⋃𝐶𝑖,𝑖+1の連続性が、補間曲線𝑔 ̃ = ⋃ 𝑔𝑖,𝑖+1の連続性に等しいことは明らかであろう。また、
この曲面𝐶が̃本章で対象とするパネリング曲面(図 3-1)そのものであることも明らかであろう。 

ここで、3.1 節でパネリング曲面に設定した条件(∗3)を考える。𝐶が̃𝐺1連続かつ限られた種類
の柱面のみで構成される曲面であるとき、𝐶は̃条件(∗3)を満たす。𝐶が̃このような曲面であるた
めには、補間曲線𝑔が̃𝐺1連続かつ限られた種類(<セグメント総数)のセグメントのみから構成さ
れる曲線であればよい。曲線の離散モデルの中で、このような補間曲線をもつことが可能なモデ
ルを𝑘-離散モデルとして次のように定義する。 

定義 3-2 滑らかな曲線𝑔の離散モデル{𝒈𝑖}が、 
∃𝒢 = {𝒈𝑗: [0,1] → ℝ3∣𝑗 ∈ Ω = {0,… , 𝑘 − 1}}, ∃ℛ = {𝑅𝑖,𝑖+1 ∈ 𝑆𝑂(3)}, ∃𝒱 = {𝒗𝑖,𝑖+1 ∈ ℝ3}, ∀𝑖, ∃𝜉, 𝜂 ∈ Ω, 

𝒈𝑖−1 = 𝑅𝑖−1,𝑖(𝒈𝜉(0)) + 𝒗𝑖−1,𝑖 
𝒈𝑖 = 𝑅𝑖−1,𝑖(𝒈𝜉(1)) + 𝒗𝑖−1,𝑖 = 𝑅𝑖,𝑖+1(𝒈𝜂(0)) + 𝒗𝑖,𝑖+1 

𝒈𝑖+1 = 𝑅𝑖,𝑖+1(𝒈𝜂(1)) + 𝒗𝑖,𝑖+1 
𝑅𝑖−1,𝑖(𝒈𝜉̇(1)) = 𝑅𝑖,𝑖+1(𝒈𝜂̇(0)) 

を満たすとき、離散モデル{𝒈𝑖}を𝑘-離散モデルという。ここで、𝒈は̇写像𝒈の微分ベクトルであり
𝒈の接ベクトルを表す。 

本章のように平面曲線のみを考える場合は、𝒈𝑗の値域を曲線がのる平面Πに限定すればよい。
𝑘-離散曲線は𝑘種類のセグメントにより𝐺1補間可能な点列である。この𝑘-離散曲線を用いること
で、条件(∗3)を満たす離散柱面モデルが特に𝑘-離散柱面モデルとして次のように定義される。 
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定義 3-3 連続な柱面𝐶の準線𝑔に対してその𝑘-離散モデルを{𝒈𝑖}としたとき、 
𝒞 = {𝒈𝑖 + 𝑣𝒛} 

により定まる直線の可算集合を柱面𝐶に対する𝑘-離散柱面モデル𝒞という。 

本章の目的は、柱面𝐶に対する𝑘-離散柱面モデルの中で、柱面𝐶を最良近似する離散柱面を求
めることである。その定義から明らかに、この問題は、柱面𝐶の準線𝑔に対する𝑘-離散モデルの中
で準線𝑔を最良近似する離散曲線を求めることと等価である。そこで、本章ではこれ以後、準線
𝑔(つまり平面曲線)のみを考察の対象とする。 

3.2.2 平面曲線の離散モデルと arc spline曲線 

3.2.1 項において曲線の特殊な離散モデルとして𝑘-離散モデルを定義した(定義 3-2)。本項では、
対象曲線を平面曲線に限定したとき、この離散モデルの 1 つが、対象曲線の曲率の離散化から得
られることを示す。本項では、平面曲線を対象とするので空間をℝ2に限定して議論する。 

まず、曲率の離散化から曲線の離散モデルが得られることを示す。弧⻑径数𝑠により𝒑(𝑠) ∈ ℝ2
として径数付けられた平面曲線𝑔を考える。𝒑(𝑠)の𝑠に関する微分は𝑔の単位接ベクトルを与える。
この単位接ベクトルを𝒆1(𝑠)とし、𝒆1(𝑠)を半時計回りに𝜋/2回転して得られる単位ベクトルを
𝒆2(𝑠)とすれば、𝒆1(𝑠)および𝒆2(𝑠)は曲線上の正規直交な標構を定める。これをフレネ枠と呼ぶ。
正規直交性から次の関係が成り立つ。 

 [𝒆1′ (𝑠) 𝒆2′ (𝑠)] = [𝒆1(𝑠) 𝒆2(𝑠)] [ 0 −𝜅(𝑠)𝜅(𝑠) 0 ] (3.3) 

ここで、𝜅(𝑠)は曲線上のスカラー関数であり曲線の曲率を表す。(3.3)は平面曲線に関するフレ
ネの公式と呼ばれる。(3.3)は常微分方程式であり、曲率𝜅(𝑠)が定まれば境界条件の自由度を除い
てフレネ枠が一意に定まることを意味する。𝒆1(𝑠) = 𝒑′(𝑠)の関係から、ここでも同様に𝒆1(𝑠)が定
まれば境界条件の自由度を除いて𝒑(𝑠)が一意に定まるので、(3.3)は曲率𝜅(𝑠)が定まれば境界条件
の自由度を除いて平面曲線𝒑(𝑠)が一意に定まることを意味する。これは平面曲線の基本定理とし
て次のように整理される。 

定理 3-1 曲率𝜅(𝑠)が定まれば合同変換に関する自由度を除いて平面曲線は一意に定まる。 

 
(a)離散準線モデル 

 
(b)離散柱面モデル 

図 3-2 離散柱面モデルと離散準線モデル 

𝒈𝑖 
𝒈𝑖 
𝒈𝑖 + 𝑣𝒛 

𝑔 
𝐶 

Π 
𝒞 

Π 

𝒛 𝔼3 
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次に、平面曲線𝑔の離散モデル{𝒈𝑖}を考える。一般的に、微分方程式の解に対する離散モデル
を考える場合、図 3-3 に示す対応関係を満たすことが重要である [44]。つまり、平面曲線の離散
モデルを考える場合、(3.3)の離散化により得られる離散曲線(点列)が、離散幅∆𝑠 → 0の極限に
おいて(3.3)の一般解に収束すればよい。そこで、曲線𝒑(𝑠)の定義域を[0, 𝑠]̃としてこの定義域を𝑛
等分して離散化することを考える。区間[𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1]で曲率が𝜅𝑖 = 𝜅(𝑠𝑖) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.であると仮定すれば
(3.3)から次の関係が導ける。 

 𝒆1′′(𝑠) = −𝜅𝑖2𝒆1(𝑠) (3.4) 

この微分方程式の解は次のように得られる。 

 𝒆1(𝑠) = [cos(𝜅𝑖𝑠 + 𝜃𝑖)sin(𝜅𝑖𝑠 + 𝜃𝑖)] (3.5) 

ここで、𝜃𝑖は境界条件から定まる積分定数である。上式を𝑠に関して積分することで区間
[𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1]における曲線𝒑𝑖(𝑠)が次のように得られる。 

 

𝒑𝑖(𝑠) = ∫ 𝒆1(𝑠)𝑑𝑠𝑠
𝑠𝑖

+ 𝒈𝑖 
= 1𝜅𝑖 [ sin(𝜅𝑖𝑠 + 𝜃𝑖)− cos(𝜅𝑖𝑠 + 𝜃𝑖)] + 𝒈𝑖 + 1𝜅𝑖 [− sin(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)cos(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖) ] 

(3.6) 

ここで、𝒈𝑖は境界条件から定まる積分定数であり曲線𝒑𝑖(𝑠)の始点である。上式は点𝒈𝑖を𝑪𝑖 =
𝒈𝑖 + 1/𝜅𝑖[− sin(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)  cos(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)]を中心として回転させて得られる軌跡を表しており、区
間[𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1]における曲線𝒑𝑖(𝑠)が𝑪𝑖を中心とする半径1/𝜅𝑖の円弧であることを意味する。各区間で
(3.5)，(3.6)を求める際に用いる境界条件が連続であることを仮定すれば、区間[0, 𝑠]̃で𝐺1連続に
接続された𝑛個の円弧が得られる。この曲線は、arc spline 曲線 [45]に等しく、平面曲線の曲率
𝜅 = 𝜅(𝑠)の離散化による離散的なフレネの公式から arc spline 曲線(厳密には arc spline 曲線によ
って補間可能な点列)が得られることを意味する。この曲線を離散曲線(i.e., 点列)として解釈す
れば、点列{𝒈𝑖}は(3.6)から次の関係を満たす。 

 𝒈𝑖+1 = 𝒑𝑖(𝑠𝑖+1) = 𝒈𝑖 + 1𝜅𝑖 [ sin(𝜅𝑖𝑠𝑖+1 + 𝜃𝑖) − sin(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)− cos(𝜅𝑖𝑠𝑖+1 + 𝜃𝑖) + cos(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)] (3.7) 

次に、この点列が離散幅∆𝑠 → 0の極限において(3.3)の一般解に収束することを示す。終点𝒈𝑛

微分方程式 𝑓′(𝑥) = 𝑎𝑓(𝑥)  
差分方程式 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) = 𝑎ℎ𝑓(𝑥) 

↓  ↓ 
微分方程式の解 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥𝑓(0)  

差分方程式の解 
𝑓(𝑥) = (1 + 𝑎ℎ)𝑥ℎ𝑓(0) 

 

図 3-3 微分方程式と離散モデル [44] 

ℎ → 0 

離散化 

ℎ → 0 
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が曲線の終点𝒑(𝑠)̃に収束することを示せばよい。終点𝒈𝑛は曲線の始点𝒈0 = 𝒑(0)から(3.7)を順次
適用することで次のように得られる。 

 𝒈𝑛 = 𝒈0 + ∑ 1𝜅𝑖 [ sin(𝜅𝑖𝑠𝑖+1 + 𝜃𝑖) − sin(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)− cos(𝜅𝑖𝑠𝑖+1 + 𝜃𝑖) + cos(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖)]
𝑛−1
𝑖=0

 (3.8) 

上式はテイラー展開を用いて次のように変形される。 

 𝒈𝑛 = 𝒈0 + ∑[∆𝑠 ⋅ cos(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖) + 𝑜(∆𝑠2)∆𝑠 ⋅ sin(𝜅𝑖𝑠𝑖 + 𝜃𝑖) + 𝑜(∆𝑠2)]
𝑛−1
𝑖=0

 (3.9) 

ここで、(3.3)の境界条件として𝒆1(0) = [cos𝜃0, sin𝜃0]が与えられているとすると、各区間で境界
条件が連続であることを仮定したので、(3.5)を順次適用することで𝜃𝑖は次のように得られる。 

 𝜃𝑖 = 𝜃0 + ∑𝜅𝑗∆𝑠𝑖−1
𝑗=0

− 𝜅𝑖𝑠𝑖 (3.10) 

(3.10)を(3.9)に代入して次が得られる。 

 𝒈𝑛 = 𝒈0 + ∑
⎣⎢
⎡∆𝑠 ⋅ cos (𝜃0 + ∑ 𝜅𝑗∆𝑠𝑖−1

𝑗=0 ) + 𝑜(∆𝑠2)
∆𝑠 ⋅ sin (𝜃0 + ∑ 𝜅𝑗∆𝑠𝑖−1

𝑗=0 ) + 𝑜(∆𝑠2)⎦⎥
⎤𝑛−1

𝑖=0
 (3.11) 

(3.11)は∆𝑠 → 0の極限で次に収束する。 

 𝒈𝑛 = 𝒈0 + ∫
⎣⎢
⎢⎢⎡

cos(𝜃0 + ∫ 𝜅(𝑠)𝑑𝑠𝑠
0

)
sin(𝜃0 + ∫ 𝜅(𝑠)𝑑𝑠𝑠

0
)⎦⎥

⎥⎥⎤𝑑𝑠𝑠̃
0

 (3.12) 

これは、(3.3)式の解曲線 [46]の𝑠 = 𝑠に̃おける点に一致するので、離散曲線{𝒈𝑖}は対象曲線に
収束する。以上の議論により、平面曲線𝑔の曲率を離散化することで得られる離散曲線{𝒈𝑖}が離
散幅∆𝑠 → 0の極限で対象曲線に収束すること、および、離散曲線{𝒈𝑖}が円弧により𝐺1補間可能

 
(a)Division=6 

 
(b)Division=12 

 
(c)Division=18 

図 3-4 離散モデルの収束 

𝒈𝑖 𝒈𝑖 𝒈𝑖 
𝑔 𝑔 𝑔 
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であることが示せた(図 3-4)。 
次に、ここで導かれた離散モデルが𝑘-離散モデルとなる条件を考える。離散曲線{𝒈𝑖}は一般的

に点列の補間に𝑘 = 𝑛種類の円弧を要するが、このとき𝑘 < 𝑛であれば𝑘-離散モデルの条件を満た
す。この条件を満たすためには、ある濃度𝑘の実数集合ℳ = {𝜅0, 𝜅1,… , 𝜅𝑘−1}が存在して、(3.4)
で用いた各区間[𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1]の定曲率𝜅𝑖が𝜅𝑖 ∈ ℳを満たせばよいが、このようにして定める定曲率𝜅𝑖
は離散曲線としての収束条件を満たす必要がある。離散曲線としての収束条件は、∆𝑠 → 0(つま
り𝑛 → ∞)の極限で(3.11)が(3.12)に収束することであった。今、通常の離散モデルを導く定曲率
を𝜅𝑖(= 𝜅(𝑠𝑖))とし、集合ℳから設定される定曲率を𝜅𝑖̃とすれば、𝑘 → 𝑛の極限で𝜅𝑖̃ → 𝜅𝑖となるよ
うに、集合ℳおよびセグメント集合𝒜との対応関係𝜆:𝒜 → ℳが定まっていれば、𝜅𝑖̃が導く離散
曲線は𝜅𝑖が導く離散曲線に収束するので、∆𝑠 → 0の極限で対象曲線に収束する。よって、𝑘 → 𝑛
の極限で𝜅𝑖̃ → 𝜅𝑖を満たす定曲率𝜅𝑖̃が導く離散曲線は、平面曲線の𝑘-離散モデルとなる。 

以上で、平面曲線の曲率の離散化により得られる離散モデルの補間曲線が arc spline 曲線に一
致すること、および、その離散モデルが𝑘-離散モデルとなるための離散化における条件が導かれ
た。本章ではこれ以後、ここで導かれた離散モデル(i.e., arc spline 曲線によって補間可能な離散
モデル)を求めるべき離散モデルとする。 

3.2.3 Arc spline曲線 

本項では、3.2.2 項で導かれた曲率の離散化から得られる平面曲線の離散モデルの自然な補間
曲線である arc spline 曲線について整理する。 

Arc spline 曲線は、円弧セグメントまたは直線セグメントを𝐺1連続に接続した曲線として定義
され、CNC 加工機のツールパスへの応用を主な目的として CAD 分野で広く研究されてきた。
Arc spline 曲線をツールパスとして応用した場合、直線セグメントのみで構成されるパスと比較
して、加工機の挙動安定性・加工効率・加工精度において多くの利点がある [47] [48]。CAD ソ
フトウェア上で Nurbs 形式や B-spline 形式で定義された曲線を arc spline 曲線に置換するため
に、離散点列を対象とした arc spline 近似手法 [49] [45] [50] [51] [48] [52] [53]や曲線を対象とし
た arc spline 近似手法 [54] [55] [47] [56] [57] [58] [48] [59]がこれまでに数多く提案されている。
これらの手法の多くは、biarc 曲線 [60]を用いて対象曲線を近似する arc spline 曲線を求める手
法である。biarc 曲線は、𝐺1連続に接続された 2 つの円弧のペアで構成される曲線であり、任意
の 2 点とその 2 点での接ベクトルを補間することが可能である。1 つの円弧が任意の 2 点と 2 点
のうちの 1 点での接ベクトルのみ補間可能であるのに対して、biarc 曲線は両端点での接ベクト
ルまで補間可能であるうえ、形状決定において境界条件以外にさらにもう 1 自由度をもつため
制御性が高い。上述の手法の多くは、対象点列間を biarc 曲線で補間することで arc spline 曲線
を生成するアプローチを採用している。それぞれは、補間点列の抽出法・補間点列での接ベクト
ルの推定法・biarc 曲線の形状決定法(形状決定のために必要な第六条件の設定)に違いがある。
biarc 曲線を用いない方法としては、arc spline 曲線を有理 Bézier 形式で直接表現し対象曲線と
の誤差を最小化する方法 [49]や、対象曲線を二次 Bézier 曲線に限定したうえで対象を曲率単調
な部分曲線に分割し、各部分曲線に一つの円弧を割り当てる方法 [54]などが存在する。 

これらの既往研究においては、arc spline 曲線による近似アルゴリズムは、近似精度と必要と
なる円弧セグメント総数で評価され、より少ないセグメント数でより精度の高い arc spline 曲線
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を求めることが目的とされている。これは、既往研究の多くが arc spline 曲線を CNC 加工機の
ツールパスへ応用することを目的としているためである。このような評価指標から、既往研究の
アプローチは大きく二つに分類することが可能である。1 つのアプローチは、指定された許容誤
差の範囲内でより少ないセグメント数の arc spline 曲線を生成するアプローチであり、もう 1 つ
のアプローチは曲率などの情報を用いて適切なセグメント数を推定したうえで対象との誤差を
最小化するアプローチである。本論文の目的は、arc spline 曲線を補間曲線としてもつ平面曲線
の𝑘-離散モデル(定義 3-2)の中で、対象とする曲線を最良近似するものを求めることであるので、
後者と類似の最適化によるアプローチを用いる。 

最適化によるアプローチにおいて、対象曲線に対する離散モデルの近似精度を評価するため
に、離散モデルと対象曲線上の対応点との二乗距離を用いる。本論文で扱う離散モデルは、arc 
spline 曲線を補間曲線としてもつ離散曲線であるので、arc spline 曲線の表示式を用いて離散曲
線(i.e., 点列)を表すことができる。3.2.2 項で示したように、𝑘-離散モデルでは濃度𝑘の実数集合
{𝜅0, 𝜅1,… , 𝜅𝑘−1}と区間の対応関係を考慮する必要があるが、ここではまず、この関係を考慮し
ない通常の離散モデルの表示式を示す。この対応関係を考慮する表示式は 3.2.4 項で詳細を示す。 

Arc spline 曲線のセグメント結節点列を{𝑷𝑖}、結節点における単位接ベクトル列を{𝒆𝑖1}、セグ
メントの曲率半径列を{𝑟𝑖}、弧⻑列を{𝑙𝑖}、セグメントの従法線ベクトル列を{𝒆𝑖3}とする(図 3-5)。
このとき点列{𝑷𝑖}が離散曲線に対応する。Arc spline 曲線の第𝑖セグメントは次のように表され
る。 

 𝑷𝑖(𝑠) = 𝑟𝑖
⎣⎢
⎢⎡cos(𝒆𝑖,𝑧3 𝑠𝑟𝑖 + 𝜃𝑖)

sin (𝒆𝑖,𝑧3 𝑠𝑟𝑖 + 𝜃𝑖)⎦⎥
⎥⎤ + 𝑷𝑖 − 𝑟𝑖 [cos(𝜃𝑖)sin(𝜃𝑖)] ,    𝑠 ∈ [0, 𝑙𝑖]  (3.13) 

ここで、𝜃𝑖は𝒆𝑖1がX軸となす角度、𝒆𝑖,𝑧3 ∈ {−1,1}は第𝑖セグメントの従法線ベクトル𝒆𝑖3のZ成分
を表す。(3.13)から点列の漸化式が次のように得られる。 

 

𝑷𝑖+1 = 𝑷𝑖(𝑙𝑖) 
= 𝑟𝑖 [cos(𝜃𝑖+1)sin(𝜃𝑖+1)] + 𝑷𝑖 − 𝑟𝑖 [cos(𝜃𝑖)sin(𝜃𝑖)] 
= 𝑷𝑖 + 𝑟𝑖(𝒆𝑖+11 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3      (𝑖 = 0,1… 𝑛 − 1)  

(3.14) 

また、単位接ベクトルの漸化式が次のように得られる。 

 𝒆𝑖+11 = 𝑅 (𝒆𝑖,𝑧3 𝑙𝑖𝑟𝑖) 𝒆𝑖1      (𝑖 = 0,1…𝑛 − 1) (3.15) 

ここで、𝑅(∙)はX-Y平面上の回転行列を表す。離散モデルがもつ補間曲線(i.e., arc spline 曲線)
を含めた近似精度を評価する場合、arc spline 曲線の各セグメント上の 1 点を評価点として追加
することが有効である。これは、1 円弧が 3 補間点を指定することで一意に決定されるためであ
る。本研究では、評価点として各セグメントの中点を採用する。第𝑖セグメントの中点𝑷𝑖𝑚は以下
のように得られる。 
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 𝑷𝑖𝑚 = 𝑷𝑖 + 𝑟𝑖 (𝑅 (𝒆𝑖,𝑧3 𝑙𝑖2𝑟𝑖) 𝒆𝑖1 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3       (𝑖 = 0,1… 𝑛 − 1) (3.16) 

以上で、arc spline 曲線を補間曲線としてもつ離散モデルの漸化形式の表示式が得られた。補
間曲線である arc spline 曲線の境界条件(初期点𝑷0および初期点での単位接ベクトル𝒆01)、セグメ
ントの曲率半径列{𝑟𝑖}、弧⻑列{𝑙𝑖}、セグメントの従法線ベクトル列{𝒆𝑖3}によって離散モデルが
制御される。また、すべての表示式は𝑷0, 𝒆01, 𝑟𝑖, 𝑙𝑖に関して可微分であることは明らかであろう。 

3.2.4 k-arc spline曲線 

3.2.3 項では、曲率の離散化から得られる通常の離散モデルがもつ補間曲線である arc spline 曲
線について整理した。本項では、この離散モデルが𝑘-離散モデルとなるときの補間曲線である特
殊な arc spline 曲線について示す。 

3.2.2 項で示したように、曲率の離散化から得られる離散モデルが𝑘-離散モデルとなるとき、
そ の 補 間 曲 線 で あ る arc spline 曲 線 の セ グ メ ン ト 曲 率 𝜅𝑖 は 、 濃 度 𝑘 の あ る 実 数 集 合
{𝜅0, 𝜅1,… , 𝜅𝑘−1}に含まれる。このような性質を満たす arc spline 曲線を𝑘-arc spline 曲線として
次のように定義する。 

定義 3-4 𝒜 = {𝐴0,𝐴1,⋯ ,𝐴𝑛−1}を𝑛セグメントで構成される arc spline 曲線とし、(𝑟𝑖, 𝑙𝑖)を第𝑖 
セグメント𝐴𝑖の半径と弧⻑とする。このとき、ある集合ℳ = {(𝑟0, 𝑙0),⋯ , (𝑟𝑘−1, 𝑙𝑘−1)} (2 ≤ 𝑘 <
𝑛)が存在して、 

{(𝑟𝑖, 𝑙𝑖)|𝑖 = 0,1,… , 𝑛 − 1} = ℳ 
を満たすとき、𝒜を𝑘-arc spline 曲線という。 

定義中の右下添え字は、arc spline 曲線の始点から始まるセグメントインデックスを表し、右
上添え字は𝑘種類の型となる円弧のインデックスを表す。以下の議論では統一してこの表記を採
用する。上記の定義から明らかであるが、𝑘-arc spline 曲線は𝑘種類の円弧によって構成される arc 
spline 曲線であり、𝑘種類の円弧の曲率半径と弧⻑が(𝑟0, 𝑙0),⋯ , (𝑟𝑘−1, 𝑙𝑘−1)に対応している。𝑘-arc 
spline 曲線の形状を決定するためには、𝑛個のセグメントと𝑘種類の円弧の対応関係を決定する必
要があるが、この対応関係は写像𝜆 ∶ {0, 1,… , 𝑛 − 1} → {0, 1,… , 𝑘 − 1}で定めることができる。前

 
図 3-5 Arc spline 曲線 
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項で示した通常の arc spline 曲線の点列表示式を𝑘-arc spline 曲線に拡張するために、写像𝜆を用
いて以下の変数を導入する。 

 𝛿𝑖,𝑗 = {1   (𝜆(𝑖) = 𝑗)0   (𝜆(𝑖) ≠ 𝑗) (𝑖 = 0,1…𝑛 − 1, 𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) (3.17) 

この変数𝛿𝑖,𝑗の導入により、(3.14)〜(3.16)は以下のように拡張することができる。 

 𝑷𝑖+1 = 𝑷𝑖 + ∑𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗
𝑗

(𝒆𝑖+11 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3        (𝑖 = 0,1… 𝑛 − 1)   (3.18) 

 
𝑷𝑖𝑚 = 𝑷𝑖 + ∑𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗

𝑗
(𝑅(𝒆𝑖,𝑧3 ∑ 𝛿𝑖,𝑗𝑙𝑗𝑗2 ∑ 𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗𝑗

)𝒆𝑖1 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3        
(𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)  

(3.19) 

 𝒆𝑖+11 = 𝑅(𝒆𝑖,𝑧3 ∑ 𝛿𝑖,𝑗𝑙𝑗𝑗∑ 𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗𝑗
)𝒆𝑖1      (𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)  (3.20) 

以上で、arc spline 曲線を補間曲線としてもつ𝑘-離散モデルの漸化形式の表示式が得られた。
ここでは、補間曲線である arc spline 曲線の境界条件(初期点𝑷0および初期点での単位接ベクト
ル𝐞01)、𝑘種類の円弧の曲率半径と弧⻑{(𝑟𝑗, 𝑙𝑗)}, セグメントと円弧の対応関係{𝛿𝑖,𝑗}、セグメント
の従法線ベクトル列{𝒆𝑖3}によって離散モデルが制御される。また、ここでもすべての表示式が
𝑷0, 𝒆01, 𝑟𝑗, 𝑙𝑗に関して可微分であることは明らかであろう。 

3.3 k-Arc Spline Approximation 

3.2 節において、平面曲線の𝑘-離散モデルのうち補間曲線が arc spline 曲線となる離散モデル
が導かれ、この離散モデルがもつ補間曲線が特に𝑘-arc spline 曲線として定義された。本章の目
的は、arc spline 曲線を補間曲線としてもつ𝑘-離散モデルの中で、対象曲線を(補間曲線も含めた
意味で)最良近似する離散曲線を求めることである。この問題は対象曲線を最良近似する𝑘 -arc 
spline 曲線を求める問題に等しい。本節では、この最良近似曲線を導く最適化アルゴリズムにつ
いて述べる。最適化アルゴリズムは、最適化ステップと初期化ステップの 2 つのステップで構成
される(図 3-7)。まず、3.3.1 項において最適化ステップで解く最適化問題の定式化について述べ、
3.3.2 項において初期化ステップで行う最適化問題の初期化について述べる。 

3.3.1 最適化問題 

3.3.1.1 近似エネルギー 

𝑘-arc spline 曲線の近似精度を、𝑘-arc spline 曲線上の点列と対象曲線上の対応点との二乗距離
の総和により次のように評価する。 
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 𝐸 = ∑⟨𝑷𝑖̃ − 𝑷𝑖, 𝑷𝑖̃ − 𝑷𝑖⟩𝑛
𝑖=0

+ ∑⟨𝑷𝑖̃𝑚 − 𝑷𝑖𝑚,𝑷𝑖̃𝑚 − 𝑷𝑖𝑚⟩𝑛−1
𝑖=0

 (3.21) 

ここで、𝑷𝑖および𝑷𝑖𝑚は(3.18)，(3.19)で表される𝑘-arc spline 曲線のセグメント結節点とセグ
メント中点であり、𝑷𝑖̃および𝑷𝑖̃𝑚は各点に対応する対象曲線上の点である(3.3.2 項にて詳述)。本
章における以下の議論では、 ∙ ̃は対象曲線の幾何量を表す。 

3.3.1.2 補間制約 

特定点において対象曲線を補間する必要がある場合、制約条件が必要となる。ここでは、特に
始終点での補間制約について示す。始終点における𝐺0補間条件は以下である。 

 {𝑷0̃ − 𝑷0 = 𝟎
𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛 = 𝟎   (3.22) 

(3.18)〜(3.20)において、初期点𝑷0は独立変数であるので𝑷0を定数として扱うことで第 1 式は
省略することができる。よって、𝑷0を変数から除外したうえで以下の条件を制約として設定す
ればよい。 

 𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛 = 𝟎 (3.23) 

ここで、𝐺0補間制約として、ノルム二乗の形式⟨𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛,𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛⟩ = 0を用いないことに注意
する。これは、ノルム二乗形式の制約式では、制約式の勾配ベクトルが許容解で零ベクトルとな
り、数値解析の安定性に影響を及ぼすためである。次に、始終点において𝐺1補間が求められる
場合、以下の条件を制約として設定する。 

 ⎩{⎨
{⎧ 𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛 = 𝟎1𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠 (〈𝒆𝑛̃1 , 𝒆𝑛1 〉 − 1) = 0  (3.24) 

𝐺0補間制約の場合と同様に、𝑷0および𝒆01を定数として扱い変数から除外することで始点にお
ける制約を省略した。第 2 式中の𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠は、最適化アルゴリズム内で用いる制約に対する零閾値
である。終点における接ベクトルの補間条件である第 2 式は、第 1 式と異なりノルム二乗の形式
であるので、スケールの違いを考慮して𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠でスケーリングする。 

3.3.1.3 閉曲線制約 

対象曲線が閉曲線である場合、𝑘-arc spline 曲線が𝐺1連続な曲線であるためには次の制約が必
須である。 

 ⎩{⎨
{⎧ 𝑷𝑛 − 𝑷0 = 𝟎1𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠 (〈𝒆𝑛1 , 𝒆01〉 − 1) = 0  (3.25) 

𝐺1補間条件の場合と同様に、接ベクトルに関する制約である第 2 式を𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠でスケーリングす
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る。この場合は、𝑷0および𝒆01も変数として扱う。 

3.3.1.4 側面制約 

𝑘-arc spline 曲線の曲率変数および弧⻑変数に側面制約を設定することでセグメント形状を直
接制御することが可能となる。第𝑗種類の円弧を制御する場合、上下限値を指定することで側面
制約が次のように設定される。 

 𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ 𝑟𝑗 ≤ 𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗 , 𝑙𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ 𝑙𝑗 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥𝑗  (3.26) 

𝑘-arc spline 曲線の曲率半径と弧⻑は正であることを前提としているので、ここで指定する下
限値𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 および𝑙𝑚𝑖𝑛𝑗 は正数とする。特定の上下限値が設定されない場合においても、最適化アル
ゴリズムの発散を防ぐために、十分大きな値𝛾 ≈ 1.0𝑒 + 12および十分小さな値𝜀 ≈ 1.0𝑒 − 6を上
下限値として設定する。しかし、3.3.2 項で示す初期化により精度の高い初期解が得られるため、
実際の問題でデフォルトの境界に到達することは極めてまれである。 

3.3.1.5 スケーリング変数 

最適化問題の解法アルゴリズム(e.g., 準ニュートン法や逐次二次計画法)や初期化アルゴリズ
ム(3.3.2 項)の内部では、複数の線形方程式を解く必要がある。ここで変数のスケールに大きな不
規則性がある場合、線形方程式が不安定となりアルゴリズム全体の不安定性を引き起こす可能
性がある。特に、小さな曲率の曲線を短いセグメントにより離散化する場合、変数スケールに関
して次の関係が生じる。 

 𝑙0 ≈ 𝑙1 ≈ ⋯ ≈ 𝑙𝑘−1 � 𝑟0 < 𝑟1 < ⋯ < 𝑟𝑘−1 (3.27) 

このような変数スケールの不規則性を改善するために、次のように定義されるスケーリング
変数∆𝑷0,∆𝜃0,∆𝑟𝑗,∆𝑙𝑗を導入する。 

 𝑷0 = 𝑷0,𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 + ∆𝑷0   
(3.28) 

 𝒆01 = 𝑅(∆𝜃0)𝒆0,𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙1  
 𝑟𝑗 = ∆𝑟𝑗 × 𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗   (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
 𝑙𝑗 = ∆𝑙𝑗 × 𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗   (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 

ここで、𝑷0,𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙, 𝒆0,𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙1 , 𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗 , 𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗 はそれぞれの変数の初期値である。これらのスケーリ
ング変数の導入により、点列の表示式(3.18)〜(3.20)は次のように書き換えられる。 

 𝑷𝑖+1 = 𝑷𝑖 + ∑𝛿𝑖,𝑗∆𝑟𝑗𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗
𝑗

(𝒆𝑖+11 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3        (𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)   (3.29) 

 
𝑷𝑖𝑚 = 𝑷𝑖 + ∑𝛿𝑖,𝑗∆𝑟𝑗𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗

𝑗
(𝑅(𝒆𝑖,𝑧3 ∑ 𝛿𝑖,𝑗∆𝑙𝑗𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗𝑗2∑ 𝛿𝑖,𝑗∆𝑟𝑗𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗𝑗

)𝒆𝑖1 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3 
(𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)  

(3.30) 
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 𝒆𝑖+11 = 𝑅(𝒆𝑖,𝑧3 ∑ 𝛿𝑖,𝑗∆𝑙𝑗𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗𝑗∑ 𝛿𝑖,𝑗∆𝑟𝑗𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗𝑗
)𝒆𝑖1      (𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)  (3.31) 

3.3.1.6 混合整数計画問題と連続最適化問題 

3.3.1.1 項で示した近似エネルギー関数を目的関数とし、3.3.1.2 項〜3.3.1.4 項で示した制約を
制約条件とする非線形混合整数計画問題が次のように定式化される。 

 
(𝑃 ) find ∆𝑷0 ∈ ℝ2,∆𝜃0 ∈ ℝ,∆𝑟0,… , ∆𝑟𝑘−1 ∈ ℝ,∆𝑙0,… ,∆𝑙𝑘−1 ∈ ℝ 

𝛿0,0,… , 𝛿𝑛−1,𝑘−1 ∈ {0,1}, 𝒆03,… , 𝒆𝑛−13 ∈ {(0,0,1), (0,0,−1)}, 𝑛 ∈ ℕ 
(3.32) 

 min 𝐸 
 s. t. ∆𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑟𝑗 ≤ ∆𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗    (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ∆𝑙𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑙𝑗 ≤ ∆𝑙𝑚𝑎𝑥𝑗     (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ℎ𝜉 = 0   (𝜉 = 0,1,… )  𝑖𝑓 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑟𝑦. 

 ℎ𝜉 = 0は必要に応じて設定される補間制約や閉曲線制約である。最適化問題(3.32)の最適化変
数のうち、∆𝑷0，∆𝜃0，∆𝑟𝑗，∆𝑙𝑗は連続変数であり、𝛿𝑖,𝑗，𝒆𝑖3，𝑛は離散変数であるので、この問
題は連続変数と離散変数の双方を含む非線形の混合整数計画問題である。この混合整数計画問
題の最適解を求めるためには、貪欲法やヒューリスティック手法が必須となるが、それらの解法
の計算コストは非常に高く効率的に最適解を求めることは困難である。そこで、本論文では、あ
らかじめ推定された離散変数を定数として扱うことで、最適化問題(3.32)を連続最適化問題に置
換する方法を用いる。これは貪欲法と類似の方法であるが、通常の貪欲法とは異なり、目的関数
𝐸とは別の指標を用いて離散変数を決定する。離散変数の推定方法に関しては、3.3.2 項におい
て詳細を述べる。離散変数の定数化により、最適化問題(3.32)は以下に示す連続な非線形最適化
問題となる。 

 
(𝑃 ) find ∆𝑷0 ∈ ℝ2,∆𝜃0 ∈ ℝ,∆𝑟0,… , ∆𝑟𝑘−1 ∈ ℝ,∆𝑙0,… ,∆𝑙𝑘−1 ∈ ℝ  

(3.33) 

 min 𝐸 
 s. t. ∆𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑟𝑗 ≤ ∆𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗    (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ∆𝑙𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑙𝑗 ≤ ∆𝑙𝑚𝑎𝑥𝑗     (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ℎ𝜉 = 0   (𝜉 = 0,1,… )  𝑖𝑓 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑟𝑦. 

 
本研究では、側面制約のみをもつ問題に対して準ニュートン法を、補間制約や閉曲線制約をも

つ問題に逐次二次計画法を適用する。準ニュートン法では、各ステップにおいて、BFGS 法で定
まる 2 次の近似行列𝐵𝑘を用いて解の更新方向𝒅𝑘を決定し、ウルフの基準を用いた直線探索によ
り更新幅𝛼𝑘を決定する [61] [62]。逐次二次計画法では、各ステップにおいて、2 次の近似行列に
違いをもつ 2 つの部分問題を解くことで解の更新方向𝒅𝑘を求める。一方の近似行列は準ニュー
トン法と同様に BFGS 法で定まる行列𝐵𝑘とし、もう一方の近似行列は次のように定まる対角行
列𝐷𝑘とする 

 𝐷𝑘(𝑖, 𝑖) = 𝐿𝑥𝑥(𝑖, 𝑖) (3.34) 
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ここで、𝐿𝑥𝑥は最適化問題のラグランジュ関数の未定乗数以外の変数に関するヘッセ行列であ
る。𝐵𝑘から求まる更新方向𝒅𝑄𝑁,𝑘は準ニュートン的な方向、𝐷𝑘から求まる更新方向𝒅𝑆𝐷,𝑘は最急
降下的な方向と解釈することができる [63]。𝒅𝑄𝑁,𝑘と𝒅𝑆𝐷,𝑘の配分割合𝜂を直線探索により決定す
る。本研究では、𝜂 = 0.0, 0.1,… ,1.0に対して、𝒅 = 𝜂𝒅𝑄𝑁,𝑘 + (1 − 𝜂)𝒅𝑆𝐷,𝑘方向のアルミホ基準に
よる直線探索を実行し、最もメリット関数を減少させる方向を更新方向𝒅𝑘として採用する。更新
幅𝛼𝑘もこの直線探索により同時に求める。 

準ニュートン法および逐次二次計画法のいずれの方法においても、効率的かつ安定的に最適
解を求めるためには適切な初期値が必要である。連続変数の適切な初期値は、初期化アルゴリズ
ムによる離散変数の推定時に同時に求めることが可能であるので、3.3.2 項において詳細を示す。 

3.3.2 初期化アルゴリズム 

前項において、対象曲線を最良近似する𝑘-arc spline 曲線を求める問題が連続最適化問題(3.33)
として定式化された。対象とする曲線に対して連続最適化問題(3.33)を設定するためには、離散
変数𝛿𝑖,𝑗，𝒆𝑖3，𝑛の推定が必要である。さらに、(3.33)を効率的に解くためには、連続変数𝑷0,𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙，𝜃0,𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙，𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗 ，𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗 の適切な初期値が必要となる。本項では、これらの変数の推定方法につ
いて述べる。 

3.3.2.1 Curvature Clusteringアルゴリズム 

3.2.2 項において、平面曲線の離散モデルの中で arc spline 曲線による補間曲線をもつ離散曲
線が、曲線の曲率𝜅(𝑠)の離散化によって得られることを示した。この離散曲線が連続な曲線に収
束するためには、離散幅∆𝑠 → 0の極限で{𝜅𝑖} → 𝜅(𝑠)を満たす曲率の離散化であればよかった
(これが成り立てば(3.11)は(3.12)へ収束する)。さらに、この離散モデルが𝑘-離散モデルであるた
めには、ある濃度𝑘の実数集合ℳ = {𝜅0, 𝜅1,… , 𝜅𝑘−1}が存在して、𝜅𝑖 ∈ ℳであり𝑘 → 𝑛，∆𝑠 → 0
の極限で{𝜅𝑖} → 𝜅(𝑠)を満たせばよいのであった。これらの収束条件を満たす曲率𝜅(𝑠)の離散化
方法はさまざまであるが、ここでは良い近似曲線を与える曲率𝜅(𝑠)の離散化方法を考える。 

平面曲線の基本定理(定理 3-1)から、平面曲線は合同変換による自由度を除いて曲率𝜅(𝑠)によ
って一意に定まるのであった。この定理に基づけば、2 つの曲線𝑐1, 𝑐2を考えたとき、両曲線の曲
率が𝜅1(𝑠) ≈ 𝜅2(𝑠)であり両曲線が同じ境界条件をもてば、𝑐1 ≈ 𝑐2と考えることができる。Arc 
spline 曲線に関する曲率の近似精度と曲線の近似精度の関係は [58]において指摘されている。ま
た、この関係は arc spline 曲線を用いた数値解析でも実験的に確認することができる(図 3-6)。
そこで、ここでも曲率を良く近似することが良い近似曲線を導くという仮定に基づき、まず、曲
率の誤差が最小となるように曲率𝜅(𝑠)を離散化することを考える。離散モデルを補間する arc 
spline 曲線の曲率が𝜅(̅𝑠) = 𝜅𝑖，𝑠 ∈ [𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1]であるので、𝜅(̅𝑠) ≈ 𝜅(𝑠)となるためには、次を満たす
ように離散値𝜅𝑖を定めればよい。 

 𝜅𝑖 = 1𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖 ∫ 𝜅(𝑠)𝑑𝑠𝑠𝑖+1

𝑠𝑖
 (3.35) 

これは、各区間の曲率の平均値に他ならない。このようにして定める{𝜅𝑖}が∆𝑠 → 0の極限で
𝜅(𝑠)に収束することは明らかであろう。(3.35)による{𝜅𝑖}が導く離散モデルは、一般の arc spline
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曲線を補間曲線としてもつ離散モデルである。𝑘-arc spline 曲線を補間曲線としてもつ𝑘-離散モ
デルを導く{𝜅𝑖̃}を定めるためには、𝑘 → 𝑛の極限で𝜅𝑖̃ → 𝜅𝑖 を満たすℳ = {𝜅0, 𝜅1, … , 𝜅𝑘−1}と
{𝜅𝑖̃ ∈ ℳ}を定めればよいのであった。ここでも曲率の近似精度を考慮すれば、次のようにℳを
定めればよい。 

 argmin𝔎 ∑min𝑗 (𝜅𝑗 − 𝜅𝑖)2𝑛−1
𝑖=0

 (3.36) 

このとき、𝜅𝑖̃は次のように定まる。 

 𝜅𝑖̃ = arg min𝜅𝑗∈𝔎(𝜅𝑗 − 𝜅𝑖)2 (3.37) 

これは、{𝜅𝑖}をクラスター内誤差平方和が最小となるように𝑘個のクラスターに分類するクラ
スタリングである。(3.36)，(3.37)によって定まる{𝜅𝑖̃}が、𝑘 → 𝑛の極限で𝜅𝑖̃ → 𝜅𝑖となることは明
らかである。{𝜅𝑖}に対して誤差が最小となるように{𝜅𝑖̃}を定めるので、{𝜅𝑖̃}が導く𝑘-離散モデル
を補間する arc spline 曲線の曲率𝜅(̃𝑠)は𝜅(̃𝑠) ≈ 𝜅(̅𝑠)を満たす。 

以上の議論を踏まえて、対象曲線を良く近似する𝑘-arc spline 曲線(の初期解)を得るために、
次に示す Curvature Clustering アルゴリズム(CCA)を提案する。 

[Curvature Clustering Algorithm] 
1. 対象曲線𝐺を変曲点で global segment に分割 → 𝐺0,𝐺1 … , 𝐺𝑚−1 
2. 𝐺0,𝐺1 … ,𝐺𝑚−1をモデュール𝑀を基準として local segment に等分割 → 𝑔0, 𝑔1 … , 𝑔𝑛−1 
3. 𝑔0, 𝑔1 … , 𝑔𝑛−1の曲率代表値を求める → 𝜅′̅0, 𝜅′̅1,… , 𝜅′̅𝑛−1 
4. 𝑘-𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠++法により曲率𝜅′̅0, 𝜅′̅1,… , 𝜅′̅𝑛−1を𝑘グループに分類→ 𝜅′0, 𝜅′1,… , 𝜅′𝑘−1 

ステップ 1 では、対象曲線𝐺を変曲点で global segment 𝐺0,𝐺1 … , 𝐺𝑚−1に分割する。これは、
CAD ソフトウェアでは平面曲線が空間曲線と等価に扱われることが多く、曲率の正負が自明で
ないためである。変曲点において曲率の正負が反転するとともに、従法線ベクトルが反転する。
ステップ 2 では、指定されたモデュール𝑀から決まる分割数に応じて𝐺0,𝐺1 … ,𝐺𝑚−1を等分割

 
(a)Arc spline 曲線の外観 

 
(b)曲率分布の比較 

図 3-6 Arc spline 近似(Rhinoceros®)における許容誤差と曲率分布の関係 
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することで local segment を得る。セグメント𝐺𝑖の分割数𝑁𝑖は、𝐿𝑖を𝐺𝑖の⻑さとして以下のよう
に定める。 

 𝑁𝑖 = 𝑅𝑜𝑢𝑛𝑑 (𝐿𝑖𝑀) (3.38) 

ここで導入されるモデュール𝑀は、均質なパネリングを前提として導入されるパラメータで
あり離散幅∆𝑠に対応する。𝐺0,𝐺1 … ,𝐺𝑚−1の分割で得られる全セグメント𝑔0, 𝑔1 … , 𝑔𝑛−1が arc 
spline 曲線のセグメント𝐴0,𝐴1,⋯ , 𝐴𝑛−1に対応する。よって、このステップにおいて、𝑘-arc spline
曲線のセグメント総数𝑛および従法線ベクトル{𝒆𝑖3}が定まる。さらに、セグメントの対応関係か
ら、近似エネルギー関数(3.21)中のターゲット点𝑷𝑖̃および𝑷𝑖̃𝑚を𝑔𝑖の始点および中点として定め
る。一般的な曲線の近似問題では、ターゲット点を最近接点などで定義し、最適化過程で逐次更
新する方法が採用されること多いが、ここではセグメントの対応関係を重要視してターゲット
点𝑷𝑖̃および𝑷𝑖̃𝑚を定数として扱う。ステップ 3 では、𝑔0, 𝑔1 … , 𝑔𝑛−1の曲率の代表値を求める。代
表値を求めるために、まず、各セグメントの曲率の平均値𝜅0̅, 𝜅1̅,… , 𝜅𝑛̅−1を求める。すでに述べ
たように、ここで得られる区間の平均曲率{𝜅𝑖̅}が定める arc spline 曲線は、曲率近似の観点で対
象曲線を良く近似するが、対象曲線を最良近似する曲線ではない。{𝜅𝑖̅}を変数として(3.33)と同
様の最適化問題を解くことにより、対象曲線を最良近似する arc spline 曲線を求めれば、{𝜅𝑖̅}を
最適に修正することができるが、これは計算コストが高く非効率的である。そこで、効率的に
{𝜅𝑖̅}を修正するために、3.3.2.2 項で述べる Fast Improvement アルゴリズム(FIA)を適用する。
FIA の適用により、修正された曲率の代表値𝜅′̅0, 𝜅′̅1,… , 𝜅′̅𝑛−1が得られる。最後にステップ 4 で
は、各セグメントの曲率代表値𝜅′̅0, 𝜅′̅1,… , 𝜅′̅𝑛−1を𝑘-𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠++法 [64]により𝑘個のクラスターに分
類する。𝑘-𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠++法は対象データをクラスター内誤差平方和が最小となるように𝑘個のクラス
タ ー に 分 類 す る ク ラ ス タ リ ン グ 手 法 で あ る の で 、 前 ス テ ッ プ で 求 ま っ た 曲 率 代 表 値
𝜅′̅0, 𝜅′̅1,… , 𝜅′̅𝑛−1に𝑘 -𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠++法を適用することで、𝜅′̅0, 𝜅′̅1,… , 𝜅′̅𝑛−1を最良近似する𝑘個の代表
値𝜅0, 𝜅1, … , 𝜅𝑘−1を求めることができる。𝑛個のデータの集合の分割も同時に求まるので、𝑛個の
セグメントと𝑘個の曲率代表値との対応関係も定まる。この対応関係は、𝑘-arc spline 曲線の離散
変数𝛿𝑖,𝑗そのものである。ここでも、前ステップと同様に、FIA を適用することで曲線の近似精
度を考慮して𝑘個の曲率代表値を修正する。FIA の適用により、修正曲率値𝜅′0, 𝜅′1,… , 𝜅′𝑘−1およ
び弧⻑𝑙′0, 𝑙′1,… , 𝑙′𝑘−1(≈ 𝑀)が求まる。以上をまとめると、CCA によって以下の変数が定まる。 

 
𝑛,   𝒆𝑖3,   𝛿𝑖,𝑗,   𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗 = 1𝜅′𝑗 ,   𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗 = 𝑙′𝑗  

 (𝑖 = 0,… , 𝑛 − 1, 𝑗 = 0,… , 𝑘 − 1) 
(3.39) 

3.3.2.2 Fast Improvementアルゴリズム 

3.3.2.1 項で示した CCA のステップ 3 およびステップ 4 において、本項で述べる Fast 
Improvement アルゴリズム(FIA)を用いて曲率値{𝜅𝑖}を修正した。本項では、このアルゴリズム
の詳細を示す。CCA-3 や CCA-4 では、対象とする曲率の区間平均やクラスタリングによって得
られた曲率{𝜅𝑖}を、曲線の近似精度を考慮して修正する必要がある。曲率{𝜅𝑖}を修正する方法と
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して、(3.33)と同様の最適化問題を解くことで最適な曲率{𝜅𝑖,𝑜𝑝𝑡}を求める方法が考えられるが、
これは計算コストの観点で望ましくない。そこで、単純な補間問題を解くことで効率的に曲率
{𝜅𝑖}を修正する方法を用いる。 

(3.14)〜(3.16)や(3.18)〜(3.20)を用いることで、区間平均やクラスタリングによって得られた
曲率{𝜅𝑖}と境界条件𝑷0, 𝒆01から対応する点列を求めることができる。境界条件として対象曲線の
境界条件を用いれば、対象曲線を良く近似する点列が得られるが、このとき、その近似精度が終
点に近付くほど悪化することは明らかであろう。そこで、終点における補間条件を解くことで点
列の曲線に対する近似精度を改良することを考える。ここで解く補間条件は単純な非線形方程
式であり、(3.33)のような最適化問題と比較して、効率的に解を求めることができる。対象曲線
が開曲線であり、端点での最終的な補間条件が𝐺0または補間条件が無い場合、次の補間条件を
解く。 

 ⟨𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛,𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛⟩ = 0   (3.40) 

このとき、𝑷0は定数として扱う。端点での最終的な補間条件が𝐺1である場合、次の補間条件を
解く。 

 {⟨𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛,𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛⟩ = 0
〈𝒆𝑛̃1 , 𝒆𝑛1 〉 − 1 = 0   (3.41) 

このとき、𝑷0，𝒆01は定数として扱う。最後に、閉曲線の場合は次の条件を解く。 

 {〈𝑷𝑛 − 𝑷0,𝑷𝑛 − 𝑷0〉 = 0〈𝒆𝑛1 , 𝒆01〉 − 1 = 0   (3.42) 

ここでは、𝑷0，𝒆01は変数として扱う。ここで、最適化問題における補間制約と異なり、𝐺0補間
条件としてノルム二乗の形式を用いること、および、𝐺1補間条件としてスケーリングされない
条件を用いることに注意する。単純な非線形方程式として補間条件を解く場合、ノルム二乗の形
式でも安定して解を求めることが可能であり、これに応じて、第 2 式のスケーリングが不要にな
る。 

補間条件式(3.40)〜(3.42)は非線形方程式であるが、未知数に対して方程式の数が不足してい
るため、通常の Newton-Raphson 法を直接適用することは不可能である。通常の Newton-Raphson
法を適用する場合、適切な追加条件を設定する必要があるが、このような追加条件を設定するこ
とは一般的に困難である。そこで、追加制約なしで直接的に解を求めることができる一般化
Newton-Raphson 法 [65]を用いて解を求めることを考える。一般化 Newton-Raphson 法では、非
線形方程式𝐹(𝒙) = 𝟎に対して、通常の Newton-Raphson 法と同様に、繰り返し計算の各ステッ
プで次の線形方程式を解くことで解の更新ベクトル∆𝒙𝑖を求める。 

 𝐽(𝒙𝑖)∆𝒙𝑖 = −𝒓𝑖   (3.43) 

ここで、𝐽は𝐹(𝒙)のヤコビアン、𝒓𝑖は第𝑖ステップにおける残差ベクトルである。追加制約を設
定しない場合、制約式数<変数の数なので𝐽は正方行列ではなく横⻑行列となる。一般化 Newton-
Raphson 法では、この線形方程式を𝐽の一般逆行列𝐽+により直接解くことで、解の更新ベクトル
∆𝒙𝑖を得る。このとき得られる更新ベクトル∆𝒙𝑖 = −𝐽+𝒓𝑖 は、(3.43)の最小ノルム解であるので、
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追加制約を設けたときに得られる解と比較して解の更新量が小さい。繰り返し計算の結果得ら
れる最終的な収束解𝒙𝑠𝑜𝑙が𝐹(𝒙) = 𝟎の最小ノルム解となる保証はないが、初期解𝒙0からの更新ノ
ルム‖𝒙𝑠𝑜𝑙 − 𝒙0‖は通常の Newton-Raphson 解と比較して小さくなる傾向がある。つまり、一般化
Newton-Raphson 法により(3.40)〜(3.42)を解けば、初期解からの更新量の小さな解を求めること
ができる。(3.40)〜(3.42)を解く際に用いる初期解は曲率の最良近似解であるので、曲率の近似精
度・曲線の近似精度の双方を考慮した解を得ることができる。 

非線形方程式(3.40)〜(3.42)の未知量は各ステップにおいて異なる。CCA-3 では、各区間の曲
率半径{𝑟𝑖}、各区間共通の区間⻑𝑙、境界条件𝑷0，𝒆01が未知量であり、CCA-4 では、𝑘種類の代表
曲率半径{𝑟𝑗}と弧⻑{𝑙𝑗}、境界条件𝑷0，𝒆01が未知量である。終点𝑷𝑛は、それぞれ(3.14)，(3.15)お
よび(3.18)，(3.20)を用いて得られる。一般化 Newton-Raphson 法で(3.40)〜(3.42)の解を求める
場合、ここで示した未知量を未知変数として直接扱うと、変数スケールの不規則性(3.27)に起因
する解のバイアスが生じる。ここでは、変数スケールの不規則性(3.27)が及ぼす影響について、
CCA-4 における(3.40)を例として示す。また、簡単のために{𝑟𝑗}，{𝑙𝑗}のみを考える。(3.40)を
𝐹(𝒙) = 0としたとき𝐹のヤコビアンの要素は次のように得られる。 

 
𝜕𝐹𝜕𝑟𝜉 = −2(𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛) ⋅ ∑{𝛿𝑖,𝜉{𝑅(𝜃𝑖) − 𝐼𝑑} − 𝒆𝑖,𝑧3 𝛿𝑖,𝜉𝑙𝑖𝑟𝑖 𝑑𝑅(𝜃𝑖)}𝒆𝑖1 × 𝒆𝑖3

𝑛
𝑖=0

 (3.44) 

 
𝜕𝐹𝜕𝑙𝜂 = −2(𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛) ⋅ ∑{𝒆𝑖,𝑧3 𝛿𝑖,𝜂𝑑𝑅(𝜃𝑖)}𝒆𝑖1 × 𝒆𝑖3

𝑛
𝑖=0

 (3.45) 

 𝑟𝑖 = ∑𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗
𝑗

, 𝑙𝑖 = ∑𝛿𝑖,𝑗𝑙𝑗𝑗
, 𝜃𝑖 = 𝒆𝑖,𝑧3 𝑙𝑖𝑟𝑖  

(3.27)を考慮すれば、𝑙𝑖/𝑟𝑖 ≈ 0，𝜃𝑖 ≈ 0と考えられるので(3.44)は次のように近似される。 

 𝜕𝐹𝜕𝑟𝜉 ≈ 0 (3.46) 

このときヤコビアン𝐽及びその一般逆行列𝐽+は次のようになる。 

 𝐽 ≈ [0 ⋯ 0 𝜕𝐹𝜕𝑙0 ⋯ 𝜕𝐹𝜕𝑙𝑘−1] = [𝟎 ∇𝑙𝐹𝑇 ] (3.47) 

 𝐽+ ≈ 1∇𝑙𝐹𝑇 ⋅ ∇𝑙𝐹 [ 𝟎∇𝑙𝐹] (3.48) 

一般化 Newton-Raphson 法の各ステップでの更新ベクトルは次のようになる。 

 ∆𝒙𝑖 = −𝐽+𝒓𝑖 = − 𝒓𝑖∇𝑙𝐹𝑇 ⋅ ∇𝑙𝐹 [ 𝟎∇𝑙𝐹] (3.49) 

ここでは、𝒓𝑖 ∈ ℝ1なので曲率半径{𝑟𝑗}に対する更新量は 0 となり、各ステップで曲率半径は更
新されない。結果的に、曲率半径{𝑟𝑗}が更新されない解が得られるので、曲率{𝜅𝑗}は修正されず
望ましい結果は得られない。ここで、3.3.1.5 項で示したスケーリング変数(3.28)を導入すること
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を考える。スケーリング変数の導入により、𝐹のヤコビアンの要素は次のように書き換えられる。 

 
𝜕𝐹𝜕∆𝑟𝜉 = −2(𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛) ⋅ ∑{𝛿𝑖,𝜉𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝜉 {𝑅(𝜃𝑖) − 𝐼𝑑} − 𝒆𝑖,𝑧3 𝛿𝑖,𝜉𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝜉 𝑙𝑖𝑟𝑖 𝑑𝑅(𝜃𝑖)}𝒆𝑖1 × 𝒆𝑖3

𝑛
𝑖=0

 (3.50) 

 
𝜕𝐹𝜕∆𝑙𝜂 = −2(𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛) ⋅ ∑{𝒆𝑖,𝑧3 𝛿𝑖,𝜂𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝜂 𝑑𝑅(𝜃𝑖)}𝒆𝑖1 × 𝒆𝑖3

𝑛
𝑖=0

 (3.51) 

 𝑟𝑖 = ∑𝛿𝑖,𝑗∆𝑟𝑗𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗
𝑗

, 𝑙𝑖 = ∑𝛿𝑖,𝑗∆𝑙𝑗𝑙𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑗
𝑗

, 𝜃𝑖 = 𝒆𝑖,𝑧3 𝑙𝑖𝑟𝑖  

ここでも同様に(3.27)を考慮すれば、(3.50)は次のように近似される。 

 
𝜕𝐹𝜕∆𝑟𝜉 ≈ −2(𝑷𝑛̃ − 𝑷𝑛) ⋅ ∑{−𝒆𝑖,𝑧3 𝛿𝑖,𝜉𝑟𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝜉 𝑙𝑖𝑟𝑖 𝑑𝑅(𝜃𝑖)}𝒆𝑖1 × 𝒆𝑖3

𝑛
𝑖=0

 (3.52) 

(3.51)，(3.52)が同一のスケールをもつことは明らかであろう。このとき、ヤコビアン𝐽はバイ
アスのない行列となるので、その一般逆行列𝐽+もバイアスのない行列となり、適切な更新ベク
トルが得られる。以上より、3.3.1.5 項で示したスケーリング変数(3.28)の導入により、一般化
Newton-Raphson 法を適用した場合にも、バイアスのない適切な解が得られることがわかる。よ
って、最適化問題と同様に、FIA においてもスケーリング変数を未知変数として非線形方程式
(3.40)〜(3.42)を解く。CCA-3 および CCA-4 でそれぞれの未知量に合わせて(3.28)と同様のスケ
ーリング変数を導入すればよい。(CCA-4 は(3.28)と同じ) 

CCA-4 では、FIA の適用により、曲率の修正に加えて最適化問題(3.33)の許容性の確認を行う
ことができる。指定される𝑘の値が小さく𝑘-arc spline 曲線の自由度が低い場合、補間制約や閉曲

(a)CCA-1 and CCA-2 (b)CCA-3 (c)CCA-4 (d)Opt.(3.32) 
図 3-7 𝑘-arc spline approximation の全体フロー 
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線制約を満たす解が存在せず(3.33)が許容解をもたない可能性がある。CCA-4 で解く補間問題の
収束を確認することで、あらかじめ最適化問題の許容性を確認することができる。もし、FIA に
おける補間問題が収束しなければ、(3.33)は許容解をもたないので、最適化ステップにおいて
(3.33)から制約を除外した無制約最適化問題を解く。この問題の修正により数値解析の発散をあ
らかじめ防ぐことができる。 

3.3.3 複数曲線への拡張 

3.3.1 項および 3.3.2 項において、単一の曲線に対して、arc spline 曲線を補間曲線としてもつ
𝑘-離散モデルを求めるアルゴリズムを示した。本項では、このアルゴリズムの複数曲線への拡張
について示す。アルゴリズムを複数曲線に拡張することにより、複数の柱面を含む建築に対して
𝑘-離散柱面モデルを適用することが可能となる。ここで示す拡張は、複数の曲線に対して個別に
𝑘 -離散モデルを求める拡張とは異なり、𝑘種類の円弧を共有する複数の𝑘 -離散モデルを求める拡
張である。𝑁個の曲線𝑔0, 𝑔1,… , 𝑔𝑁−1に対して、最適化問題(3.32)は以下のように拡張される。 

 
(𝑃 ) find ∆𝑷0,… , ∆𝑷𝑁−1 ∈ ℝ2,∆𝜃0,… ,∆𝜃𝑁−1 ∈ ℝ 

∆𝑟0,… ,∆𝑟𝑘−1 ∈ ℝ,∆𝑙0,… ,∆𝑙𝑘−1 ∈ ℝ  
𝛿0,0,0,… , 𝛿𝑁−1,𝑛𝑁−1−1,𝑘−1 ∈ {0,1} 
𝒆0,03 ,… , 𝒆𝑁−1,𝑛𝑁−1−13 ∈ {(0,0,1), (0,0,−1)}, 𝑛0,… , 𝑛𝑁−1 ∈ ℕ 

(3.53)  
    min 𝐸 = ∑ (∑ 𝑑(𝑷𝑐̃,𝑖, 𝑷𝑐,𝑖)2𝑛

𝑖=0
+ ∑ 𝑑(𝑷̃𝑚𝑐,𝑖, 𝑷𝑐,𝑖𝑚)2𝑛−1

𝑖=0
)𝑁−1

𝑐=0
 

 s. t. ∆𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑟𝑗 ≤ ∆𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗    (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ∆𝑙𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑙𝑗 ≤ ∆𝑙𝑚𝑎𝑥𝑗     (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ℎ𝜉 = 0   (𝜉 = 0,1,… )  𝑖𝑓 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑟𝑦. 

 
複数の曲線を対象とするが、𝑘種類の円弧は共有するので、曲率半径{𝑟𝑗}および弧⻑{𝑙𝑗}は、単

一曲線の場合と同様にそれぞれ𝑘変数であることに注意する(𝑘 × 𝑁ではない)。単一曲線の場合
と同様に、離散変数の定数化により次の連続最適化問題に変換する。 

 
(𝑃 ) find ∆𝑷0,… , ∆𝑷𝑁−1 ∈ ℝ2,∆𝜃0,… ,∆𝜃𝑁−1 ∈ ℝ 

∆𝑟0,… ,∆𝑟𝑘−1 ∈ ℝ,∆𝑙0,… ,∆𝑙𝑘−1 ∈ ℝ  
(3.54) 

 
    min 𝐸 = ∑ (∑ 𝑑(𝑷𝑐̃,𝑖, 𝑷𝑐,𝑖)2𝑛

𝑖=0
+ ∑ 𝑑(𝑷̃𝑚𝑐,𝑖, 𝑷𝑐,𝑖𝑚)2𝑛−1

𝑖=0
)𝑁−1

𝑐=0
 

 s. t. ∆𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑟𝑗 ≤ ∆𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗    (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ∆𝑙𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑙𝑗 ≤ ∆𝑙𝑚𝑎𝑥𝑗     (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ℎ𝜉 = 0   (𝜉 = 0,1,… )  𝑖𝑓 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑟𝑦. 

 
以上で、複数曲線に対して解くべき最適化問題が得られた。この最適化問題の設定には、単一

曲線の場合と同様に初期化アルゴリズムが必要である。CCA-1〜CCA-3 は、単一曲線に対する
演算を単純に複数曲線に対して実行すればよい。CCA-4 では、それぞれの曲線で得られる曲率
{𝜅0,𝑖}, {𝜅1,𝑖},… , {𝜅𝑁−1,𝑖}を 1 つの集合としてクラスタリングする必要がある。このクラスタリ
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ングにより、各曲線の各セグメントと{𝜅0,… , 𝜅𝑘−1}の対応関係が定まる。CCA 内で用いる FIA
に関しては、それぞれの曲線の補間条件式を連立して解けばよいが、単一曲線の場合と比較して
補間方程式が不能となる場合が多いので注意を要する。 

3.4 数値解析 

本節では、3.3 節で示した𝑘-arc spline 近似アルゴリズムの数値解析例を示す。本節で示すすべ
ての数値解析は、Intel® CoreTM i9-9980HK プロセッサーを搭載する PC を用いて実行されてい
る。各アルゴリズムの実装においては、並列演算処理を適宜組み込んでいる。 

3.4.1 単一曲線の数値解析例 

まず、単一曲線(Open-A，B，Closed-A，B)に対する解析例を示す。開曲線に対しては、始終
点における補間制約として𝐺1補間制約(3.24)を設定した。表 3-1 にそれぞれの曲線例に対して採
用したパラメータ値を、図 3-8〜図 3-11 にそれぞれの解析結果を示す。図 3-8〜図 3-11 から、す
べての解析例で最適化問題は正しく収束しており、得られた𝑘-arc spline 曲線が対象曲線を十分
な精度で近似していることがわかる。特に、Closed-B のような曲率値域の大きな曲線に対して
も、適切にパラメータ値(特に円弧の種類𝑘とモデュール𝑀)を設定することで、𝑘-arc spline 曲線
は十分な精度で対象を近似することがわかる。実際の設計においては、個々の設計条件に応じて
近似精度を確認しながら円弧の種類𝑘とモデュール𝑀を試行錯誤で設定する必要があるが、十分
小さな𝑘に対して十分な精度の𝑘-arc spline 曲線が得られることが解析結果から明らかである。ま
た、図 3-8〜図 3-11 中(c)を見ると、すべてのスケーリング変数が初期値から大きく変化してい
ないことがわかり、初期化アルゴリズムの精度の高さがわかる。さらに、表 3-2 に各解析例の最
適化プロセスに関する詳細な結果を示す。すべての解析例において数秒〜数十秒程度で解曲線
が得られるが、この解析時間の大部分を最適化プロセスが占めている。高速かつ十分な精度の解
析を行うためには、最適化問題を解く際に設定する最適性閾値𝜀𝑜𝑝𝑡および許容性閾値𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠を適切
に設定する必要がある。許容性閾値𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠に関しては、使用する CAD ソフトウェアの環境やプロ
ジェクトごとに許容可能な誤差を考慮して設定する必要があるが、本解析例においては CAD ソ
フトウェア Rhinoceros®上の距離に関するデフォルトの零閾値 1.0e-3 に対して安全率 0.1 を乗じ
た 1.0e-4 を採用している。最適性閾値𝜀𝑜𝑝𝑡は 1.0e-4〜1.0e-6 程度が設定されることが多いが、問
題によって適切な値は異なる。最適化アルゴリズム(準ニュートン法または逐次二次計画法)内で
最適性判定を行う際には、問題のスケールを考慮してスケーリングされた閾値𝜀′𝑜𝑝𝑡 = 𝛼𝜀𝑜𝑝𝑡を用
いて判定を行うが [63]、適切な基準値𝜀𝑜𝑝𝑡の設定は計算コストの観点で非常に重要である。そこ
で、複数の曲線に対して最適性閾値と解曲線の関係を数値解析により検証した。ここでは、Open-
B に関する検証結果を示す。図 3-12 に曲線の外観に関する結果を、表 3-3 に最適化プロセスの
詳細結果を示す。この結果を見ると、0.01 未満の小さな閾値を設定した場合、解曲線の精度はほ
とんど同じであるにも関わらず、収束に要するステップ数が大幅に増大し計算時間が増加する
ことがわかる。この Open-B を含む複数の曲線に対する検証結果から、計算コストと近似精度の
バランスを考慮すると、𝜀𝑜𝑝𝑡 = 0.01〜0.1程度が適切な閾値である。 
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表 3-1 近似アルゴリズムのパラメータ 

 Open-A Open-B Closed-A Closed-B 𝑘 5 6 6 9 𝑀  4.0 2.0 2.0 1.0 𝜀𝑜𝑝𝑡 0.01 0.01 0.01 0.01 𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠 1.0×10-4 1.0×10-4 1.0×10-4 1.0×10-4 
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(a)外観 

 
(b)曲率 

 
(c)最適解 

 
(d)最適性・許容性推移 

図 3-8 解析結果 Open-A 

 
(a)外観 

 
(b)曲率 

 
(c)最適解 

 
(d)最適性・許容性推移 

図 3-9 解析結果 Open-B 
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(a)外観 

 
(b)曲率 

 
(c)最適解 

 
(d)最適性・許容性推移 

図 3-10 解析結果 Closed-A 

 
(a)外観 

 
(b)曲率 

 
(c)最適解 

 
(d)最適性・許容性推移 

図 3-11 解析結果 Closed-B 
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表 3-2 数値解析の詳細結果 

 Open-A Open-B Closed-A Closed-B 
セグメント数𝑛 23 76 79 167 

∥𝐾𝐾𝑇𝑜𝑝𝑡∥ 0.415 2.21 0.547 3.03 ∥𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅𝑜𝑝𝑡∥ 0.000046 0.000044 0.000002 0.000046 
収束回数 35 33 75 74 

計算時間[s] 0.86 3.8 10.7 40.4 
 

 

 

図 3-12 最適性閾値に関する検証結果(曲線外観) 

 

表 3-3 最適性閾値に関する検証結果(計算コスト比較) 

 Initial 𝜀𝑜𝑝𝑡 = 1.0 𝜀𝑜𝑝𝑡 = 10−2 𝜀𝑜𝑝𝑡 = 10−4 𝜀𝑜𝑝𝑡 = 10−6 ‖𝐾𝐾𝑇‖ 1780.1 2.21 2.21 1.40e-1 3.76e-4 ‖𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅‖ 6.84e-4 4.4e-5 4.4e-5 2.6e-8 7.3e-9 
最大離隔距離 2.77 0.547 0.547 0.543 0.542 

収束回数 - 33 33 53 68 

計算時間[s] - 3.8 3.8 6.5 8.4 
 

3.4.2 複数曲線の数値解析例 

本項では、複数曲線に対する解析例を示す。図 3-13 にランダムに生成した 15 個の曲線に対す
る解析結果を示す。それぞれの曲線は円弧上の 15 等分割点を法線方向にランダムに移動し一様
ノット 3 次 B-spline 曲線で補間した閉曲線である。ここではパラメータとして𝑘 = 30，𝑀 = 1.0
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を設定した。図 3-13(d)の Curve-13 が最も近似精度の低い曲線であるが、最大離隔距離が 0.633(曲
線⻑に対する比率≒1/500)であり十分な精度を示している。1600 枚程度のパネルが 30 個の型枠
のみで成型可能であり、必要となる型枠数を大幅に削減できている。 

3.5 結言 

本章では、一般柱面の離散モデルとして、補間曲面の連続性と要素反復性を考慮した特殊な離
散モデルである𝑘-離散柱面モデルの定義を示し、任意の連続な柱面からこの離散モデルを得るア
ルゴリズムを示した。3.2 節では、本章で扱う柱面の離散モデルの本質が準線の離散モデルであ
ることを示し、𝑘-離散柱面モデルを定義するために、平面曲線に対する特殊な離散モデルとして、
𝑘種類の部分曲線で𝐺1補間可能な離散モデルを𝑘-離散モデルとして定義した。さらに、この離散
モデルの中で補間曲線が arc spline 曲線となるモデルが、対象曲線の曲率の離散化とそのクラス
タリングにより得られることを示し、このモデルがもつ補間曲線を特に𝑘-arc spline 曲線として
定義した。3.3 節では、任意の平面曲線に対して、3.2 節で導いた𝑘-arc spline 曲線を補間曲線と
してもつ𝑘-離散モデルを求めるアルゴリズムを示した。柱面の準線に対してこのアルゴリズムを
適用することで、𝑘種類の補間曲面(𝑘種類の円弧を準線とする柱面)で𝐺1補間可能な𝑘 -離散柱面

 
(a)外観イメージ 

 
(b)離隔距離 

 
(c)パネル配置 

 
(d)最悪解(Curve-13) 

 
(f)パネル枚数の内訳 

図 3-13 複数曲線に対する解析結果 
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モデルが得られる。3.4 節では、3.3 節で示したアルゴリズムの数値解析例を示し、開曲線および
閉曲線に対して近似精度の高い𝑘-離散モデルが得られることを示した。また、アルゴリズムを複
数曲線に拡張することで、実際のパネリング問題における本アルゴリズムの適用範囲の広さを
示した。 
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第4章 Cylindricalストリップ・メッシュ 

4.1 概説 

本章では、滑らかな曲面の特定の共役座標系に対する半離散モデルである cylindrical strip モ
デル(C-strip モデル)およびその離散モデルとして本論文で新たに定義する cylindrical メッシュ
について述べる。本章では、特に、任意の曲面から双方のモデルを求める方法の確立を目的とす
る。 

C-strip モデルは、developable strip モデル(D-strip モデル)に属するモデルであり、D-strip モ
デルと併せて [12]において示されたモデルである。両モデルは、複数の帯状の可展面(ストリッ
プ)を線織でない境界曲線に沿って𝐺0連続に接続した区分的滑らかな曲面である。各ストリップ
を適当な間隔で抽出した線織で分割することで、単曲率モデル(2.4.1 項参照)のパネリング曲面
が得られることは明らかであろう(図 4-1)。このとき得られるパネリング曲面は、ストリップ方
向に𝐺1連続であり、当該方向にクリースがない連続性の高いパネリング曲面である。 

D-strip モデルが可展面(接線曲面+錐面+柱面)で構成される区分的滑らかな曲面であるのに
対して、C-strip モデルは柱面のみで構成される区分的滑らかな曲面である。可展面パネルが任
意の曲面パネルと比較して安価に製造できることを 2.4.1 項で述べたが、柱面パネルは可展面パ
ネルの中で最も成型が容易であり、より安価に製造することが可能である [6] [8]。そのため、パ
ネル製造の観点で C-strip モデルは D-strip モデルより優れたモデルである。 

D-strip モデルは、滑らかな曲面𝑆の共役座標系に対する半離散モデルとして定義されるモデ
ルである [12]。ここで、C-strip モデルと D-strip モデルの幾何学的な関係を考慮すれば、C-strip
モデルが、滑らかな曲面𝑆の“特定の”共役座標系に対する半離散モデルとして定義されることは
明らかであろう。本章では、4.2 節において、この C-strip モデルを定める曲面𝑆の共役座標系を
柱面共役座標系として新たに定義しその特徴付けを示す。 [12]において幾何学的性質に基づい
て D-strip モデルと関連付けられた C-strip モデルを、共役座標系との対応関係に厳密に位置付
けることで、C-strip モデルの性質を明らかにする。 

半離散モデルの定義から明らかに、曲面𝑆の柱面共役座標系による径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)が定まれば、

    
(a)可展面の線織での分割 (b)D-strip モデルの分割 

図 4-1 D-strip モデルの分割 

Ruling 
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半離散化𝒙(𝑢, 𝑗∆𝑣)(または𝒙(𝑖∆𝑢, 𝑣))により埋め込み写像を定めることで C-strip モデルが得られ
る。任意の径数付け𝒚(𝑠, 𝑡)により径数付けられた曲面に対して、柱面共役座標系による径数付け
𝒙(𝑢, 𝑣)を定めるということは、(𝑢, 𝑣)が柱面共役座標系となるような座標変換𝑠 = 𝑠(𝑢, 𝑣), 𝑡 =
𝑡(𝑢, 𝑣)を定めることである。しかし、2.4.2 項でも述べたように、任意の曲面・任意の径数付けに
対してこのような座標変換を解析的に求めることは困難であるので、数値解析的なアプローチ
が必要となる。そこで、本論文では、数値解析による方法として 2 つの方法 A(4.3 節)・B(4.4 節)
を提案する。方法 A は、柱面共役座標系のアイソパラメータ曲線を数値積分により求める方法
である。柱面共役座標系は、一方のアイソパラメータ曲線に沿って他方のアイソパラメータ方向
が常に平行であるという特別な性質をもつため、曲面上の 1 点とその点における接ベクトルを 1
つ定めることで、対応するアイソパラメータ曲線を定めることができる。境界条件(初期点+初
期接ベクトル)を与え数値積分を行うことで、アイソパラメータ曲線の離散解𝒑̂𝑗 = {𝒑𝑗,𝑖}を求め
ることができ、この離散解𝒑̂𝑗が半離散埋め込み写像𝒙𝑗(𝑢) = 𝒙(𝑢, 𝑗∆𝑣)に対応する。方法 B は、C-
strip モデルに離散対応する PQ メッシュを求める方法である。半離散モデル(2.101)および離散
モデル(2.97)の定義に基づけば、与えられた曲面のある径数付けに基づく半離散モデルを求める
ことは、同じ径数付けに基づく離散モデルを求めることと本質的に等価であることは明らかで
あろう。離散モデルの一方の離散幅∆に関して、∆→ 0となるような細分割を行えばよい。共役
座標系の半離散モデルおよび離散モデルは図 4-2 に示す対応関係をなすので、柱面共役座標系の
場合も同様に、C-strip モデルを求めることは対応する PQ メッシュを求めることと本質的に等
価である。本論文では、この PQ メッシュを特に cylindrical メッシュとして 4.2.3 項で定義する。 

方法 A では離散曲線の集合が得られ、方法 B では四辺形メッシュが得られるため、両手法で
得られる解はともに離散的な解である。これらの離散解から区分的滑らかな曲面として厳密な
C-strip モデルを得るためには、B-spline 形式や Nurbs 形式による再補間が必要となる。そこで、
本論文では、B-spline 曲線𝒑𝑖により表された半離散曲面{𝒑𝑖}から、曲線間を(1, 𝑛)の B-spline 曲面
で補間することで D-strip モデルを得る方法 [12]を C-strip モデルに拡張し、方法 A および方法
B で得られる離散解から厳密な C-strip モデルを得る方法を 4.5 節で示す。 

改めて、本章の構成は以下の通りである。まず、4.2 節において、既往モデル(D-strip モデル
および PQ メッシュ)との幾何学的な対応関係から柱面共役座標系を定義し、その定義を用いて、

   
[連続] [半離散] [離散] 

共役座標系 D-strip モデル PQ メッシュ 

図 4-2 D-strip モデルの位置づけ 
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半離散モデルおよび離散モデルとして C-strip モデルおよび cylindrical メッシュを定義する。次
に、4.3 節および 4.4 節において、C-strip モデルを求める 2 つの方法 A・B についてそれぞれ述
べる。4.5 節では、方法 A・B で得られる離散解から厳密な C-strip モデルを求める方法について
述べる。最後に、4.6 節において結言を述べる。 

4.2 準備 

本節では、C-stripモデルおよび cylindricalメッシュに関する基本的な事項について整理する。
まず、4.2.1 項において、両モデルの一般形である D-strip モデルおよび PQ メッシュの定義を
整理する。次に、4.2.2 項において、可展面モデルと柱面モデルの関係を考える上で基本となる
可展面と柱面の性質について整理する。続いて、4.2.3 項において、柱面モデルに対応する共役
座標系として柱面共役座標系を定義し、その定義を基本として C-strip モデルおよび cylindrical
メッシュを定義する。4.2.4 項では、柱面共役座標系に対応する共役場の条件を導き、導かれた
条件により柱面共役場を定義する。さらに、4.2.5 項において、4.2.4 項で定義する柱面共役場の
条件を離散曲面に拡張し、離散曲面上の柱面共役場を定義する。最後に、4.2.6 項において、柱
面共役座標系の幾何学的解釈について整理し、当該座標系の存在根拠について考察する。図 4-3
に本章で扱うモデルの対応関係を示す。 

4.2.1 可展面モデル 

まず、PQ メッシュについて整理する。PQ メッシュの単純な幾何学的側面での定義について
は定義 2-18 で示した。また、滑らかな曲面𝑆の離散モデルとして PQ メッシュを考えたとき、
PQ メッシュが曲面𝑆の何らかの共役座標系に対する離散モデルであることについても 2.4.3 項
で触れた。ここでは、この共役座標系との対応関係から滑らかな曲面𝑆の離散モデルとして改め
て PQ メッシュを次のように定義する。 

定義 4-1 滑らかな曲面𝑆の離散モデル{𝒑𝑖𝑗}が、𝑆の共役座標系による径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)により 
∀𝑖, ∀𝑗, 𝒑𝑖𝑗 = 𝒙(𝑖∆𝑢, 𝑗∆𝑣) 

と定められるとき、離散モデル{𝒑𝑖𝑗}を PQ メッシュという。ここで、∆𝑢，∆𝑣は各方向の任意の
離散幅である。 

簡単のために、曲面𝑆が１つの共役座標系で被覆されることを仮定した。曲面𝑆を複数の共役
座標系で被覆する場合、それぞれの座標系を離散化して得られる単純な構造の四辺形メッシュ

共役座標系  D-strip モデル  PQ メッシュ 
∪  ∪  ∪ 

柱面共役座標系  C-strip モデル  Cylindrical メッシュ 

[連続]  [半離散]  [離散]  
 

 

図 4-3 可展面モデルと柱面モデルの関係 

離散化 

細分割 

離散化 

細分割 
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を、境界条件を考慮して組み合わせればよい。このとき得られる PQ メッシュは特異点をもつ四
辺形メッシュとなる。以後の議論では、簡単のために、曲面𝑆が１つの共役座標系で被覆される
ことを仮定する。定義 4-1 に基づく PQ メッシュは離散化によって生じる誤差を除いて定義 2-18
に矛盾しない。つまり、定義 4-1 により定義される PQ メッシュは次の命題を満たす。 

命題 4-1 PQ メッシュ𝑀𝑃𝑄 = (𝒱,ℰ,ℱ)関して、 
∀𝑓 ∈ ℱ,𝑄𝑓 𝑖𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟 

ここで、𝑄𝑓は𝑓に対応する埋め込み空間上の四辺形である。離散化による誤差を考慮すれば、
この命題は次のように表すことができる。離散幅𝛿に対する四辺形𝑄𝑓 の平面性を表す関数
𝑔𝑓(𝛿) (e.g. 正規化されたフェース対角線間の距離)を考え、𝑄𝑓が平面であることが𝑔𝑓(𝛿) = 0によ
って特徴付けられるとする。このとき、上記の命題はすべてのフェース𝑓 ∈ 𝐹に関して次が成り
立つことと同値である。 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∣𝑔𝑓(𝛿)∣ < 𝜀 

ここでは簡単のために、離散化による誤差を厳密に表現しない形式で連続系との対応関係を
表現する。実際に PQ メッシュの厳密解を求める場合は、最適化問題などを利用して離散化によ
って生じる誤差を解消する必要がある [29] [30]。 

次に D-strip モデルについて整理する。D-strip モデルについても、PQ メッシュと同様に、
2.4.4 項において共役座標系との対応関係について触れた。改めてその定義を示すと次のように
なる。 

定義 4-2 滑らかな曲面𝑆の半離散モデル{𝒑𝑖}が、𝑆の共役座標系による径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)により 
∀𝑖, 𝒑𝑖 = 𝒙(𝑖∆𝑢, 𝑣) 𝑜𝑟 𝒑𝑖 = 𝒙(𝑢, 𝑖∆𝑣) 

と定められるとき、半離散モデル{𝒑𝑖}を Developable strip モデル(D-strip モデル)という。ここ
で、∆𝑢，∆𝑣は各方向の任意の離散幅である。 

定義 4-1 および定義 4-2 から、滑らかな曲面上の共役座標系・D-strip モデル・PQ メッシュが
図 4-2 に示す関係であることが改めて確かめられる。D-strip モデルと PQ メッシュの関係から、
PQ メッシュを 1 方向に細分割すること、つまり、1 方向の離散幅の零極限をとることにより PQ
メッシュは D-strip モデルに収束する。この関係と可展面が平面の 1 パラメータ族の包絡面であ
るという性質から、D-strip モデルを構成するすべてのストリップ𝐷𝑖が可展面であることは明ら
かであろう。つまり、D-strip モデル{𝒑𝑖}に関して次の命題が成り立つ。 

命題 4-2 D-strip モデル{𝒑𝑖}の隣接関係にある曲線𝒑𝑖(𝑣)，𝒑𝑖+1(𝑣)に関して、𝑡 ∈ [0,1]として 
𝒙𝑖.𝑖+1(𝑡, 𝑣) = (1 − 𝑡)𝒑𝑖(𝑣) − 𝑡𝒑𝑖+1(𝑣) 

により径数付けられる線織面𝐷𝑖,𝑖+1は可展面である。このとき、𝒓 = 𝒑𝑖+1(𝑣) − 𝒑𝑖(𝑣)は可展面の線
織に対応する。 

PQ メッシュの場合と同様に、離散化による誤差が生じるため上記の命題は厳密には成立しな
いことに注意する。 
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4.2.2 可展面と柱面 

可展面は直線の 1 パラメータ族である線織面に属する曲面である。線織面が可展面であるこ
とは以下のように定義される [14]。 

定義 4-3 線織面𝑆が𝑆上の任意の点においてガウス曲率𝐾 = 0を満たすとき𝑆を可展面という。

一般的に、ガウス曲率が恒等的に 0 となる曲面は平坦な曲面と呼ばれ、局所的に平面に等⻑写
像可能な曲面である。上記の定義から可展面に関して次の命題が導かれる。 

命題 4-3 線織面𝑆が可展面 ⟺ 線織面𝑆の法ベクトル𝒏は線織に沿って定ベクトル 

[証明] まず、⇒を示す。線織面𝑆が可展面でありガウス曲率𝐾 = 0であるので、主曲率𝜅1 = 0，
𝜅2 ≠ 0とできる。ここでは𝜅1 = 0，𝜅2 = 0は自明なので考えない。主曲率方向の接ベクトルを𝒆1，
𝒆2とすると、𝒆1方向の法ベクトル𝒏の微分は、(2.6)にワインガルテンの公式(2.17)を適用して次
のように得られる。 

 𝒅𝒏(𝒆1) = [𝒙𝑢 𝒙𝑣]𝑊𝒑𝒆1̅ = 𝟎 (4.1) 

ここで、𝑆の何らかの径数付けを𝒙とし、主曲率方向の性質として𝑊𝒑𝒆1̅ = −S𝒑𝒆1̅ = −𝜅1𝒆1̅ = 𝟎
を用いた。(4.1)より𝒆1方向に法ベクトルは変化しない。可展面では𝜅1 = 0に対応する方向が線織
方向であるので線織に沿って法ベクトルが変化しないことが示せた。 

次に、⇐を示す。線織方向𝒓に対する法ベクトル𝒏の微分が𝟎であるので次の関係が導ける。 

 
𝒅𝒏(𝒓) = [𝒙𝑢 𝒙𝑣]𝑊𝒑𝒓̅ = 𝟎 

∴ 𝑊𝒑𝒓̅ = 𝟎 (4.2) 

𝑊𝒑 = −S𝒑の関係から、𝒓は̅S𝒑の零固有値に対する固有ベクトルとなるので、𝒓は主曲率方向に
一致するとともに当該方向の主曲率は 0 である。つまり、ガウス曲率𝐾 = 0であり𝑆は可展面で
ある。□ 

この命題から、可展面が線織に沿ってある平面と接していることがわかり、可展面が平面の 1
パラメータ族の包絡面であるという性質が導かれる。次に、線織面𝑆を 2 つの空間曲線によって
表すことを考えると、𝑆は 2 つの空間曲線𝒑(𝑢), 𝒒(𝑢)間の線形補間により次のように径数付けら
れる。 

 𝒙(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝒑(𝑢) + 𝑣𝒒(𝑢) (4.3) 

𝒓(𝑢) = 𝒒 − 𝒑が線織面𝑆の線織に対応することは明らかであろう。この径数付けを用いれば、
可展面は次のように特徴付けられる。 

命題 4-4 線織面𝑆が可展面 ⟺ ∀𝑢, 𝑑𝑒𝑡(𝒑𝑢, 𝒒𝑢, 𝒒 − 𝒑) = 0 
[証明] まず、⇒を示す。(4.3)の径数付けが与えられたとき、法ベクトルおよび第二基本量が次

のように得られる。 
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𝒏 = {(1 − 𝑣)𝒑𝑢 + 𝑣𝒒𝑢} × (𝒒 − 𝒑)‖{(1 − 𝑣)𝒑𝑢 + 𝑣𝒒𝑢} × (𝒒 − 𝒑)‖  

𝐿 = 𝒏 ⋅ {(1 − 𝑣)𝒑𝑢𝑢 + 𝑣𝒒𝑢𝑢 }, 𝑀 = 𝒏 ⋅ (𝒒𝑢 − 𝒑𝑢), 𝑁 = 0 
(4.4) 

定義 2-8 よりガウス曲率𝐾 = 𝐿𝑁 − 𝑀2/𝐸𝐺 − 𝐹2なので、𝐾 = 0のとき、上式より𝑀 = 0とな
り次が得られる。 

 
[{(1 − 𝑣)𝒑𝑢 + 𝑣𝒒𝑢} × (𝒒 − 𝒑)] ⋅ (𝒒𝑢 − 𝒑𝑢) = 0 

∴ [𝒑𝑢 × (𝒒 − 𝒑)] ⋅ 𝒒𝑢 = 0 (4.5) 

これが恒等的に成立するので、⇒が示せた。 
次に、⇐を示す。∀𝑢, 𝑑𝑒𝑡(𝒑𝑢, 𝒒𝑢, 𝒒 − 𝒑) = 0が成立するとき、(4.5)の逆をたどることで、∀𝑢,𝑀 =

0が示せるので、(4.4)から∀𝑢,∀𝑣,𝐾 = 0が示せる。□ 
また、可展面に関して次の定理が重要である [14]。 

定理 4-1 可展面は以下の 3 曲面(図 4-4)またはそれらを滑らかにつなぎ合わせた曲面で尽くさ 
れる。 

1. 柱面 : 平行な直線の軌跡が定める曲面 
2. 錐面 : 定点を通る直線の軌跡が定める曲面 
3. 接線曲面 : 空間曲線の接線の軌跡が定める曲面 

それぞれの曲面を定める直線が可展面の線織となることは明らかであろう。この定理から明
らかに、可展面の中で柱面は次のように特徴付けられる。 

命題 4-5 可展面𝑆が柱面 ⟺ 可展面𝑆のすべての線織は平行である 

最後に、可展面と共役座標系の関係を整理する。可展面𝑆が、共役座標系により𝒙(𝑢, 𝑣)として
径数付けられている場合を考える。可展面に関してガウス曲率𝐾 = 0であるので、可展面𝑆の型
作用素Sは零固有値をもち、零固有値に対応する固有ベクトルが線織方向に対応する。この固有
ベクトルを𝒓̅ = (𝜉, 𝜂)とすると、次式が得られる。 

 S𝒓̅ = 𝟎 (4.6) 

   
(a)柱面 (b)錐面 (c)接線曲面 

図 4-4 可展面の分類 
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共役座標系による径数付けであるので、命題 2-5 から𝑀 = 0である。上式に適用すれば、 

 {𝐿𝜉 = 0𝑁𝜂 = 0 (4.7) 

上式から𝐿 = 0 𝑜𝑟 𝑁 = 0であるが、𝑆が正則曲面でありかつ平面でなければ𝐿 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝑁 = 0
でない。𝐿 ≠ 0を仮定すれば、𝑁 = 0であり固有ベクトルは𝒓̅ = (0,1)となり、線織方向は𝑣方向の
接ベクトル𝒙𝑣に一致する。以上より、可展面の共役座標系を考えると、一方のパラメータ方向が
線織方向に必ず一致することがわかる。(4.4)による径数付けは共役座標系による径数付けの 1 つ
である。 

4.2.3 Cylindrical stripモデルと Cylindricalメッシュ 

PQ メッシュおよび D-strip モデルの定義について 4.2.1 項で整理した。ここでは、PQ メッシ
ュに属するモデルである cylindrical メッシュおよび D-strip モデルに属するモデルである C-strip
モデルの定義を示す。 

D-strip モデルは定義 4-2 において連続な曲面の共役座標系に対する半離散モデルとして定義
された。C-strip モデルは D-strip モデルを柱面に限定したモデルであるので、同様に曲面の共役
座標系に対する半離散モデルとして定義できる。つまり、C-strip モデルを定義するためには、
C-strip モデルを導く共役座標系を定義すればよい。命題 4-2 から、共役座標系の半離散化によ
って得られる曲線𝒑𝑖(𝑣)，𝒑𝑖+1(𝑣)に対して、𝒓 = 𝒑𝑖+1(𝑣) − 𝒑𝑖(𝑣)は両曲線間に張られる可展面𝐷𝑖,𝑖+1
の線織に対応する。また、命題 4-5 から、柱面は線織の平行性により特徴付けられる可展面であ
るので、以下が成り立てば𝐷𝑖,𝑖+1は柱面となる。 

 ∀𝑣1, ∀𝑣2, 𝒓(𝑣1) ∥ 𝒓(𝑣2) (4.8) 

以上の考察を共役座標系に置き換え、C-strip モデルを導く共役座標系として柱面共役座標系
を以下のように定義する。 

定義 4-4 曲面𝑆の座標系(𝑢, 𝑣)とその埋め込み写像を𝒙とする。このとき座標系(𝑢, 𝑣)が 
∀𝑢,∀𝑣1, ∀𝑣2, 𝒙𝑢(𝑢, 𝑣1) ∥ 𝒙𝑢(𝑢, 𝑣2) 

を満たす共役座標系であるとき、座標系(𝑢, 𝑣)を柱面共役座標系という。 

𝒙(𝑢, 𝑣)により径数付けられた曲面の接ベクトル場𝒙𝑢(𝑢, 𝑣)を考え、このベクトル場を𝑢 = 𝑢̃ =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.に限定したとき、すべての接ベクトルが平行となり、これが任意の𝑢̃で成り立つ座標系で
ある。ここで、平行条件を満たす方向を𝑢方向の接ベクトルとしたが、𝑣方向としても構わない。
以後の議論では、平行条件を満たす方向を𝑢方向の接ベクトルとして議論する。この座標系は次
のように特徴付けられる。 

命題 4-6 曲面𝑆の座標系(𝑢, 𝑣)に関して、 
柱面共役座標系(𝑢, 𝑣)  ⟺ ∀𝒑 ∈ 𝑆,𝒙𝑢𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝒙𝑢) 

[証明] まず、⇒を示す。座標系(𝑢, 𝑣)が柱面共役座標系であるので、定義 4-4 から、𝑆上の任意
の𝑖𝑠𝑜-𝑢曲線上で𝑢方向の接ベクトル𝒙𝑢はすべて平行である。つまり、以下が成り立つ。 
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 ∃𝑓: 𝑆 → ℝ, ∃𝒈: 𝑆 → 𝔼3, 𝒙𝑢 = 𝑓(𝑢, 𝑣)𝒈(𝑢, 𝑣), ‖𝒈(𝑢, 𝑣)‖ = 1, 𝒈𝑣 = 𝟎, 𝑓(𝑢, 𝑣) ≠ 0 (4.9) 

このとき以下が成り立つ。 

 

𝒙𝑢𝑣 = 𝑓𝑣(𝑢, 𝑣)𝒈(𝑢, 𝑣) 
= 𝑓𝑣(𝑢, 𝑣)𝑓(𝑢, 𝑣) 𝒙𝑢(𝑢, 𝑣) (4.10) 

これは、𝒙𝑢𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝒙𝑢)に他ならない。 
次に、⇐を示す。∀𝒑 ∈ 𝑆,𝒙𝑢𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝒙𝑢)なので、𝑆上のあるスカラー関数𝑓が存在して、𝒙𝑢𝑣 =

𝑓(𝑢, 𝑣)𝒙𝑢と書ける。ここで、𝒙𝑢を正規化したベクトルの𝑣に関する微分が次のように得られる。 

 

𝜕𝜕𝑣 𝒙𝑢‖𝒙𝑢‖ = − 𝒙𝑢 ⋅ 𝒙𝑢𝑣‖𝒙𝑢(𝑢, 𝑣)‖3 𝒙𝑢 + 1‖𝒙𝑢(𝑢, 𝑣)‖ 𝒙𝑢𝑣 
= − 𝒙𝑢 ⋅ 𝑓𝒙𝑢‖𝒙𝑢(𝑢, 𝑣)‖3 𝒙𝑢 + 1‖𝒙𝑢(𝑢, 𝑣)‖ 𝑓𝒙𝑢 
= 0 

∴ 𝒙𝑢‖𝒙𝑢‖ = 𝒈(𝑢) 

(4.11) 

ここで、𝒈(𝑢)は𝑣に依存しないベクトルである。ある𝑢 = 𝑢̃ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.を考えると、右辺は定ベク
トルとなるので、𝒙𝑢(𝑢̃, 𝑣)は任意の𝑣ですべて𝒈(𝑢̃)に平行なベクトルとなる。任意の𝑢̃でこれが成
り立つので、座標系(𝑢, 𝑣)は柱面共役座標系に他ならない。□ 

命題 2-5 において共役座標系が𝑀 = 0で特徴付けられることを示したが、これは𝒙𝑢𝑣 ∈
𝑠𝑝𝑎𝑛(𝒙𝑢, 𝒙𝑣)と同値である。つまり、命題 4-6 の条件が共役座標系の条件の限定的な条件である
ことが確かめられる。定義 4-4 による柱面共役座標系を用いて、C-strip モデルは以下のように
定義される。 

定義 4-5 滑らかな曲面𝑆の半離散モデル{𝒑𝑖}が、𝑆の柱面共役座標系による径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)に 
より 

∀𝑖, 𝒑𝑖 = 𝒙(𝑖∆𝑢, 𝑣) 
と定められるとき、半離散モデル{𝒑𝒊}を Cylindrical strip モデル(C-strip モデル)という。ここ
で、∆𝑢は任意の離散幅である。 

D-strip モデルと PQ メッシュの関係に倣えば、離散モデルである cylindrical メッシュが次の
ように定義できる。 

定義 4-6 滑らかな曲面𝑆の離散モデル{𝒑𝑖𝑗}が、𝑆の柱面共役座標系による径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)によ
り ∀𝑖, ∀𝑗, 𝒑𝑖𝑗 = 𝒙(𝑖∆𝑢, 𝑗∆𝑣) 
と定められるとき、離散モデル{𝒑𝒊𝒋}を Cylindrical メッシュという。ここで、∆𝑢，∆𝑣は各方向
の任意の離散幅である。 
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両モデルに対して、D-strip モデルおよび PQ メッシュの場合と同様に次の命題が導かれる。 

命題 4-7 C-strip モデル{𝒑𝑖}の隣接関係にある曲線𝒑𝑖(𝑣)，𝒑𝑖+1(𝑣)に関して、𝑡 ∈ [0,1]として 
𝒙𝑖.𝑖+1(𝑡, 𝑣) = (1 − 𝑡)𝒑𝑖(𝑣) − 𝑡𝒑𝑖+1(𝑣) 

により径数付けられる線織面𝐶𝑖,𝑖+1は柱面である。このとき、𝒓 = 𝒑𝑖+1(𝑣) − 𝒑𝑖(𝑣)は柱面の線織に
対応する。 

 

命題 4-8 Cylindrical メッシュ𝑀𝑐𝑦𝑙 = (𝒱, ℰ,ℱ)関して、 

∀𝑓 ∈ ℱ, 𝒆1 ∥ 𝒆3 𝑜𝑟 𝒆2 ∥ 𝒆4 
ここで、𝒆1，𝒆3および𝒆2，𝒆4は、フェース𝑓の境界エッジで対辺の関係にあるエッジを表す。 

4.2.4 連続曲面上の柱面共役場 

4.2.3 項において柱面モデル(C-strip モデルおよび cylindrical メッシュ)の定義を示した。この
定義に基づけば、与えられた曲面𝑆の半離散・離散モデルとして両モデルを得るためには、𝑆の
共役座標系の中で 1 方向の平行性を満たす柱面共役座標系(定義 4-4)による径数付けを求めれば
よいことがわかる。任意の座標系により𝒙(𝑢, 𝑣)として径数付けられた曲面𝑆に対して、柱面共役
座標系による径数付け𝒙̃(𝑢̃, 𝑣)̃を求めるためには、命題 4-6 を満たす座標変換𝑢̃ = 𝑢̃(𝑢, 𝑣)，𝑣̃ =
𝑣(̃𝑢, 𝑣)を求める必要があるが、任意の曲面・任意の径数付けに対してこの座標変換を解析的に求
めることは一般の共役座標系の場合と同様に困難である。そこで、本章では、座標変換そのもの
を解析的に求めるのではなく、数値解析的アプローチにより柱面モデルを求める。数値解析的ア
プローチでは、柱面共役座標系に対応する曲面上の共役場が重要となるので、本項では、滑らか
な曲面上の共役場について整理する。まず、一般の共役場について整理したのち、柱面共役座標
系に対応する特別な共役場の条件を導きその定義を示す。 

まず、一般の共役座標系について考える。滑らかな曲面𝑆と共役座標系による径数付け𝒙̃(𝑢̃, 𝑣)̃
を考えると、定義 2-11 から曲面上の任意の点で接ベクトル𝒙̃𝑢̃，𝒙̃𝑣̃は共役条件を満たす。ここで、
接ベクトル𝒙̃𝑢̃，𝒙̃𝑣̃を𝑆上の接ベクトル場と考えれば、2 つの接ベクトル場は𝑆上の滑らかな交差
場を定める。これを一般化して、曲面𝑆上の 2 つの接ベクトル場𝒗(𝑢, 𝑣)，𝒘(𝑢, 𝑣)が定める交差場
で共役条件を満たすものが次のように定義される [31]。 

定義 4-7 滑らかな曲面𝑆上の各点に 2 つの接ベクトルを対応させることで定まる滑らかな交差
場𝒟 = {{𝒗,𝒘,−𝒗,−𝒘}|𝒑 ∈ 𝑆}が、 

∀𝑢,∀𝑣, II(𝒗,𝒘) = 0 
を満たすとき、交差場𝒟を𝑆上の共役場という。 

ここでは、2 つの接ベクトルの共役条件として命題 2-2 を用いた。共役場に沿う曲線が共役座
標系のアイソパラメータ曲線に対応することは、共役座標系の定義から明らかであろう。つまり、
曲面上である共役座標系を定めるということは、曲面上である共役場を定めることに他ならな
い。この定義に倣い、柱面共役座標系に対応する共役場を考える。任意の座標系で𝒙(𝑢, 𝑣)として
径数付けられた曲面𝑆を考え、曲面上の 2 つの滑らかな接ベクトル場を𝒗(𝑢, 𝑣)，𝒘(𝑢, 𝑣)とする。
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このとき 2 つの接ベクトル場が、𝑆を何らかの柱面共役座標系に基づき径数付けたときのパラメ
ータ方向の接ベクトル場であり、𝒗が平行条件を満たす接ベクトル場であるとする。このとき𝒗
の微分𝑑𝒗: 𝑇𝒙(𝑢,𝑣)𝑆 → 𝑇𝒗(𝑢,𝑣)𝑉 を考えると、𝒗の𝒘に沿った平行条件から、あるスカラー関数𝑓(𝑢, 𝑣)
が存在して次が成り立つ。 

 𝑑𝒗(𝒘) = 𝑓(𝑢, 𝑣)𝒗 (4.12) 

もし、𝒗が単位接ベクトル場であれば‖𝒗‖ ≡ 1なので、(4.12)はさらに整理され以下になる。 

 𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎 (4.13) 

ここで、𝒗の平行条件から導かれた条件(4.13)と共役条件に関して、次の命題が成り立つ。 

命題 4-9 
 𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎 ⟹  II(𝒗,𝒘) = 0   

[証明] 𝒘 = 𝜉𝒙𝑢 + 𝜂𝒙𝑣としたとき、(4.13)は次のように書ける。 

 𝜉𝒗𝑢 + 𝜂𝒗𝑣 = 𝟎 (4.14) 

法ベクトル𝒏との内積を考えると、次が得られる。 

 

𝜉〈𝒏, 𝒗𝑢〉 + 𝜂〈𝒏, 𝒗𝑣〉 = 𝜉〈𝒏𝑢, 𝒗〉 + 𝜂〈𝒏𝑣, 𝒗〉   (∵ 𝒏 ⊥ 𝒗) 
= 〈𝑑𝒏(𝒘), 𝒗〉 

∴ 〈𝑑𝒏(𝒘), 𝒗〉 = 0 
(4.15) 

(4.15)は 2 つの接ベクトルの共役条件に他ならない。□ 
命題 4-9 は、座標系に関する命題 4-6 と同様に、接ベクトルの平行条件から導かれた条件(4.13)

が、一般の共役条件の限定的な条件となっていることを意味している。以上より、滑らかな曲面
上の柱面共役場を次のように定義する。 

定義 4-8 滑らかな曲面𝑆上の各点に 2 つの接ベクトルを対応させることで定まる滑らかな交差
場𝒟 = {{𝒗,𝒘,−𝒗,−𝒘}|𝒑 ∈ 𝑆}が、 

∀𝑢,∀𝑣, 𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎 
を満たすとき、交差場𝒟を𝑆上の柱面共役場という。 

接ベクトル場𝒗，𝒘は単位接ベクトル場とする。以上で、柱面共役場が定義された。この定義
に基づく交差場が曲面上で定まれば、その交差場に沿う曲線が柱面共役座標系のアイソパラメ
ータ曲線となる。 

最後に、共役場の特異点について整理する。共役場は非直交な交差場であるが、その特異点が
交差場の 2 等分方向に対応する直交な交差場ℬの特異点として得られることが知られている 
[31]。非直交な交差場{𝒗,𝒘,−𝒗,−𝒘}に対して、交差場ℬは次のように定まる。 

 ℬ ≔ { 𝒗 + 𝒘‖𝒗 + 𝒘‖ , 𝒗 − 𝒘‖𝒗 − 𝒘‖ ,− 𝒗 + 𝒘‖𝒗 + 𝒘‖ ,− 𝒗 − 𝒘‖𝒗 − 𝒘‖} (4.16) 

この交差場が 4-RoSy 場であることは明らかであろう。このようにして定まる交差場ℬに対し
て、(2.57)によって特異点指数を求めることで共役場の特異点が判別される。 
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4.2.5 離散曲面上の柱面共役場 

4.2.4 項では、滑らかな曲面上の共役場および柱面共役場について述べた。本項では、2.3.4 項
に倣って、滑らかな曲面上の共役場および柱面共役場を三角形メッシュ上の方向場に拡張する。
まず、メッシュ上の共役場について [31]に倣って整理したのち、メッシュ上の柱面共役場を定義
する。 

対象とする滑らかな曲面𝑆を任意に離散化して得られる三角形メッシュ𝑀 = (𝒱, ℰ,ℱ)を考え、
2.3.4 項で整理したメッシュ上方向場のモデルを用いてメッシュ上の共役場を表すことを考える。
共役場の非直交性を考慮して、メッシュ上の共役場を表すために、各フェース𝑓𝑖 ∈ ℱに𝑇𝑓𝑖上の
2 つの単位ベクトル𝒗𝑖,𝒘𝑖を定める。このとき、(2.86)は次のように拡張される。 

 𝒗𝑖 = [cos𝜃𝑖sin𝜃𝑖],   𝒘𝑖 = [cos(𝜃𝑖 + 𝛼𝑖)sin(𝜃𝑖 + 𝛼𝑖)] (4.17) 

ここで、𝛼𝑖 は𝑇𝑓𝑖 上で𝒗𝑖 と𝒘𝑖 のなす角である。このようにして定まる非直交な交差方向
{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}が共役であることを定義するためには、メッシュ上の共役条件を定める必要
がある。滑らかな曲面上の共役条件は、定義 2-10 によって定義され、命題 2-2 および命題 2-3 に
よって特徴付けられるのであった。定義 2-10 および命題 2-2 の条件は、径数付けに依存した条
件であり径数付けを自然にもたないメッシュに適用することは困難である。一方で、命題 2-3 の
条件は径数付けに依存しない条件であり、メッシュへの適用が容易である。命題 2-3 による共役
条件を(4.17)で表されるメッシュ上の接ベクトルに適用するためには、メッシュ上の点で主曲率
および主曲率方向が定まっていればよい。𝑓𝑖 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℱに対して三角形𝑇𝑓𝑖上の点𝒑を考え、
𝒑の重心座標を(𝜆𝑎, 𝜆𝑏, 𝜆𝑐)として、𝒑での離散曲率テンソルを次のように定める。 

 C𝑖(𝒑) ≔ 𝜆𝑎C(𝑎) + 𝜆𝑏C(𝑏) + 𝜆𝑐C(𝑐) (4.18) 

右辺のC(∙)はメッシュ頂点での離散曲率テンソル(定義 2-17)である。(4.18)が定める曲率テン
ソルの固有値分解によって、𝒑 ∈ 𝑇𝑓𝑖での主曲率および主曲率方向が定まる。この主曲率および
主曲率方向を命題 2-3 の共役条件に直接適用すれば、𝒑 ∈ 𝑇𝑓𝑖での共役条件が定まる。このように
して定まるフェース上の接ベクトルの共役条件を用いて、メッシュ上の非直交な交差場𝒟 =
{{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}|𝑓𝑖 ∈ ℱ}が共役場であることを次のように定義する。 

定義 4-9 メッシュ𝑀上の非直交な交差場𝒟 = {{𝒗𝑖,𝒘𝑖, −𝒗𝑖,−𝒘𝑖}|𝑓𝑖 ∈ ℱ}が 
∀𝑓𝑖 ∈ ℱ, 𝜅𝑖,1⟨𝒗𝑖, 𝒆𝑖,1⟩⟨𝒘𝑖, 𝒆𝑖,1⟩ + 𝜅𝑖,2⟨𝒗𝑖, 𝒆𝑖,2⟩⟨𝒘𝑖, 𝒆𝑖,2⟩ = 0 

を満たすとき、交差場𝒟を𝑀上の共役場という。 

ここで、𝒗𝑖,𝒘𝑖をフェース重心に定められた方向であるとすれば、𝜅𝑖,1, 𝜅𝑖,2および𝒆𝑖,1, 𝒆𝑖,2は、
𝒑をフェース重心(i.e. 𝜆𝑎 = 𝜆𝑏 = 𝜆𝑐 = 1/3 )として(4.18)から得られる主曲率および主曲率方向と
なる。 

次に、メッシュ𝑀上の柱面共役場を定義する。滑らかな曲面𝑆上の柱面共役場は、平行条件を
満たすベクトル𝒗の微分に関する条件を用いて定義されたが(定義 4-8)、メッシュそのものがもつ
幾何学的な不連続性から、この条件を直接離散化することは困難である。そこで、まず、滑らか
な曲面上の条件𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎に関して次の命題が成り立つことを示す。 
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命題 4-10 
 𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎 ⟺  II(𝒗,𝒘) = 0,∇𝒘𝒗 = 𝟎  

ここで、∇𝒘𝒗は𝒗の𝒘方向の共変微分を表す。 

[証明] まず、⇒を示す。任意の座標系(𝑢, 𝑣)とその埋め込み写像𝒙を仮定し𝒘 = 𝜉𝒙𝑢 + 𝜂𝒙𝑣とす
ると、𝒗の𝒘方向の微分が次のように得られる。 

 𝑑𝒗(𝒘) =  𝜉𝒗𝑢 + 𝜂𝒗𝑣 (4.19) 

このベクトルの接空間成分が𝒗の𝒘方向の共変微分∇𝒘𝒗であるので次が得られる。 

 
∇𝒘𝒗 = 𝑑𝒗(𝒘) − 〈𝒏, 𝜉𝒗𝑢 + 𝜂𝒗𝑣〉𝒏 

∴ 𝑑𝒗(𝒘) = ∇𝒘𝒗 + (𝜉〈𝒏, 𝒗𝑢〉 + 𝜂〈𝒏, 𝒗𝑣〉)𝒏 (4.20) 

つまり、𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎のとき次が成り立つ。 

 ∇𝒘𝒗 = 𝟎,   (𝜉〈𝒏, 𝒗𝑢〉 + 𝜂〈𝒏, 𝒗𝑣〉) = 0 (4.21) 

第 2 式が成り立つとき命題 4-9 と同様にII(𝒗,𝒘) = 0が成り立つので⇒が示された。 
次に、⇐を示す。(4.20)と同様に、𝒗の𝒘方向の微分を法ベクトル成分と接空間成分に分解する

と次が得られる。 

 
𝑑𝒗(𝒘) = 〈𝑑𝒗(𝒘),𝒏〉𝒏 + ∇𝒘𝒗 

= 𝟎 (4.22) 

ここで、II(𝒗,𝒘) = 0 ⇔ 〈𝑑𝒗(𝒘),𝒏〉 = 0を用いた。□ 
よって、柱面共役場の条件を離散化するために、𝑑𝒗(𝒘) = 𝟎を離散化する代わりに、II(𝒗,𝒘) =

0，∇𝒘𝒗 = 0を離散化すればよい。共役条件II(𝒗,𝒘) = 0は、メッシュ上の曲率テンソルを用いる
ことですでに離散化されているので(定義 4-9)、ここでは∇𝒘𝒗 = 0の離散化を考える。本章で用
いるメッシュ上の方向場は、各フェースにベクトルを定める face-based モデルであるので、face-
based モデルに対する離散共変微分演算子 [66]を用いればよい。まず、隣接するフェース𝑓𝑖，𝑓𝑗 ∈
ℱを考え、両フェースで定まるベクトル𝒗𝑖，𝒗𝑗 ∈ 𝔼3の重み付き平均により共有エッジ𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰにベ
クトルを定める。 

 𝒗𝑖𝑗 = ∣𝑇𝑓𝑖∣𝒗𝑖 + ∣𝑇𝑓𝑗∣𝒗𝑗
∣𝑇𝑓𝑖 ∣ + ∣𝑇𝑓𝑗 ∣  (4.23) 

(4.23)は、メッシュ上の境界を除くすべてのエッジにベクトルを定める。ここで、𝑓 ∈ ℱを考
え、その 3 頂点を𝑎，𝑏，𝑐とすると、エッジ中点で定義されたスカラー関数𝑔: ℰ → ℝに対して、フ
ェース内での線形補間関数𝑔𝑓が non-conforming な基底関数𝜓𝑎𝑏，𝜓𝑏𝑐，𝜓𝑐𝑎を用いて次のように得
られる [26]。 

 𝑔𝑓(𝒑) = 𝑔𝑎𝑏𝜓𝑎𝑏(𝒑) + 𝑔𝑏𝑐𝜓𝑏𝑐(𝒑) + 𝑔𝑐𝑎𝜓𝑐𝑎(𝒑) (4.24) 

ここで、𝒑 ∈ 𝑇𝑓である。(4.24)が定める補間関数の勾配ベクトルはその線形性からフェース上
で定ベクトルとなり、次のように得られる。 
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 ∇𝑔𝑓 = 𝑔𝑎𝑏∇𝜓𝑎𝑏 + 𝑔𝑏𝑐∇𝜓𝑏𝑐 + 𝑔𝑐𝑎∇𝜓𝑐𝑎 (4.25) 

ここで、基底関数𝜓𝑎𝑏，𝜓𝑏𝑐，𝜓𝑐𝑎の勾配ベクトルは次のように得られる。 

 ∇𝜓𝑎𝑏 = −𝒏𝑓 × 𝒆𝑎𝑏∣𝑇𝑓 ∣ ,   ∇𝜓𝑏𝑐 = − 𝒏𝑓 × 𝒆𝑏𝑐∣𝑇𝑓 ∣ ,   ∇𝜓𝑐𝑎 = − 𝒏𝑓 × 𝒆𝑐𝑎∣𝑇𝑓 ∣  (4.26) 

ここで、𝒆𝑎𝑏，𝒆𝑏𝑐，𝒆𝑐𝑎はエッジベクトルである。つまり、(4.23)によって定まるメッシュ上の
ベクトル場𝒗:̂ ℰ → 𝔼3の各成分𝑥:̂ ℰ → ℝ，𝑦:̂ ℰ → ℝ，𝑧:̂ ℰ → ℝの勾配ベクトル場∇𝑥，̂∇𝑦，̂∇𝑧は̂、
それぞれ face-based な方向場となる。この勾配ベクトル場と微分方向となるベクトル場𝒘の内積
を取ることで、ベクトル場𝒗 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)の各成分の𝒘方向の方向微分が次のように得られる。 

 𝐷̃𝒘𝑥 = 〈∇𝑥,̂𝒘〉,   𝐷̃𝒘𝑦 = 〈∇𝑦,̂𝒘〉,   𝐷̃𝒘𝑧 = 〈∇𝑧,̂𝒘〉 (4.27) 

ここで、𝐷̃𝒘を離散系における方向微分演算子として連続系における方向微分演算子𝐷𝒘と区
別した。各成分の方向微分をベクトル成分として扱うことで、𝒗𝑖の𝒘𝑖方向の共変微分が次のよう
に得られる。 

 ∇̃𝒘𝒗 = 𝑃 ((𝐷̃𝒘𝑥, 𝐷̃𝒘𝑦, 𝐷̃𝒘𝑧)) (4.28) 

ここで、𝑃(∙)は𝑀への射影を表す。ここでも同様に、∇̃𝒘を離散系における共変微分演算子と
して連続系における共変微分演算子∇𝒘と区別した。このように定まる共変微分演算子を用いて、
メッシュ上の非直交な交差場𝒟 = {{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}|𝑓𝑖 ∈ ℱ}が柱面共役場であることを次のよ
うに定義する。 

定義 4-10 メッシュ𝑀上の非直交な交差場𝒟 = {{𝒗𝑖,𝒘𝑖, −𝒗𝑖,−𝒘𝑖}|𝑓𝑖 ∈ ℱ}が 

∇̃𝒘𝒗 = 𝟎 
を満たす共役場であるとき、交差場𝒟を𝑀上の柱面共役場という。 

最後に、メッシュ上の共役場の特異点を [31]に倣って整理する。(2.87)を拡張すると、隣接す
るフェースを𝑓𝑖，𝑓𝑗 ∈ ℱとして共有エッジを𝑒𝑖𝑗と表せば、方向場の角度の変化量が次のように書
ける。 

 
∆𝜃1(𝑒𝑖𝑗∗ ) = (𝜃𝑗 + 𝑞𝑖𝑗𝛼𝑗) + 𝑟𝑖𝑗 − 𝜃𝑖 + 𝑝1,𝑖𝑗𝜋 
∆𝜃2(𝑒𝑖𝑗∗ ) = (𝜃𝑗 + (1 − 𝑞𝑖𝑗)𝛼𝑗) + 𝑟𝑖𝑗 − (𝜃𝑖 + 𝛼𝑖) + 𝑝2,𝑖𝑗𝜋 (4.29) 

ここで、𝑟𝑖𝑗は𝑓𝑖，𝑓𝑗の基準軸をヒンジマップで展開したとき基準軸間の角度である。共役場は
非直交な交差場であり 2 方向の独立な方向が存在するので、2 つの変化量を考える必要があり、
これに応じて、2 つの period jump parameter が𝑝1,𝑖𝑗，𝑝2,𝑖𝑗として導入された。また、𝒗，𝒘の対応
関係のスワップも考慮する必要があるので、スワップを表す変数𝑞𝑖𝑗 ∈ {0,1}が導入される。(2.90)
に倣って、頂点𝑣の特異点指数が次のように定義される。 
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 𝐼(𝑣) ≔ 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ ∆𝜃1(𝑒𝑖𝑗∗ ) + ∆𝜃2(𝑒𝑖𝑗∗ )2𝑒𝑖𝑗∈𝒩(𝑣)

+ 𝐴𝑑(𝑣)
⎠⎟
⎟⎞ (4.30) 

ここで、(4.30)に(4.29)を適用して変形すれば次が得られる。 

 𝐼(𝑣) = 12𝜋⎝⎜
⎜⎛ ∑ ((𝜃𝑗 + 𝛼𝑗2 ) + 𝑟𝑖𝑗 − (𝜃𝑖 + 𝛼𝑖2 ) + 𝑝1,𝑖𝑗 + 𝑝2,𝑖𝑗2 𝜋)

𝑒𝑖𝑗∈𝒩(𝑣)
+ 𝐴𝑑(𝑣)

⎠⎟
⎟⎞ (4.31) 

これは、𝒗𝑖,𝒘𝑖の 2 等分方向に対応する方向場の特異点に等しく、滑らかな曲面上の共役場の
特異点の性質と等しい。 

4.2.6 Shadow contour曲線と接触柱面 

本項では、滑らかな曲面𝑆上の共役場に沿う曲線の幾何学的な解釈を [29] [12]に倣って整理し、
その幾何学的性質を応用した C-strip モデルの別の定義について示す。 

まず、滑らかな曲面𝑆上の shadow contour 曲線について示す。曲面𝑆上の曲線𝑐がある点𝒛を光
源とする shadow contour 曲線であることは次のように定義される。 

定義 4-11 滑らかな曲面𝑆上の曲線𝑐が 
∀𝒑 ∈ 𝑐, 𝒑 − 𝒛 ∈ 𝑇𝒑𝑆 

を満たすとき、点𝒛を光源とする shadow contour 曲線という。ここで、𝒗 = 𝒑 − 𝒛を照射ベクト
ルと呼ぶ。 

この定義から明らかであるが、shadow contour 曲線は点𝒛から曲面𝑆を見たときの𝑆の境界線
を除く輪郭線に他ならない(図 4-5)。shadow contour 曲線に関して次が成り立つ。 

命題 4-11 滑らかな曲面𝑆上の曲線𝑐に関して 
曲線𝑐が点𝒛を光源とする shadow contour 曲線  ⟺ ∀𝒑 ∈ 𝑐, 𝒑 − 𝒛 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑎𝑡𝑒 𝑡𝑜 𝑐 ̇𝑜𝑛 𝑆 

 

   
(a)照射ベクトルと曲線 (b)接触柱面 (c)輪郭線としての解釈 

図 4-5 Shadow contour 曲線と曲面の輪郭線 

𝒗 
𝑐𝑖 𝐶𝑖 𝑐𝑖 
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ここで、点𝒛を光源とする shadow contour 曲線𝑐に対して、線分の 1 パラメータ族Γ =
{𝐿(𝒑, 𝒛)|𝒑 ∈ 𝑐}を定めると、定義 4-11 から、Γは𝒛を頂点とし𝑐に沿って𝑆に接する錐面となる。
ここで、点𝒛を無限遠点とすれば照射ベクトル𝒗は𝒑に依らず定値なベクトルとなり、Γは𝑆に接す
る柱面となる。この無限遠点𝒛に対する shadow contour 曲線𝑐を考えると、命題 4-11 から、𝑐の
接ベクトル𝑐は̇定値な照射ベクトル𝒗と常に共役であるので、𝑐が何らかの柱面共役場に沿う曲線
であることがわかる。つまり、柱面共役場の平行条件を満たさない方向に沿う曲線に沿って、𝑆
に接する柱面が存在することがわかる。このとき接触柱面の線織方向(i.e., 照射ベクトル方向)が
柱面共役場の平行条件を満たす方向のベクトルに対応する。 

柱面共役場に沿う曲線に関する上述の性質を用いると、曲面𝑆の半離散モデルとしての C-strip
モデルを定義 4-5 とは別の形式で定めることができる。𝑆の何らかの柱面共役座標系の半離散化
からアイソパラメータ曲線の集合{𝑐𝑖}が与えられたとき、各曲線に対して次の柱面を定める。 

 𝐶𝑖(𝑠, 𝑡) ≔ 𝒄𝑖(𝑡) + 𝑠𝒗 (4.32) 

ここで、𝒄𝑖(𝑡)は曲線𝑐𝑖の径数付け、𝒗は曲線𝑐𝑖を定める定ベクトルである。(4.32)が定める柱面
は曲線𝑐𝑖に沿って𝑆に接する。このとき、C-strip モデル{𝑑𝑖}を次のように定める。 

 {𝑑𝑖} ≔ {𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑖+1} (4.33) 

ここで得られる C-strip モデルの各曲線𝑑𝑖は𝑆上の曲線ではないので、定義 4-5 で定める C-strip
モデルとは一致しないが、(4.33)が定める C-strip モデルもまた𝑆に収束することは明らかであ
り、このモデルも𝑆の半離散モデルとしての条件を満たす。また、明らかに、𝑑𝑖, 𝑑𝑖+1間は柱面𝐶𝑖+1
によって補間され、C-strip モデルが満たすべき幾何学的条件(命題 4-7)を厳密に満たしており、
このモデルは離散化による誤差をもたないモデルである。 

4.2.3 項において、一般の可展面と柱面の幾何学的関係に基づいて柱面共役座標系を定義した
(定義 4-4)。本項で示した輪郭線による解釈は、任意の曲面上で定義 4-4 による柱面共役座標系
が少なくとも局所的に存在することの根拠といえる。𝔼3に埋め込まれた任意の曲面上の任意の
点に対して、その点が輪郭線上の点となるような正射影が局所的に存在することは明らかであ
ろう。 

   
(a)Contour 曲線の集合{𝑐𝑖} (b)接触柱面の集合 (c)柱面交線𝑑𝑖 

図 4-6 接触柱面による C-strip モデル 

𝑐𝑖+1 𝒗𝑖 
𝑐𝑖 𝐶𝑖 

𝐶𝑖+1 
𝒗𝑖+1 

𝐶𝑖+1 
𝐶𝑖 

𝑑𝑖 
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4.3 C-stripモデル生成方法 A – アイソパラメータ曲線による方法 

4.1 節において、与えられた曲面の半離散モデルとして C-strip モデルを求めるために、数値
解析によるアプローチが必要であることを述べた。本節では、数値解析を用いた 1 つの方法とし
て、求めたい柱面共役座標系に対応する柱面共役場を数値積分することで得られる離散的なア
イソパラメータ曲線により C-strip モデルを求める方法について述べる。まず、4.3.1 項におい
て、Runge-Kutta 法による数値積分を用いて曲面上の方向場に沿う曲線を求める方法について整
理する。続いて、4.3.2 項において、曲面上に柱面共役場を定めると同時に、対応するアイソパ
ラメータ曲線の離散解を数値積分により求める方法について述べる。最後に、4.3.4 項において、
本節で述べるアイソパラメータ曲線を用いる方法の問題点を指摘する。 

4.3.1 Runge-Kutta法による方向場の数値積分 

本項では、Runge-Kutta 法を用いて曲面上の方向場を数値積分することにより、方向場に沿う
曲線を離散的に求める方法について整理する。Ω ⊂ ℝ2上で定義された滑らかな曲面𝑆上の接ベク
トル場𝒗 = 𝒗(𝑢, 𝑣)を考える。𝒑 ∈ 𝑆で接ベクトル𝒗(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑇𝒑𝑆 ⊂ 𝔼3はパラメータ空間上のベクト
ル𝒗(̅𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2と 1 対 1 対応し、両ベクトルには次の関係が成り立つ。 

 𝒗 = 𝐽𝒗̅ ⇔ 𝒗̅ = (𝐽𝑇 𝐽)−1𝐽𝑇 𝒗 (4.34) 

与えられた接ベクトル場𝒗に対して、(4.34)による変換を施せばℝ2上のベクトル場𝒗が̅定まる。
このベクトル場𝒗を̅数値積分することで得られるℝ2上の点列を、埋め込み写像𝒙(𝑢, 𝑣)により再び
𝔼3に埋め込めば𝑆上の点列が得られ、この点列は𝑆上の接ベクトル場𝒗に沿った点列となる。ℝ2上
のベクトル場𝒗の̅数値積分には Runge-Kutta 法 [67]を用いる。第𝑖ステップでの点を𝒖𝑖 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖)
とすると、第𝑖 + 1ステップでの点が 4 次精度公式により次のように得られる。 

 

𝒖𝑖+1 = 𝒖𝑖 + 16 (𝒌0 + 2𝒌1 + 2𝒌2 + 𝒌3) 
𝒌0 = ∆ ⋅ 𝒗(̅𝒖𝑖),   𝒌1 = ∆ ⋅ 𝒗̅ (𝒖𝑖 + 12 𝒌0) 

   𝒌2 = ∆ ⋅ 𝒗̅ (𝒖𝑖 + 12𝒌1),   𝒌3 = ∆ ⋅ 𝒗(̅𝒖𝑖 + 𝒌2) 
(4.35) 

ここで、∆は離散幅であり十分小さな値を設定すればよい。初期点𝒖0 = (𝑢0, 𝑣0)を指定し、
(4.35)に従って定義域Ω内で点を更新することで点列{𝒖𝑖}が得られる。この点列{𝒖𝑖}が、𝒖0を始
点としベクトル場𝒗に̅沿った曲線の離散解であり、点列{𝒖𝑖}を写像𝒙(𝑢, 𝑣)により𝑆上に埋め込ん
で得られる点列{𝒑𝑖} = {𝒙(𝒖𝑖)}が𝑆上の接ベクトル場𝒗に沿った曲線の離散解となる。ベクトル場
𝒗が̅特異点をもつ場合、特異点ではベクトルが定まらないので初期点𝒖0として特異点を指定しな
いよう注意する。 

次に、上述の方法を𝑆上の共役場{𝒗(𝑢, 𝑣),𝒘(𝑢, 𝑣)}に適用することを考える。共役場は非直交な
交差場であり、𝒑 ∈ 𝑆で 4 方向の単位接ベクトル{𝒗,𝒘,−𝒗,−𝒘}が定められるのであった。この
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共役場が特異点をもたない場合、それぞれの方向を表す接ベクトル場𝒗(𝑢, 𝑣)，𝒘(𝑢, 𝑣)は𝑆上で連
続であり、上述の接ベクトル場に対する数値積分法をそれぞれに適用することで各方向に沿う
曲線が求まる。一方で、共役場が特異点をもつ場合、交差場そのものは𝑆上で連続であるがそれ
ぞれの方向を表す接ベクトル場𝒗(𝑢, 𝑣)，𝒘(𝑢, 𝑣)は不連続点をもつので、数値積分時に不連続点に
おいて(4.35)による点列更新を終了する必要がある。不連続点での点列更新の終了条件を考慮し
た数値積分法をそれぞれの方向に適用することで各方向に沿う曲線が求まる。半離散モデルを
求める場合、1 方向に関して数値積分を実行すればよい。 

以上に示した方法を𝑆上で定まる共役場{𝒗(𝑢, 𝑣),𝒘(𝑢, 𝑣)}の任意の 1 方向に適用することで、
共役場に沿う曲線の離散解𝒑̂ = {𝒑𝑖}が求まる。𝑆上の複数の点を初期点として離散曲線を求める
ことで共役場に沿う離散曲線の集合{𝒑̂𝑗}が求まり半離散モデル(の離散解)となる。 

4.3.2 柱面共役場の生成と数値積分 

4.3.1 項で、共役場の数値積分により、対応する共役座標系のアイソパラメータ曲線を求める
方法を示した。この方法を適用するためには、目的とする共役座標系に対応する曲面𝑆上の共役
場が必要であるが、曲面上の共役場は一意に定まらないため、何らかの条件を与えることで目的
とする共役座標系に対応する共役場を定める必要がある。一般の共役場の場合、𝑆上の任意の点
で 1 方向の自由度をもつため、𝑆上のすべての点𝒑で接ベクトル𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆を定める必要がある。こ
れは、𝑆上の滑らかな接ベクトル場𝒗(𝑢, 𝑣)を定めることに等しく、接ベクトル場𝒗(𝑢, 𝑣)を任意に
定めることで𝑆上の滑らかな共役場を定めることができる。これに対して、柱面共役場の場合、
1 方向に関する平行条件から、ある点𝒑 ∈ 𝑆で接ベクトル𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆を定めると𝒑を通るある曲線𝑐 ⊂
𝑆(i.e. 𝒑を通り𝒗を定照射ベクトルとする shadow contour 曲線)が定まり、𝑐上のすべての点で 1
方向が𝒗に一致する共役場が定まるので、𝑆上の一部の点𝒑で接ベクトル𝒗 ∈ 𝑇𝒑𝑆を定めればよい。
ここで、𝑆の部分集合𝑟に対して接ベクトル場𝓋 = ൛𝒗𝒑 ∈ 𝑇𝒑𝑆ห𝒑 ∈ 𝑟ൟを定めることを考える。この
とき、𝑟の各点を通る曲面上の曲線の集合𝒸 = ൛𝑐𝒑ห𝒑 ∈ 𝑟ൟが柱面共役場の条件から定まる。このと
き、部分集合𝑟と接ベクトル場𝓋は次を満たす必要がある。 

 

⎩{{
{⎨
{{{
⎧ ∀𝒑1, ∀𝒑2 ∈ 𝑟, 𝑐𝒑1 ∩ 𝑐𝒑2 ≠ ∅                                                                

       ⟹ {𝒗𝒑1, 𝑐𝒑̇1∥𝑐𝒑̇1∥ , −𝒗𝒑1,− 𝑐𝒑̇1∥𝑐𝒑̇1∥} = {𝒗𝒑2, 𝑐𝒑̇2∥𝑐𝒑̇2∥ , −𝒗𝒑2,− 𝑐𝒑̇2∥𝑐𝒑̇2∥}∣
𝒑=𝑐𝒑1∩𝑐𝒑2⋃ 𝑐𝒑 = 𝑆𝒑∈𝑟                                                                                        

 (4.36) 

第 1 式は、𝒸が定める共役場が𝑆上で矛盾なく定まるための条件であり、第 2 式は𝑆上のすべて
の点で共役場が定まるための条件である。任意の曲面𝑆に対して条件(4.36)を満たす𝑟と𝓋を適切
に定めることは困難であるので、ここでは条件(4.36)の緩和を考える。まず、第 1 式に関して考
察する。第 1 式は、柱面共役座標系の同一方向のアイソパラメータ曲線に対応する 2 曲線で交点
をもつ 2 曲線が、交点で等しい共役場を定めるための条件であるが、曲面𝑆が 1 つの柱面共役座
標系で被覆される場合、𝒑1 ≠ 𝒑2かつ𝑐𝒑1 ≠ 𝑐𝒑2であれば、アイソパラメータ曲線は交差せず𝑐𝒑1 ∩
𝑐𝒑2 = ∅が常に成り立つので、第 1 式は常に成り立つ。つまり、第 1 式は、曲面𝑆が複数の柱面共
役座標系で被覆される場合(i.e. 特異点が存在する場合)に限り、実質的な意味をもつ条件である。
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そこで、ここでは、曲面𝑆が 1 つの柱面共役座標系で被覆されることを仮定して、第 1 式を次の
条件に緩和する。 

 ∀𝒑1 ∈ 𝑟, ∀𝒑2 ∈ 𝑟, 𝑐𝒑1 ≠ 𝑐𝒑2 ⟹ 𝑐𝒑1 ∩ 𝑐𝒑2 = ∅ (4.37) 

第 2 式に関しては、∪ 𝑐𝒑が𝑆の十分な領域を被覆すればよいと仮定して、次のように緩和する。 

 ⋃ 𝑐𝒑 ≈ 𝑆𝒑∈𝑟  (4.38) 

この条件は厳密な条件ではないため、問題に応じて適宜被覆条件を設定する必要がある。以上
をまとめて、𝑆上で柱面共役場を定めるために与える部分集合𝑟と接ベクトル場𝓋に関して次の条
件を用いる。 

 ⎩{⎨
{⎧∀𝒑1 ∈ 𝑟, ∀𝒑2 ∈ 𝑟, 𝑐𝒑1 ≠ 𝑐𝒑2 ⟹ 𝑐𝒑1 ∩ 𝑐𝒑2 = ∅

⋃ 𝑐𝒑 ≈ 𝑆𝒑∈𝑟                 (4.39) 

(4.39)では、部分集合𝑟と接ベクトル場𝓋から定まる曲線の交点の有無と曲線の一致のみを考慮
すればよいので、(4.36)と比較すると扱いやすい条件である。ここでは、(4.39)を満たす部分集合
𝑟と接ベクトル場𝓋を与える 1 つの方法として、部分集合𝑟を曲面上の 1 つの滑らかな曲線として
与える方法を示す。 

部分集合𝑟を曲面上の滑らかな曲線𝑟として、この曲線𝑟上で定義される滑らかな接ベクトル場𝓋を考えれば、曲面𝑆と接ベクトル場𝓋の連続性から、𝑟上の任意の点𝒑で(4.39)の第 1 式が満足さ
れるような近傍が存在することは明らかであろう(i.e. 𝒑 ∈ 𝑟のある近傍𝑁(𝒑)が存在して、∀𝒒 ∈
𝑟 ∩ 𝑁(𝒑), 𝑐𝒑 ∩ 𝑐𝒒 = ∅)。この性質を考慮して、接ベクトル場𝓋を𝑟の単位接ベクトルとする。この
とき、この曲線𝑟は柱面共役座標系の線織方向に対応するアイソパラメータ曲線となる。曲線𝑟を
与えることで𝑆の部分領域𝑆𝑟に柱面共役場が定まる。このとき、𝑟上の点𝒑とその近傍にない点𝒒 ∈
𝑟に対しては、𝑐𝒑 ∩ 𝑐𝒒 ≠ ∅となり(4.39)第 1 式を満足しない可能性があるので、これが満足されな
い場合、試行錯誤による曲線𝑟の修正を行う。また、𝑆𝑟 ≈ 𝑆が満たされない場合も、(4.39)の第 1
式の制約下で𝑆𝑟を拡大するような𝑟の修正を試行錯誤により行う。 

適切な曲線𝑟が与えられれば、𝑟の任意の離散化により点列{𝒓𝑗}と接ベクトル{𝒓𝑗̇}を定め、各𝒓𝑗，
𝒓𝑗̇を境界条件として 4.3.1 項の数値積分法を適用することで、柱面共役場のアイソパラメータ曲
線の離散解𝒑̂𝑗が求まる。すべての点で離散解を求めれば、離散曲線の集合{𝒑̂𝑗}が求まり半離散モ
デル(の離散解)となる。この方法は、曲線𝑟が C-strip モデルの線織の流れに対応するため直感的
で明確であるという利点をもつ一方で、(4.39)を満たす部分集合𝑟と接ベクトル場𝓋を与えるため
に試行錯誤による曲線𝑟の修正を要するため効率的ではない。また、複雑な曲面𝑆はその全域を
被覆するために複数の柱面共役座標系を必要とするため、十分な領域を被覆可能な曲線𝑟を与え
ることは困難である。   
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4.3.3 数値解析 

本項では、方法 A を 2 つの解析モデル a・b に対して適用した数値解析例を示す。すべての数
値解析は、Intel® CoreTM i9-9980HK プロセッサーを搭載する PC を用いて実行されている。 

4.3.3.1 解析モデル a 

本項で解析対象とする滑らかな曲面𝑆𝑎を図 4-7 に示す。制御点数5 × 7の 3 次 Nurbs 曲面を用
いて、曲面の全域でガウス曲率が正となるように曲面をモデル化した。この曲面に対して、X-Y
平面上で原点を通る直線を Z 方向に沿って曲面に投影することで得られる曲面上の曲線を曲線𝑟
として与え C-strip モデルを求めた。直線が X 軸となす角度を 15 度間隔で変更して得られる 12
パターンの曲線𝑟000~𝑟165について検討した。全パターンの解析結果を図 4-8 に示す。曲線𝑟は離
散幅が等しくなるよう等分割し、各パターンの分割数はすべてのパターンで離散幅がおおよそ
等しくなるよう設定した。ここでは、条件(4.39)に基づく曲線𝑟の修正は行わず得られた結果を直
接示す。 

図 4-8 に示した解析結果を見ると、すべてのパターンで条件(4.39)を満たす C-strip モデルが
得られていることがわかる。明らかに、すべてのパターンで曲面𝑆𝑎は 1 つの柱面共役座標系で
被覆されており、得られた C-strip モデルは曲面𝑆𝑎の十分な領域を被覆している。 

 
(a)曲面𝑆𝑎(点線:制御ポリゴン) 

 
(b)主曲率線 

 
(c)ガウス曲率 

 
(d)平均曲率 

図 4-7 解析モデル a  
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(a)𝑟000 

 
(b)𝑟015 

 
(c)𝑟030 

 
(d)𝑟045 

 
(e)𝑟060 

 
(f)𝑟075 

 
(g)𝑟090 

 
(h)𝑟105 

 
(i)𝑟120 

 
(j)𝑟135 

 
(k)𝑟150 

 
(l)𝑟165 

   
   

図 4-8 解析モデル a  C-strip モデル 

𝑟 {𝒑̂𝑗} 
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4.3.3.2 解析モデル b 

本項で解析対象とする滑らかな曲面𝑆𝑏を図 4-9 に示す。解析モデル a と同様に、制御点数5 × 7
の 3 次 Nurbs 曲面を用いて曲面をモデル化したが、ここでは、ガウス曲率が正となる領域と負
となる領域の双方を含むように曲面をモデル化した。この曲面に対して、解析モデル a と同様
に、12 パターンの曲線𝑟000~𝑟165を与えて C-strip モデルを求めた。全パターンの解析結果を図
4-10 に示す。ここでも条件(4.39)に基づく曲線𝑟の修正は行わず得られた結果を直接示す。 

図 4-10 に示した解析結果を見ると、多くのパターンで曲面𝑆𝑏の十分な領域を被覆する C-strip
モデルが得られておらず、条件(4.39)の第 2 式を満たしていないことがわかる。これらのパター
ンでは、特異点を含む柱面共役座標系が曲面を被覆している。すべてのパターンで、ガウス曲率
が負の領域で特異点が生じているが、これらはガウス曲率が負の領域において存在する自己共
役方向(命題 2-4)に起因する特異点である。図 4-11 に𝑟135の共役場を示した。共役場の 2 方向が
一致している点が存在することが確認できる。これらの点では、埋め込み写像𝒙が𝒙𝑢 ∥ 𝒙𝑣となり、
写像𝒙が非正則な埋め込みとなるため座標系が定まらない。また、図 4-11 において赤点線で示し
た𝑆の部分集合{𝒑 ∈ 𝑆|𝒙𝑢 ∥ 𝒙𝑣}に含まれるすべての点は孤立点ではないため、(2.55)で示した特

 
(a)曲面𝑆𝑏(点線:制御ポリゴン) 

 

 
(b)主曲率線 

 

 
(d)ガウス曲率 

 
(e)平均曲率 

図 4-9 解析モデル b 
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(a)𝑟000 

 
(b)𝑟015 

 
(c)𝑟030 

 
(d)𝑟045 

 
(e)𝑟060 

 
(f)𝑟075 

 
(g)𝑟090 

 
(h)𝑟105 

 
(i)𝑟120 

 
(j)𝑟135 

 
(k)𝑟150 

 
(l)𝑟165 

   
   

図 4-10 解析モデル b  C-strip モデル 

𝑟 {𝒑̂𝑗} 
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異点指数の仮定に反する。したがって、柱面共役座標系の自己共役性から生じる特異点に関して、
通常の共役場の特異点とは異なる扱いが必要となる。また、特異点を生じている(i)(j)(k)(l)を見
ると、曲線𝑟の変曲点が特異点と一致していることがわかる。これは、曲線𝑟の変曲点において次
が成り立つためである。 

 𝑟′′ = 𝜿𝑛 + 𝜿𝑔 = 𝟎  ⟺  𝜅𝑛 = 0,   𝜅𝑔 = 0 (4.40) 

ここで、𝑟′′は弧⻑パラメータに関する 2 階微分ベクトル、𝜅𝑛，𝜿𝑛は法曲率および法曲率ベク
トル、𝜅𝑔，𝜿𝑔は測地的曲率および測地的曲率ベクトルである。法曲率𝜅𝑛 = 0となる方向は漸近方
向であり自己共役方向となる(命題 2-4)ため共役場の特異点となる。この考察から、特異点を含
まない柱面共役座標系を定めるためには、少なくとも変曲点をもたない曲線𝑟を与える必要があ
ることがわかる。 

4.3.4 方法 Aの問題点 

本節では、曲面上の曲線𝑟を与えることで柱面共役場を定め、数値積分により対応する柱面共
役座標系のアイソパラメータ曲線を求めることで C-strip モデルを求める方法を示した。本方法
には以下に示す問題点がある。 

(a) 曲面の十分な領域を被覆する柱面共役場を定めることが困難 
(b) アイソパラメータ曲線の構造化が困難 
(c) 均質に配置された共役座標系のアイソパラメータ曲線を効率的に求めることが困難 
(d) C-strip モデルを構成する曲線が共役座標系から定まる径数付けをもたない 

(a)は、4.3.2 項で指摘した問題点である。柱面共役場を定める曲面上の曲線𝑟に関して、(4.39)
を考慮した試行錯誤による修正が必要となるとともに、特異点を含むような柱面共役場の場合、
曲線𝑟により十分な領域を被覆するような柱面共役場を定めることが困難である。(b)は、数値積
分で求まるアイソパラメータ曲線の隣接関係に関する問題である。数値積分により求まる複数
のアイソパラメータ曲線から C-strip モデルを求める場合、アイソパラメータ曲線の集合に共役
座標系上での隣接関係を定めて曲線の集合を構造化する必要がある。特に、柱面共役座標系が複
数の特異点をもつ場合、構造化は非常に複雑な演算となる。次に、(c)は数値積分で求まるアイ

 
 

図 4-11 柱面共役場(𝑟135) 

自己共役点 自己共役点の集合 
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ソパラメータ曲線の配置に関する問題である。本手法では、曲線𝑟の離散化により得られる点を
初期点としてアイソパラメータ曲線を求めるが、数値積分以前に曲線の形状を知ることが不可
能であるので、均質に配置されたアイソパラメータ曲線の集合を直接求めることは困難である。
解析モデル b の結果を見ると、曲線𝑟を等分割することで初期点を定めたにも関わらず、得られ
た C-strip モデルが不均質なモデルとなっていることがわかる。均質な C-strip モデルを求める
ためには、多くの初期点から求まるアイソパラメータ曲線から全体の配置を考慮して必要な曲
線を抽出する必要があり非効率的である。最後に、(d)は曲線の径数付けに関する問題である。
共役座標系による径数付け𝒙(𝑢, 𝑣)の半離散化で得られるアイソパラメータ曲線の理論解𝒑𝑖(𝑣) =
𝒙(𝑖∆𝑢, 𝑣)は共役座標系の離散対象でない方向のパラメータ𝑣によって径数付けられており、得ら
れる半離散モデル{𝒑𝑖}は線織を自明に備えている。一方で数値積分により求まるアイソパラメー
タ曲線はこのような径数付けをもたないので、それらが定める半離散モデルは線織を自明に備
えない。線織が必要な場合、4.5 節で述べる B-spline 形式による径数付けなどを用いて改めて径
数付けを求める必要がある。 

以上のように、数値積分を用いてアイソパラメータ曲線を直接求めることで C-strip モデルを
求める方法は多くの欠点をもつため適用範囲が狭い。特に、(a)に示した柱面共役場の定め方に
関する問題や(b)に示した構造化に関する問題は致命的な欠点である。 

4.4 C-stripモデル生成方法 B – Cylindricalメッシュによる方法 

4.3 節では、C-strip モデルを求めるための数値解析を用いた 1 つの方法として、柱面共役場の
数値積分により柱面共役座標系のアイソパラメータ曲線を直接求めることで C-strip モデルを求
める方法について述べた。本節では、数値解析を用いた別の方法として、C-strip モデルを求め
る代わりに、C-strip モデルと半離散 - 離散対応する cylindrical メッシュを求める方法について
述べる。本節では、対象とする曲面𝑆を任意に離散化して得られる三角形メッシュ𝑀 = (𝒱,ℰ,ℱ)
を対象として扱う。方法 B のフローは、1.柱面共役場の生成 2.共役場に沿った径数付け 3.再埋
め込みによる四辺形メッシュの生成、である。 

まず、4.4.1 項において、三角形メッシュ上の柱面共役場の生成方法について述べる。次に、
4.4.2 項において、メッシュ上の柱面共役場に沿ってメッシュを径数付ける方法について述べ、
4.4.3 項において、4.4.2 項で求まる四辺形メッシュから厳密な cylindrical メッシュを求める方法
について述べる。最後に、4.4.4 項において、4.4.1 項で示す方法の数値解析例を示す。 

4.4.1 離散曲面上での柱面共役場の生成手法 

本項では、三角形メッシュ𝑀上に柱面共役場を生成する方法について述べる。まず、4.4.1.1 項
において柱面共役場を求めるための最適化問題について述べ、続いて 4.4.1.2 項において 4.4.1.1
項で示す最適化問題の初期化手法について述べる。 

4.4.1.1 最適化問題 

本項では、4.2.5 項で整理したメッシュ上の共役場のモデルを前提として、 [24]で定式化され
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た N-RoSy 場に対する最適化問題を拡張することで柱面共役場を求める最適化問題を定式化す
る。まず、𝑀 = (𝒱, ℰ,ℱ)上の非直交な交差場𝒟 = {{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}∣𝑓𝑖 ∈ ℱ}を考え、交差場𝒟
の連続性について考える。隣接フェース間での交差場の変化量は(4.29)で表されるが、これを用
いて隣接するフェース𝑓𝑖, 𝑓𝑗 ∈ ℱ間での交差場の連続性を次のように評価する [31]。 

 

𝑆1,𝑖𝑗 = (∆𝜃1(𝑒𝑖𝑗∗ ))2 = ((𝜃𝑗 + 𝑞𝛼𝑗) + 𝑟𝑖𝑗 − 𝜃𝑖 + 𝜋𝑝1,𝑖𝑗)2 
𝑆2,𝑖𝑗 = (∆𝜃2(𝑒𝑖𝑗∗ ))2 = ((𝜃𝑗 + (1 − 𝑞)𝛼𝑗) + 𝑟𝑖𝑗 − (𝜃𝑖 + 𝛼𝑖) + 𝜋𝑝2,𝑖𝑗)2 

(4.41) 

ここで、𝑞 ∈ {0,1}は𝒗と𝒘の対応関係のスワップを表す変数であり、𝑝1,𝑖𝑗，𝑝2,𝑖𝑗は𝒗と𝒘をそれ
ぞれ 2-RoSy 場と考えた場合の period jump parameter である(2.3.4 項参照)。(4.41)は [24]で示さ
れた N-RoSy 場に対する連続性の評価式の非直交な交差場への自然な拡張であり、 [24]に倣えば
メッシュ全体で交差場の連続性が次のように評価される。 

 𝑆 = ∑ 𝑆1,𝑖𝑗 + 𝑆2,𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗∈ℰ
 (4.42) 

ここで、𝑒𝑖𝑗は𝑓𝑖，𝑓𝑗が共有するエッジを表す。次に、交差場𝒟が柱面共役場となるための制約
を整理する。離散曲面上の柱面共役場は、定義 4-10 によって定義された。この条件に基づけば、
まず交差場𝒟が共役場であればよいので、定義 4-9 を用いて各フェース𝑓𝑖に対して制約条件が次
のように定まる。 

 𝐶𝑓𝑖 = 𝜅𝑖,1⟨𝒗𝑖, 𝒆𝑖,1⟩⟨𝒘𝑖, 𝒆𝑖,1⟩ + 𝜅𝑖,2⟨𝒗𝑖, 𝒆𝑖,2⟩⟨𝒘𝑖, 𝒆𝑖,2⟩ = 0 (4.43) 

ここで、各フェースでの基準軸として各フェースの最大主曲率方向𝒆𝑖,1を採用すれば、(4.43)は
次のように変形される。 

 𝐶𝑓𝑖 = 𝜅𝑖,1cos(𝜃𝑖)cos(𝜃𝑖 + 𝛼𝑖) + 𝜅𝑖,2sin(𝜃𝑖)sin(𝜃𝑖 + 𝛼𝑖) = 0 (4.44) 

次に、柱面共役場を特徴付ける共変微分に関する条件∇̃𝒘𝒗 = 𝟎を整理する。離散共変微分演算
子 [66]に関しては 4.2.5 項ですでに整理したが、この演算子を最適化問題に組み込むためにはス
ワップ変数および period jump 変数を考慮した形式を導く必要がある。ここでは、これらの変数
を考慮した形式を与える。3 つの隣接フェースをもつフェース𝑓𝑖を考え、隣接するフェースを𝑓𝑎，
𝑓𝑏，𝑓𝑐とする。このとき、(4.23)によって共有エッジ上でベクトルが次のように定まる。 

 

𝒗𝑖𝑎 = |𝑇𝑖|𝒗𝑖 + |𝑇𝑎|𝒗𝑎|𝑇𝑖| + |𝑇𝑎| ,   𝒗𝑖𝑏 = |𝑇𝑖|𝒗𝑖 + |𝑇𝑏|𝒗𝑏|𝑇𝑖| + |𝑇𝑏| ,   𝒗𝑖𝑐 = |𝑇𝑖|𝒗𝑖 + |𝑇𝑐|𝒗𝑐|𝑇𝑖| + |𝑇𝑐|  
𝒗𝑖 = cos(𝜃𝑖) 𝒆𝑖,1 + sin(𝜃𝑖) 𝒆𝑖,2 
𝒗𝑎 = cos(𝜃𝑎 + 𝑞𝑎𝑎 + 𝑟𝑖𝑎 + 𝑝1,𝑖𝑎𝜋) 𝒆𝑎,1 + sin(𝜃𝑎 + 𝑞𝑎𝑎 + 𝑟𝑖𝑎 + 𝑝1,𝑖𝑎𝜋) 𝒆𝑎,1 
𝒗𝑏 = cos(𝜃𝑏 + 𝑞𝑎𝑏 + 𝑟𝑖𝑏 + 𝑝1,𝑖𝑏𝜋) 𝒆𝑏,1 + sin(𝜃𝑏 + 𝑞𝑎𝑏 + 𝑟𝑖𝑏 + 𝑝1,𝑖𝑏𝜋) 𝒆𝑏,1 
𝒗𝑐 = cos(𝜃𝑐 + 𝑞𝑎𝑐 + 𝑟𝑖𝑐 + 𝑝1,𝑖𝑐𝜋) 𝒆𝑐,1 + sin(𝜃𝑐 + 𝑞𝑎𝑐 + 𝑟𝑖𝑐 + 𝑝1,𝑖𝑐𝜋) 𝒆𝑐,1 

(4.45) 

ここで、𝒗の𝒘方向の共変微分を考えるために、𝒗𝑖と対応するベクトル𝒗𝑎, 𝒗𝑏, 𝒗𝑐を考えること
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に注意する。(4.45)で定まる 3 つのベクトル𝒗𝑖𝑎，𝒗𝑖𝑏，𝒗𝑖𝑐の各成分に対して、(4.25)〜(4.27)を用
いて𝒘𝑖方向の方向微分を求める。x 成分について示すと次のようになる。 

 𝐷̃𝒘𝑖𝑥𝑖 = 𝒗𝑖𝑎,𝑥〈∇𝜓𝑖𝑎,𝒘𝑖〉 + 𝒗𝑖𝑏,𝑥〈∇𝜓𝑖𝑏,𝒘𝑖〉 + 𝒗𝑖𝑐,𝑥〈∇𝜓𝑖𝑐,𝒘𝑖〉 (4.46) 

ここで、Non-conforming な基底関数𝜓𝑖𝑎，𝜓𝑖𝑏，𝜓𝑖𝑐は、それぞれ𝑓𝑖𝑓𝑎，𝑓𝑖𝑓𝑏，𝑓𝑖𝑓𝑐が共有するエ
ッジ上で値 1 をもつ基底関数であり、(4.25)の表記と異なるので注意する。すべての成分をまと
めれば、以下が得られる。 

 

⎣⎢
⎢⎡
𝐷̃𝒘𝑖𝑥𝑖
𝐷̃𝒘𝑖𝑦𝑖
𝐷̃𝒘𝑖𝑧𝑖⎦

⎥⎥
⎤ = [𝒗𝑖𝑎 𝒗𝑖𝑏 𝒗𝑖𝑐] ⎣⎢

⎡〈∇𝜓𝑖𝑎,𝒘𝑖〉〈∇𝜓𝑖𝑏,𝒘𝑖〉〈∇𝜓𝑖𝑐,𝒘𝑖〉⎦⎥
⎤ (4.47) 

上記で求まるベクトルをフェース𝑓𝑖に対応する三角形𝑇𝑓𝑖に射影することで𝒗𝑖の𝒘𝑖方向の共変
微分∇̃𝒘𝑖𝒗𝑖が得られる。このベクトルが零ベクトルであればよいので、制約条件が次のように定
まる。 

 𝐷𝑓𝑖 = ⟨∇̃𝒘𝑖𝒗𝑖, ∇̃𝒘𝑖𝒗𝑖⟩ = 0 (4.48) 

制約条件(4.48)は、隣接フェースが 3 つ存在するフェースに対してのみ定まることに注意する。
以上で定めた目的関数および制約条件から最適化問題を次のように定める。 
 

(𝑃 ) find 𝜃0,… , 𝜃𝐹−1 ∈ ℝ, 𝑎0,… , 𝑎𝐹−1 ∈ ℝ 
𝑞0,… , 𝑞𝐸−1 ∈ {0,1}, 𝑝1,0,… , 𝑝1,𝐸−1 ∈ ℤ, 𝑝2,0,… , 𝑝2,𝐸−1 ∈ ℤ 

(4.49) 
 

 min 𝑆 = ∑ 𝑆1,𝑖𝑗 + 𝑆2,𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗∈ℰ
 

 s. t. 𝐶𝑓𝑖 = 0   (𝑓𝑖 ∈ ℱ) 
  𝐷𝑓𝑖 = 0   (𝑓𝑖 ∈ ℱ, 𝑓𝑖 ℎ𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑𝑎𝑟𝑦 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥) 

 
共変微分条件(4.48)は隣接 3 フェースを有するすべてのフェースで定まるが、ここではメッシ

ュ境界における曲率テンソルの推定精度を考慮して、メッシュ境界に頂点をもつフェースを共
変微分条件から除外した。この最適化問題は、整数変数を含む混合整数計画問題であり効率的に
解を求めることが困難である。一般の共役場を求める方法 [31]では、効率的に解を求めるため
に、整数変数を含まない形式で共役場の連続性を評価する目的関数を定式化し、共役場を求める
最適化問題を連続最適化問題として定式化している。しかし、ここでは共変微分に関する制約条
件が整数変数を含むため、 [31]のような方法を用いることが不可能である。そこで、本研究では、 
[24]で示された Adaptive Greedy 法を非線形最適化問題に拡張し、(4.49)の整数変数を連続変数と
みなした以下の最適化問題を複数回解くことで最適解を求める方法を用いる。 
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(𝑃 ) find 𝜃0,… , 𝜃𝐹−1 ∈ ℝ, 𝑎0,… , 𝑎𝐹−1 ∈ ℝ 

𝑞0,… , 𝑞𝐸−1 ∈ ℝ, 𝑝1,0,… , 𝑝1,𝐸−1 ∈ ℝ, 𝑝2,0,… , 𝑝2,𝐸−1 ∈ ℝ 
(4.50) 

 
 min 𝑆 = ∑ 𝑆1,𝑖𝑗 + 𝑆2,𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗∈ℰ

 
 s. t. 𝐶𝑓𝑖 = 0   (𝑓𝑖 ∈ ℱ) 
  𝐷𝑓𝑖 = 0   (𝑓𝑖 ∈ ℱ, 𝑓𝑖 ℎ𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑𝑎𝑟𝑦 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥) 
  0 ≤ 𝑞𝑖 ≤ 1   (𝑒𝑖 ∈ ℰ) 

  
ここで、バイナリ変数𝑞0, … , 𝑞𝐸−1を連続変数とみなしたため側面制約を導入した。Adaptive 

Greedy 法では、最適化問題を 1 回解くごとに 1 つの整数変数の丸めを実行するが、ここでは、
計算コストを考慮して、ステップごとに定まる丸め誤差の許容値内にある変数をすべて四捨五
入する。ステップごとに増加する丸め誤差の許容値(e.g., 0.1, 0.2,…)が 0.5 に到達すればすべて
の整数変数が整数値となる。各ステップで解く非線形最適化問題は、最適化問題のサイズを考慮
して拡張ラグランジュ法 [68]を用いて解き、拡張ラグランジュ法の部分問題は L-BFGS 法 [68]
を用いて解く。各ステップで拡張ラグランジュ法を適用する場合の初期解は、前ステップの最適
解を用い、Greedy 法全体の初期ステップでは 4.4.1.2 項で示す初期化手法で得られる初期解を用
いる。 

4.4.1.2 初期化 

本項では、4.4.1.1 項で示した最適化問題の初期化手法について述べる。本手法は、柱面共役場
を導く方向場を最適化問題に先立って近似的に求める手法である。 

4.3.2 項において滑らかな曲面𝑆上の柱面共役場の自由度に関する考察を示した。𝑆上の柱面共
役場は、(4.36)を満たす部分集合𝑟と𝑟上の接ベクトル場𝓋 = ൛𝒗𝒑 ∈ 𝑇𝒑𝑆ห𝒑 ∈ 𝑟ൟによって一意に定め
られるのであった。4.3.2 項では、数値積分を用いて C-strip モデルを求めるために、(4.36)に対
する緩和条件として(4.39)を用いた。ここでは、この緩和条件をメッシュに対する条件へと拡張
することを考える。メッシュへの拡張を考えるために、まず、𝑆上で考えた柱面共役座標系のア
イソパラメータ曲線𝑐𝒑に対応する𝑀上の曲線𝑐𝑖について示す。𝑓𝑖 ∈ ℱにおいてある方向𝒗𝑖が与え
られたとする。曲線𝑐𝒑は 1 方向を𝒗𝒑とする共役条件から定まる接ベクトル場𝒘を数値積分するこ
とで求まったので、𝑀上で同様の演算を考え、(4.18)が定めるメッシュ上の曲率テンソルから得
られる主曲率および主曲率ベクトルと、埋め込み空間での共役条件(命題 2-3)を用いて曲線𝑐𝑖を
求める。第𝑘ステップにおける点を𝒑𝑘、共役方向の単位ベクトルを𝒘𝑘として次のように点列を更
新する。 

 𝒑𝑘+1 = 𝒑𝑘 + Δ ⋅ 𝒘𝑘 (4.51) 

ここで、Δは更新幅である。共役方向𝒘𝑘は点𝒑𝑘における曲率テンソルから得られる主曲率𝜅1，
𝜅2および主曲率ベクトル𝒆1，𝒆2が定める次の共役条件から求める。 

 𝜅1〈𝒗𝑖̃, 𝒆1〉〈𝒘𝑘, 𝒆1〉 + 𝜅2〈𝒗𝑖̃, 𝒆2〉〈𝒘𝑘, 𝒆2〉 = 0 (4.52) 

ここで、𝒗𝑖̃は初期フェースで与えられるベクトル𝒗𝑖を方向の変化が最小となるように𝒑𝑘がのる
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フェースに射影したベクトルである。(4.52)で求まる𝒘𝑘を正規化して(4.51)で用いることで点を
更新する。(4.51)による点列更新は埋め込み空間で直接行われるので、点列更新時にフェース境
界への到達を確認し、フェース境界に到達した場合、𝒑𝑘+1をエッジ上の点として更新する。𝑓𝑖上
の点𝒑𝑖を初期点𝒑0 = 𝒑𝑖として与え、点列更新を𝑀の境界に到達するまで繰り返せば𝑀上の曲線
𝑐𝑖を求めることができる。点𝒑𝑖を𝑓𝑖に対応する三角形の重心とし、𝒗𝑖を与えて定まる曲線𝑐𝑖がの
るフェースの集合をℱ𝑖 ⊂ ℱとする。 

ここで、滑らかな曲面の場合に倣って、𝑟 ⊂ ℱと𝓋 = ൛𝒗𝑖ห𝑓𝑖 ∈ 𝑟ൟを与えることを考える。このと
き、𝑟と𝓋から𝑀上の曲線の集合{𝑐𝑖}と対応するフェースの集合の族{ℱ𝑖}が定まる。(4.39)を次の
ように拡張する。 

 ⎩{⎨
{⎧∀𝑓𝑖, ∀𝑓𝑗 ∈ 𝑟, 𝑐𝑖 ≠ 𝑐𝑗 ⟹ 𝑐𝑖 ∩ 𝑐𝑗 = ∅ 

⋃ ℱ𝑖 = ℱ
𝑓𝑖∈𝑟

           (4.53) 

滑らかな曲面の場合と異なり、異なるフェース重心を始点とする曲線が一致することは一般
にないので、第 1 式は曲線の集合{𝑐𝑖}に含まれるすべての曲線が互いに交差しないことを意味す
る。第 2 式は、フェースの被覆であり、曲面そのものの被覆と比較して扱いやすい条件であるこ
とは明らかであろう。本研究では、このような柱面共役場を定めるために次に示すアルゴリズム
を用いる。 

[Initialization Algorithm] 
入力 : メッシュ𝑀  
変数 : フェースを格納するキュー𝑄, 曲線の集合𝒞, 共役方向の集合の族𝒟 

1. 初期化 
キュー𝑄の初期化 → 𝑄 = ∅ 
曲線の集合𝒞の初期化 → 𝒞 = ∅ 
共役方向の集合の族𝒟 = {𝒟0,𝒟1,… ,𝒟𝐹−1}の初期化 → ∀𝑖,𝒟𝑖 = ∅ 

2. 初期曲線の生成 
任意に 1 つのフェースを選択 → 𝑓𝑖 𝑓𝑖の重心𝐺(𝑓𝑖)から方向𝒗𝑖 ∈ 𝑇𝐺(𝑓𝑖)𝑀を与えて曲線𝑐𝑖を生成(詳細は後述) → 𝒞 = 𝒞 ∪ {𝑐𝑖} 
曲線𝑐𝑖のすべての離散点𝒑で定まる共役方向を対応するフェースに格納する 

                   → ∀𝒑 ∈ 𝑐𝑖, 𝒑 ∈ 𝑇𝑓𝑗,𝒟𝑗 = 𝒟𝑗 ∪ {𝒗(𝒑),𝒘(𝒑),−𝒗(𝒑),−𝒘(𝒑)} 
𝑓𝑖のすべての近傍フェースを𝑄にプッシュ 

3. 𝐷𝑜 𝑙𝑜𝑜𝑝 𝑢𝑛𝑡𝑖𝑙 (𝑄 = ∅) 𝑄からフェースをポップ → 𝑓𝑖 
If 𝒟𝑖 = ∅ 𝑓𝑖の重心𝐺(𝑓𝑖)から方向𝒗𝑖 ∈ 𝑇𝐺(𝑓𝑖)𝑀を与えて曲線𝑐𝑖を生成(詳細は後述) 

 → 𝒞 = 𝒞 ∪ {𝑐𝑖} 
曲線𝑐𝑖のすべての離散点𝒑で定まる共役方向を対応するフェースに格納する 

                   → ∀𝒑 ∈ 𝑐𝑖, 𝒑 ∈ 𝑇𝑓𝑗,𝒟𝑗 = 𝒟𝑗 ∪ {𝒗(𝒑),𝒘(𝒑),−𝒗(𝒑),−𝒘(𝒑)} 
End 
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𝑓𝑖の近傍フェースで𝑄に含まれたことのないフェースを𝑄にプッシュ 
4. 共役場の生成 

すべてのフェース𝑓𝑖で共役方向𝐷0,𝐷1,… ∈ 𝒟𝑖をフェース重心からの距離を用いて重み
付き平均することでフェース𝑓𝑖の共役方向とする 

→ ∀𝑓𝑖 ∈ ℱ,𝒗𝑖 = ∑ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺(𝑓𝑖), 𝒑𝑗) ⋅ 𝒗𝑗𝐷𝑗∈𝒟𝑖∑ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺(𝑓𝑖), 𝒑𝑗)𝐷𝑗∈𝒟𝑖
, 𝒘𝑖 = ∑ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺(𝑓𝑖), 𝒑𝑗) ⋅ 𝒘𝑗𝐷𝑗∈𝒟𝑖∑ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺(𝑓𝑖), 𝒑𝑗)𝐷𝑗∈𝒟𝑖

 
5. 共役場の補間 

共役場の定まらないフェースが存在する場合、 [24]を用いて各方向を 2-RoSy 場として
補間する 

上記のアルゴリズム中で省略された曲線𝑐𝑖の生成部分について詳細を述べる。フェース𝑓𝑖から
曲線𝑐𝑖を生成するためには、𝑓𝑖に対応する三角形面上の単位ベクトル𝒗𝑖を与える必要がある。ま
ず、ステップ 2 における初期曲線の生成について示す。初期曲線生成時には、メッシュ上のすべ
てのフェースで共役場が定まっていないので、任意に方向𝒗𝑖を与えることができる。本研究では、
方向が指定されない場合、曲線𝑐𝑖に沿って共役場の交角の最小値が最大となるような𝒗𝑖を採用す
る。これは、PQ メッシュを求めた際に偏平な四辺形フェースが生じることを防ぐためである。
厳密な最適解を求めることは困難であるので、有限個の𝒗𝑖に対して𝑐𝑖を求め、その中で最適な𝒗𝑖
を初期フェース𝑓𝑖に与える方向𝒗𝑖として用いる。次に、ステップ 3 における曲線生成について示
す。ステップ 3 において対象フェースの少なくとも 1 つの近傍フェースに共役場が定まってい
る場合、近傍の共役場との連続性を考慮して、近傍フェースに定まる方向𝒗𝑗のフェース面積によ
る重み付き平均により方向𝒗𝑖を定める。この方向𝒗𝑖を用いて曲線𝑐𝑖を生成し、∀𝑐𝑗 ∈ 𝒞, 𝑐𝑖 ∩ 𝑐𝑗 = ∅
を確認する。これが満たされた場合、方向𝒗𝑖を有効とし、満たされない場合、許容値の範囲内で
方向𝒗𝑖を修正する。許容値の範囲内で条件を満たす曲線𝑐𝑖が生成されない場合、フェース𝑓𝑖に方
向を定めず次のステップへと移行する。 

以上のアルゴリズムを用いることで、𝑀上に柱面共役場の近似解を定めることができるが、ア
ルゴリズムの性質上、ノイズを含む共役場が生じる。また、ステップ 4 ですべてのフェースに共
役場が定まらなかった場合、ステップ 5 において一般の 2-RoSy 場として場の補間を行うので、
共役性を満たさない方向場が定まることになる。本項で得られた柱面共役場を初期解として
4.4.1.1 項で示した最適化問題を解くことにより、滑らかな柱面共役場の厳密解を求めることが
できる。 

4.4.2 共役場に沿った径数付け 

本項では、4.4.1 項で示した方法により定まる𝑀上の柱面共役場に沿った𝑀の径数付けを求め
る方法について示す。本章では、 [31]による方法をわずかに修正した方法を用いる。 [31]による
方法の基本となるのが、2.3.3.5 項で整理した方法 [24]である。 

𝑀上の柱面共役場𝒟 = {{𝒗𝑖,𝒘𝑖,−𝒗𝑖,−𝒘𝑖}∣𝑓𝑖 ∈ ℱ}が得られているとする。𝑀上のアイソパラ
メータ曲線が𝒟に沿うために、 [31]では各フェース𝑓𝑖 ∈ ℱで次が成り立つことを目的とする。 
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 ⟨ ∇𝑢𝑖‖∇𝑢𝑖‖ , 𝒗𝑖⟩2 + ⟨ ∇𝑣𝑖‖∇𝑣𝑖‖ ,𝒘𝑖⟩2 = 0 (4.54) 

上式と(2.82)はともにアイソパラメータ方向の配向に関する条件であるが、アイソパラメータ
方向に直交する方向を表す∇𝑢𝑖，∇𝑣𝑖の正規化の有無に違いがある。(2.82)が満たされるとき、す
べてのフェースで次が成り立つ。 

 ∇𝑢𝑖 = 1ℎ [ 0 1−1 0]𝒘𝑖,   ∇𝑣𝑖 = 1ℎ [0 −11 0 ] 𝒗𝑖 (4.55) 

𝒗𝑖,𝒘𝑖が単位ベクトルであることを考慮すると、上式がすべてのフェースで成り立つとき、す
べてのフェースで‖∇𝑢𝑖‖ = ‖∇𝑣𝑖‖ = 1/ℎが成り立つが、これは等⻑的な径数付けを意味する。つ
まり、(2.82)はアイソパラメータ方向の配向と等⻑性を同時に満たすような径数付けを求める。
一方で、(4.54)はアイソパラメータ方向の配向のみを満たす径数付けを求めるので、(4.54)を用い
ることで配向に関してより優良な解が得られる。本研究では、(4.54)と同様にアイソパラメータ
方向の配向のみを考えるが、より安定的に解を求めるために(4.54)を次の式で置き換える。 

 ∥ ∇𝑢𝑖‖∇𝑢𝑖‖ − [ 0 1−1 0]𝒘𝑖∥2 + ∥ ∇𝑣𝑖‖∇𝑣𝑖‖ − [0 −11 0 ]𝒗𝑖∥2 = 0 (4.56) 

(4.54)では、∇𝑢𝑖，∇𝑣𝑖の反転に関して左辺が不変であるが、(4.56)で置き換えることでこれを
防ぐ。すべてのフェースで(4.56)を考慮して次の関数を最小化する。 

 𝐸 = ∑ |𝑇𝑖|(∥ ∇𝑢𝑖‖∇𝑢𝑖‖ − [ 0 1−1 0]𝒘𝑖∥2 + ∥ ∇𝑣𝑖‖∇𝑣𝑖‖ − [0 −11 0 ]𝒗𝑖∥2)𝑓𝑖∈ℱ
 (4.57) 

ここで、|𝑇𝑖|は𝑓𝑖に対応する三角形の面積である。上式を最小化する径数付け𝑀̅̅̅̅ ⊂ ℝ2を求めれ
ばよいが、2.3.3.5 項と同様に共役場の特異点に関する制約を設ける必要がある。また、特異点に
対応する𝑀̅̅̅̅の頂点は整数点である必要があるので、解くべき最適化問題は混合整数計画問題と
なる。(2.82)を用いた形式では、目的関数が 2 次関数であることから Adaptive Greedy 法 [24]の
適用が可能であったが、(4.54)の形式では目的関数が通常の非線形関数となるので、Adaptive 
Greedy 法の適用は不可能である。 [31]では、Adaptive Greedy 法と同様のアプローチにより、整
数変数を実数変数とみなした連続最適化問題を繰り返し解くことで整数変数を逐次決定してい
くことで(4.57)を目的関数とする混合整数計画問題の最適解を求める。各ステップで解く非線形
の制約付き最適化問題は問題のスケールを考慮して L-BFGS 法 [68]により最適解を求める。本
研究でも [31]と同じ方法を用いる。この方法の適用には初期解𝑀̅̅̅̅0が必要であるが、本研究では、 
[24]の方法により初期解𝑀̅̅̅̅0を求める。 

上述の最適化問題から柱面共役場に沿う径数付け𝑀̅̅̅̅が求まれば、𝑀̅̅̅̅上の整数点を頂点とする
四辺形メッシュ𝑀̅̅̅̅𝑐𝑦𝑙を求めることができ、この𝑀̅̅̅̅𝑐𝑦𝑙の各頂点の𝑀̅̅̅̅上における重心座標を用いれ
ば、各頂点の𝑀上への埋め込み点を求めることができる。そのようにして定まる埋め込み点を頂
点座標とする𝑀𝑐𝑦𝑙が求めるべき cylindrical メッシュである。 
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4.4.3 Cylindricalメッシュの厳密解を求める最適化問題 

本項では、4.4.2 項で示した方法により求まる cylindrical メッシュから、離散化によって生じ
る誤差を解消した厳密解を求める方法について示す。通常の PQ メッシュの厳密解を求める方
法 [29]を応用する。 

4.4.2 項で示した方法により求まる cylindrical メッシュは、離散化により生じる誤差や数値解
析にともなう誤差を含むため、線織に対応するエッジの平行条件やフェースの平面性を厳密に
は満足しない四辺形メッシュである。 [29]では、PQ メッシュの近傍解に対してメッシュ頂点を
変数とする次の目的関数を最小化することで PQ メッシュの厳密解を求める。 

 𝐸 = 𝜆1𝑓𝑝𝑟𝑜𝑥 + 𝜆2𝑓𝑓𝑎𝑖𝑟 + 𝜆3𝑓𝑝𝑞 + 𝜆4𝑓𝑑𝑒𝑡 (4.58) 

ここで、𝜆1~𝜆4は各評価指標に対する重み係数、𝑓𝑝𝑟𝑜𝑥は PQ メッシュの対象曲面に対する近似
性指標、𝑓𝑓𝑎𝑖𝑟はメッシュエッジのフェアリングエネルギー、𝑓𝑝𝑞はフェースの平面性指標、𝑓𝑑𝑒𝑡は
1 方向に分割幅の小さいストリップモデルを求める場合の偏平フェースに対する平面性指標で
ある。 [29] は通常の PQ メッシュを求める方法であるのでフェースの平面性指標が用いられて
いる。本研究では、2 つの平面性指標𝑓𝑝𝑞, 𝑓𝑑𝑒𝑡をまとめて柱面性指標𝑓𝑐𝑦𝑙で置き換える。 

ここでは、本研究で導入する柱面性指標についてのみ示す。柱面は線織の平行性により特徴付
けられるので、各フェース𝑓𝑖に関して次が成り立てばよい。 

  𝒑𝑖,2 − 𝒑𝑖,1 ∥ 𝒑𝑖,3 − 𝒑𝑖,4  𝑜𝑟  𝒑𝑖,4 − 𝒑𝑖,1 ∥ 𝒑𝑖,3 − 𝒑𝑖,2 (4.59) 

ここで、𝒑𝑖,1~𝒑𝑖,4は𝑓𝑖の頂点を反時計回りに見た 4 頂点である。平行条件が課された方向に対
応する条件式を用いればよい。(4.59)は次のように表せる。 

 ⟨𝒆𝑖,1, 𝒆𝑖,2⟩2 = ⟨𝒆𝑖,1, 𝒆𝑖,1⟩⟨𝒆𝑖,2, 𝒆𝑖,2⟩ (4.60) 

ここで、𝒆1, 𝒆2は平行条件が課された 2 辺に対応するベクトルである。すべてのフェースの総和
を取ることにより柱面性指標は以下のように定義できる。 

 𝑓𝑐𝑦𝑙 = ∑ ⟨𝒆𝑖,1, 𝒆𝑖,2⟩2 − ⟨𝒆𝑖,1, 𝒆𝑖,1⟩⟨𝒆𝑖,2, 𝒆𝑖,2⟩𝑖  (4.61) 

(4.58)中の𝑓𝑝𝑞, 𝑓𝑑𝑒𝑡をまとめて上記の𝑓𝑐𝑦𝑙で置き換えることで、cylindrical メッシュを求める問題
へと拡張される。(4.58)を目的関数とする最適化問題は制約のない非線形の連続最適化問題であ
るので、準ニュートン法などの一般的な解法で最適解を効率的に求めることができる。   



第 4 章 Cylindrical ストリップ・メッシュ 107 

 

4.4.4 数値解析 

本項では、方法 B を 4.3.3 項で扱った解析モデルと同じ解析モデルに対して適用した数値解析
例を示す。ここでは、特に、4.4.1 項で示した柱面共役場の生成について解析結果を示す。すべ
ての数値解析は、Intel® CoreTM i9-9980HK プロセッサーを搭載する PC を用いて実行されてお
り、各アルゴリズムの実装においては並列演算処理を適宜組み込んでいる。 

4.4.4.1 解析モデル a 

本項では、4.3.3.1 項で用いた曲面𝑆𝑎 (図 4-7)を離散化して得られる三角形メッシュ𝑀𝑎(𝑉 =
292,𝐸 = 824, 𝐹 = 533)を解析対象とする(図 4-12)。ここでは、4.3.3.1 項の結果と比較するため
に、X-Y 平面上で原点を通る直線を Z 方向に沿ってメッシュに投影することで得られるメッシ
ュ上の曲線を与え、投影曲線の接ベクトルを投影曲線がのるフェースの制約方向とした。制約フ
ェースの方向場の角度𝜃𝑖に関して、 [31]と同様に、側面制約(変化許容量±7.5°)を最適化問題に追
加した。初期化アルゴリズムでは、制約フェースを初期キューに優先的に追加することで制約を
満たす初期解を生成した。最適化問題の零閾値は、最適性閾値𝜀𝑜𝑝𝑡 = 0.001、共役条件に対する
許容性閾値𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠,𝑐 = 0.001、零共変微分条件に対する許容性閾値𝜀𝑓𝑒𝑎𝑠,𝑐𝑜𝑣 = 0.01とし、貪欲法の丸
め許容誤差は、ステップごとに 0.1 ずつ増加させ、計 6 回のステップで最適化問題を解く設定と
した。 

まず、混合整数計画問題として定式化された最適化問題(4.49)に対する貪欲法の精度を確認す
るために、零共変微分条件を除外した最適化問題を解くことで一般の共役場を求め、非線形最適
化問題を解く既往手法 [31]によって得られる共役場と比較した。この比較結果を図 4-13 に示す。
すべてのパターンでおおよそ等しい共役場が得られており、最適化問題(4.49)を貪欲法で解くこ
とでも正しく共役場が得られることが確かめられた。 

次に、柱面共役条件を加えた最適化問題から得られた結果を図 4-14 から図 4-18 に示す。まず、
図 4-14 では、初期化アルゴリズム内で生成される初期曲線を示した。4.3.3.1 項で示した方法 A
の結果と比較すると、離散曲面上において精度良く柱面共役座標系のアイソパラメータ曲線が
推定されていることがわかる。次に、図 4-15 に最適解として得られた柱面共役場を示した。初

 
図 4-12 解析モデル a(メッシュ𝑀𝑎) 
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期曲線が含むノイズが解消され、滑らかな交差場が得られていることがわかる。続いて、図 4-16
および図 4-17 に初期解と最適解における共変微分を示した。最適解において共変微分のノルム
は十分小さな値となっており、柱面共役条件を正しく満たす解が得られていることがわかる。本
解析モデルの場合、初期解においてもある程度小さな共変微分が得られており、初期化アルゴリ
ズムの有効性が確認できる。最後に、一般の共役場と柱面共役場の共変微分の比較を図 4-18 に
示した。本解析モデルの場合、一般の共役場を求めた場合でも十分小さな共変微分となる共役場
が得られている。したがって、この一般の共役場から PQ メッシュを求めた場合にも、cylindrical
メッシュに近い PQ メッシュが得られ、得られた PQ メッシュに 4.4.3 項の方法を適用すること
で cylindrical メッシュを求めることも十分可能であろう。 

 
 
 
 

 
(a-MIP)𝑟030 

 
(b-MIP)𝑟090 

 
(c-MIP)𝑟150 

 
(a-NL)𝑟030 

 
(b-NL)𝑟090 

 
(c-NL)𝑟150 

   
   

図 4-13 混合整数計画問題(MIP)と非線形最適化問題(NL)の比較(𝑟030, 𝑟090, 𝑟150のみ抜粋) 

𝑟 𝒗 𝒘 
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(b)𝑟015 
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(i)𝑟120 
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図 4-14 解析モデル a 初期化アルゴリズムで生成される曲線集合𝒞  

𝑟 𝒞 
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図 4-15 解析モデル a 柱面共役場の最適解 
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図 4-16 解析モデル a 初期解における共変微分 
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図 4-17 解析モデル a 最適解における共変微分 
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4.4.4.2 解析モデル b 

本項では、4.3.3.2 項で用いた曲面𝑆𝑏 (図 4-9)を離散化して得られる三角形メッシュ𝑀𝑏(𝑉 =
292,𝐸 = 824, 𝐹 = 533)を解析対象とする(図 4-19)。前項と同様に、X-Y 平面上で原点を通る直線
により制約フェースを定めた。最適化問題の閾値および貪欲法のパラメータも前項と同じ値を
用いた。 

前項と同様に最適化問題(4.49)に対する貪欲法の精度を確認した(図 4-20)。本解析モデルの場
合、(b)𝑟090の一部の領域で異なる共役場が得られているが、最適解における目的関数値は同程度
の値となっており、いずれの方法でも同程度に滑らかな共役場が得られることが確かめられた。
また、(b) 𝑟090以外の解析例ではおおよそ等しい共役場が得られていることが確認できる。 

次に、零共変微分条件を加えた最適化問題から得られた結果を図 4-21 から図 4-25 に示す。図
4-21 に示した初期化アルゴリズム内で生成される初期曲線と 4.3.3.2 項で示した方法 A の結果を
比較すると、離散曲面上において精度よく柱面共役座標系のアイソパラメータ曲線が推定され
ているとともに、方法 A では柱面共役座標系を定めることができなかった領域においても初期
曲線が得られており、より広範な領域で柱面共役場が推定されていることがわかる。次に、図
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図 4-18 解析モデル a 一般共役場と柱面共役場の共変微分比較(𝑟030, 𝑟090, 𝑟150のみ抜粋) 

𝑟 ∇̃𝒘𝒗 



114 第 4 章 Cylindrical ストリップ・メッシュ 

 

4-22 に示した柱面共役場の最適解を見ると、初期解がもつノイズが解消され滑らかな場が得ら
れていることがわかる。続いて、図 4-23 および図 4-24 に示した初期解と最適解における共変微
分を見ると、初期解における共変微分のノルムが最適解において十分小さくなっていることが
わかる。最後に、図 4-25 に示した一般の共役場と柱面共役場の共変微分の比較を見ると、本解
析モデルの場合、一般の共役場は大きな共変微分をもつことがわかる。このため、本解析モデル
の場合は、一般の共役場から PQ メッシュを求めたとき、cylindrical メッシュと大きく異なる
PQ メッシュが求まることになるので 4.4.3 項の方法の適用は困難であろう。 

 
図 4-19 解析モデル b(メッシュ𝑀𝑏) 
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図 4-20 混合整数計画問題(MIP)と非線形最適化問題(NL)の比較(𝑟030, 𝑟090, 𝑟150のみ抜粋) 

𝑆𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝑟 𝒗 𝒘 
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図 4-21 解析モデル b 初期化アルゴリズムで生成される曲線集合𝒞  

𝑟 𝒞 
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図 4-22 解析モデル b 柱面共役場の最適解 
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図 4-23 解析モデル b 初期解における共変微分 
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図 4-24 解析モデル b 最適解における共変微分 

𝑟 ∇̃𝒘𝒗 
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本解析モデルの場合、図 4-22 に示したように特異点をもつ柱面共役場が得られている。図 4-22
では、一般の共役場に対する特異点の判別法(4.31)に基づいて判別された特異点を示したが、方
法 A の考察で述べたように、本解析モデルで得られる特異点は自己共役性から生じる特異点で
ありそれぞれの特異点は孤立点でないため、(4.31)の判別法を直接適用することは適切ではない。
孤立点でない特異点を含む特異点の定義やその扱いは今後の課題である。 

4.5 B-spline形式による C-stripモデル 

本項では、4.3 節や 4.4 節で示した方法で求まった C-strip モデルの離散解から、滑らかな柱面
で補間された C-strip モデルを求める方法を示す。B-spline 形式による D-strip モデルを求める
方法 [12]を応用する。 

離散曲線によって表された C-strip モデルの離散解{𝒑̂𝑖}が与えられているとする。各離散曲線
を B-spline 曲線により補間または近似することで B-spline 曲線で表された C-strip モデルの近似
解{𝒑𝑖}が得られる。このとき、隣接する曲線間に張られる線織面Γ𝑖が B-spline 曲面として次のよ
うに径数付けられる。 
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図 4-25 解析モデル b 一般共役場と柱面共役場の共変微分比較(𝑟030, 𝑟090, 𝑟150のみ抜粋) 

𝑟 ∇̃𝒘𝒗 
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 𝒙𝑖(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝒑𝑖(𝑢) + 𝑣𝒑𝑖+1(𝑢)  𝑢, 𝑣 ∈ [0, 1] (4.62) 

上式が定める補間曲面は柱面ではないため、すべての補間曲面が柱面となるよう、各曲線𝒑𝑖を
変形する必要がある。 [12]では、各曲線𝒑𝑖の制御点を変数として以下に示す目的関数を最小化す
ることで各曲線の最適解を求める。 

 𝐸 = 𝜆1𝑓𝑝𝑟𝑜𝑥 + 𝜆2𝑓𝜕,𝑝𝑟𝑜𝑥 + 𝜆3𝑓𝑑𝑒𝑣 + 𝜆4𝑓𝑓𝑎𝑖𝑟,𝑒𝑑𝑔𝑒 + 𝜆5𝑓𝑓𝑎𝑖𝑟,𝑟𝑢𝑙𝑖𝑛𝑔 (4.63) 

ここで、𝜆1~𝜆5は各評価指標に対する重み係数、𝑓𝑝𝑟𝑜𝑥は補間曲面の内部点における近似性指標、
𝑓𝜕,𝑝𝑟𝑜𝑥は補間曲面の境界曲線上における近似性指標、𝑓𝑑𝑒𝑣は補間曲面の可展性指標、𝑓𝑓𝑎𝑖𝑟,𝑒𝑑𝑔𝑒は
曲線のフェアリングエネルギー、𝑓𝑓𝑎𝑖𝑟,𝑟𝑢𝑙𝑖𝑛𝑔は線織方向のフェアリングエネルギーである。 [12]
は D-strip モデルを求める方法であるので、補間曲面の可展性指標が用いられている。本研究で
は、この可展性指標𝑓𝑑𝑒𝑣を柱面性指標𝑓𝑐𝑦𝑙で置き換える。 

ここでは、本研究で導入する柱面性指標についてのみ示す。柱面は線織の平行性により特徴付
けられるので、線織面Γ𝑖に関して次が成り立てばよい。 

 ∀𝑢1, ∀𝑢2 ,   𝒑𝑖(𝑢1) − 𝒑𝑖+1(𝑢1) // 𝒑𝑖(𝑢2) − 𝒑𝑖+1(𝑢2) (4.64) 

この条件を満たすためには、線織方向の単位ベクトルが定ベクトルであればよいので、次のよ
うに評価できる。 

 𝜁𝑖 = 〈𝒓𝑖̇, 𝒓𝑖̇〉2,   𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝒓(𝑢) = 𝒑𝑖+1(𝑢) − 𝒑𝑖(𝑢)‖𝒑𝑖+1(𝑢) − 𝒑𝑖(𝑢)‖ (4.65) 

境界曲線に沿って(4.65)式を積分することで線織面Γ𝑖の柱面性を評価できる。すべての線織面
の総和を取ることにより柱面性指標は以下のように定義できる。 

 𝑓𝑐𝑦𝑙 = ∑ ∫𝜁𝑖(𝑢)𝑑𝑢𝑖  (4.66) 

(4.63)中の𝑓𝑑𝑒𝑣を上記の𝑓𝑐𝑦𝑙で置き換えることで、C-strip モデルを求める問題へと拡張される。
(4.63)を目的関数とする最適化問題は制約のない非線形の連続最適化問題であるので、準ニュー
トン法などの一般的な解法で最適解を効率的に求めることができる。 

4.6 結言 

本章では、滑らかな曲面の特定の共役座標系に対する半離散モデルである C-strip モデルおよ
びその離散モデルである cylindrical メッシュについて述べた。4.2 節では、C-strip モデルの一般
形である D-strip モデルとの比較から、C-strip モデルを導く特殊な共役座標系として柱面共役座
標系を定義した。また、柱面共役座標系に対応する共役場の条件を導き、その条件を用いて柱面
共役場を定義した。4.3 節および 4.4 節では、与えられた曲面から C-strip モデルを求める方法と
して数値解析を用いた 2 つの方法を示した。4.3 節では、滑らかな曲面上の柱面共役場を数値積
分することで C-strip モデルの離散解を求める方法を示し、4.4 節では、C-strip モデルに離散対
応する cylindrical メッシュを求めることで C-strip モデルの離散解を求める方法を示した。4.5
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節では、4.3 節や 4.4 節で示した方法を用いて求まる C-strip モデルの離散解から、B-spline 曲面
による補間柱面をもつ厳密な C-strip モデルを求める方法を、D-strip モデルの厳密解を求める既
往手法を拡張することで示した。 
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第5章 k-Cylindrical Stripモデル 

5.1 概説 

本章では、滑らかな曲面の特別な半離散モデルとして第 4 章において定義した C-strip モデル
に、第 3 章で定義した要素反復性を考慮した単一柱面の離散モデルである𝑘-離散柱面モデルを組
み込んだ𝑘-cylindrical strip モデルについて述べる。この𝑘-cylindrical strip モデルが 1.3 節で示し
たパネリング条件(∗)を満たすパネリング曲面となる。 

𝑘-cylindrical strip モデルは、C-strip モデルを構成する複数の滑らかな柱面を𝑘-離散柱面モデ
ルで置き換えたモデルとして定義される。滑らかな柱面に対する𝑘-離散柱面モデルは、準線の特
殊な離散モデルである𝑘-離散モデルを用いて定義されたモデル(定義 3-2)であった。第 3 章では、
与えられた柱面の𝑘-離散柱面モデルを求めるために、arc spline 曲線を補間曲線としてもつ準線
の𝑘-離散モデルを具体的に求めた。本章でも同様に、このモデルを前提とした𝑘-cylindrical strip
モデルを求める。つまり、本章で具体的に求める𝑘-cylindrical strip モデルは𝑘種類の円筒面で構
成されるパネリング曲面となる。 

C-strip モデルを構成する滑らかな柱面を𝑘-離散柱面モデルで置き換える方法として、3.3.3 項
で示した方法の適用が考えられる。3.3.3 項で示した方法では、複数の独立した柱面に対して、
それぞれを最良近似する𝑘 -離散柱面モデルを求めた。それぞれの𝑘 -離散柱面モデルは、𝑘種類の
型となる部分柱面を共有するという点においてのみ相互に関係しており、それぞれの離散柱面
間に埋め込み空間で生じる直接的な幾何学的関係はない。一方で、C-strip モデルに𝑘-離散柱面
モデルを組み込む場合、隣接関係にある柱面間で線織が連続している必要があるので、それぞれ
の𝑘 -離散柱面モデルは、型となる部分柱面の共有関係だけでなく直接的な幾何学的関係をもつ。
3.3.3 項で示した方法では、このような離散柱面間の幾何学的関係は考慮されないが、本章では、
3.3.3 項で示した方法に柱面間の幾何学的関係を組み込んだ方法を新たに提案する。 

上述の隣接柱面間での幾何学的関係を満たすためには、𝑘-離散柱面モデルの緩和が必要となる。
これは、C-strip モデルを連続する線織で分割して得られる部分柱面の準線方向の⻑さが、それ
ぞれ異なるためである。これを考慮して、セグメント⻑さに関する制約を緩和した新たな𝑘-離散
柱面モデルを定義し、その𝑘-離散柱面モデルを用いて𝑘-cylindrical strip モデルを定義する。 

本章の構成は以下のとおりである。まず、5.2 節において、条件緩和された新しい𝑘-離散柱面
モデルの定義を示し、その定義を用いて𝑘-cylindrical strip モデルの定義を示す。そののち、条件
緩和された新しい𝑘-離散柱面モデルの構成に必要となる𝑘-arc spline 曲線の拡張について述べる。
次に、5.3 節において、与えられた C-strip モデルを近似する𝑘-cylindrical strip モデルを求める
方法について述べる。ここでは、3.3.3 項で示した方法を基本として、C-strip モデル特有の幾何
学的条件を最適化問題に新たに組み込む。続いて、5.4 節において数値解析例を示し、5.5 節で結
言を述べる。 
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5.2 準備 

本節では、C-strip モデルに𝑘-離散柱面モデルを組み込むために必要となる基本的な事項につ
いて整理する。まず、5.2.1 項において、𝑘-離散モデルの離散幅に関する条件を緩和した新しい
定義について示し、次に、5.2.2 項において、𝑘-cylindrical strip モデルの定義を示す。続いて、
5.2.3 項において、5.2.1 項で示す条件緩和された𝑘-離散モデルと arc spline 曲線の関係を 3.2.2 項
に倣って簡単に示したのち、当該モデルに対応する𝑘-arc spline 曲線を新たに定義し、その数式
表現を与える。 

5.2.1 k-離散モデルの緩和 

曲線の𝑘-離散モデルは、𝑘種類の曲線𝑐0, 𝑐1,… , 𝑐𝑘−1で構成される𝐺1連続な補間曲線をもつ特殊
な離散モデルとして定義された(定義 3-2)。離散点列を補間するセグメントを𝑠0, 𝑠1,… , 𝑠𝑛−1とす
れば、添字集合Λ = {0,1,… , 𝑛 − 1}のある𝑘分割{Λ𝑖}が存在して補間曲線は次を満たす。 

 𝑎, 𝑏 ∈ Λ𝑖 ⟺ 𝑠𝑎 ≡ 𝑠𝑏 (5.1) 

ここで、定義 3-2 による𝑘-離散モデルがもつ補間曲線が満たすべき条件(5.1)の緩和を考える。
曲面のパネリングにおいて曲面パネルを用いる場合、合同なパネルを多く含むパネリング曲面
がパネル製造の観点から有効であることを 2.4 節で述べた。これは、合同なパネルを多く含む場
合、パネル製造に要する型枠の数が大幅に削減されるためである。必要となる型枠数の削減が、
パネル製造に掛かるコストの抑制に大きな効果をもつと仮定すれば、合同ではないが同じ型枠
から製造可能なパネルが合同なパネルと同等に有効である。このようなパネルは、ある曲面𝑆の
トリム曲面として定義することができる。曲面𝑆が𝑆 = {𝒙(𝑢, 𝑣)|(𝑢, 𝑣) ∈ Ω}として与えられたと
き、そのトリム曲面𝑆𝑖は次のように表せる。 

 𝑆𝑖 = {𝒙(𝑢, 𝑣)|(𝑢, 𝑣) ∈ Ω𝑖 ⊂ Ω} (5.2) 

曲面𝑆が型枠に、トリム曲面𝑆𝑖がパネルに対応する。つまり、定義域Ω内の部分領域Ω𝑖を定め
ることによりトリム曲面𝑆𝑖を定めることができる。曲面𝑆が定めるある型枠𝑀から複数のパネル
𝑃0, 𝑃1,… , 𝑃𝑛−1を製造する場合、それぞれのパネルを定めるトリム曲面は次を満たす必要がある。 

 Ω0 ≈ Ω1 ≈,… ,≈ Ω𝑛−1 (5.3) 

(5.3)が満たされない場合、同じ型枠から製造するメリットが少ないことは明らかであろう。こ
こまで述べたパネルと型枠の関係を踏まえて、条件(5.1)の緩和を考える。𝑘種類の曲線の埋め込
み写像を𝒈0, 𝒈1,… , 𝒈𝑘−1とすると𝑐0, 𝑐1,… , 𝑐𝑘−1は次のように書ける。 

 𝑐𝑖 = {𝒈𝑖(𝑡)|𝑡 ∈ Ω𝑖 ⊂ ℝ}   (𝑖 = 0,1,… , 𝑘 − 1) (5.4) 

ここでΩ𝑖はℝ上の閉区間である。このとき、各曲線に対して次の曲線を考える。 

 𝑐𝑗𝑖 = {𝒈𝑖(𝑡)|𝑡 ∈ Ω𝑗 ⊂ Ω𝑖}   (𝑗 = 0,1,… ) (5.5) 

ここでΩ𝑗もℝ上の閉区間である。このとき、𝑐𝑗𝑖を準線とする柱面が𝑐𝑖を準線とする柱面のトリ
ム曲面であることは明らかであろう。これを踏まえて条件(5.1)を次のように緩和する。 
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 𝑎 ∈ Λ𝑖 ⟺ ∃Ω𝑎 ⊂ Ω𝑖, ∃𝑅𝑎 ∈ 𝐸(3), 𝑠𝑎 = 𝑅𝑎({𝒈𝑖(𝑡)|𝑡 ∈ Ω𝑎 ⊂ Ω𝑖}) (5.6) 

つまり、型となる曲線𝑐𝑖に対応するセグメント𝑠𝑎は、曲線𝑐𝑖の一部を合同変換することで得ら
れる曲線であればよい。このセグメント⻑さに関する緩和条件を用いると、曲線の𝑘-離散モデル
は次のようになる。 

定義 5-1 滑らかな曲線𝑔の離散モデル{𝒈𝑖}が、 
∃𝒢 = {𝒈𝑗: Ω𝑗 → ℝ3∣𝑗 ∈ Κ = {0,… , 𝑘 − 1}}, ∀𝑖, ∃𝜉, 𝜂 ∈ Κ, ∃[𝑠1, 𝑒1] ⊂ Ω𝜉, ∃[𝑠2, 𝑒2] ⊂ Ω𝜂, ∃𝑅1,𝑅2

∈ 𝑆𝑂(3), ∃𝒗1, 𝒗2 ∈ ℝ3 
𝒈𝑖−1 = 𝑅1 (𝒈𝜉(𝑠1)) + 𝒗1 
𝒈𝑖 = 𝑅1 (𝒈𝜉(𝑒1)) + 𝒗1 = 𝑅2(𝒈𝜂(𝑠2)) + 𝒗2 
𝒈𝑖+1 = 𝑅2(𝒈𝜂(𝑒2)) + 𝒗2 
𝑅1 (𝒈𝜉̇(𝑒1)) = 𝑅2(𝒈𝜂̇(𝑠2)) 

を満たすとき、離散モデル{𝒈𝑖}を𝑘-離散モデルという。ここで、𝒈は̇写像𝒈の微分ベクトルであり
𝒈の接ベクトルを表す。 

本章では、曲線の𝑘-離散モデルとして定義 5-1 による条件緩和された離散モデルを用いる。ま
た、𝑘 -離散柱面モデル(定義 3-3)に関しても、準線の𝑘 -離散モデルは条件緩和されたモデルを用
いる。 

5.2.2 k-cylindrical stripモデル 

本項では、5.2.1 項で示した𝑘-離散柱面モデルを C-strip モデルに組み込んだ𝑘-cylindrical strip
モデルの定義を示す。まず、曲線の集合に対する𝑘-離散モデルの定義を示す。複数の曲線に対し
て𝑘-離散モデルを求める具体的な方法については 3.3.3 項で示したが、ここでは、改めてその厳
密な定義を示しておく。滑らかな曲線の集合{𝑔𝜆}に対して、𝑘-離散モデルを次のように定義する。 

定義 5-2 滑らかな曲線の集合{𝑔𝜆}の離散モデルを{𝑔𝜆̂ = {𝒈𝜆,𝑖}}とする。このとき、 
∃𝒢 = {𝒈𝑗: Ω𝑗 → ℝ3|𝑗 ∈ Κ = {0,… , 𝑘 − 1}}, ∀𝜆, ∀𝑖, ∃𝜉, 𝜂 ∈ Κ, ∃[𝑠1, 𝑒1] ⊂ Ω𝜉, ∃[𝑠2, 𝑒2]

⊂ Ω𝜂, ∃𝑅1,𝑅2 ∈ 𝑆𝑂(3), ∃𝒗1, 𝒗2 ∈ ℝ3 
𝒈𝜆,𝑖−1 = 𝑅1 (𝒈𝜉(𝑠1)) + 𝒗1 
𝒈𝜆,𝑖 = 𝑅1 (𝒈𝜉(𝑒1)) + 𝒗1 = 𝑅2(𝒈𝜂(𝑠2)) + 𝒗2 
𝒈𝜆,𝑖+1 = 𝑅2(𝒈𝜂(𝑒2)) + 𝒗2 
𝑅1 (𝒈𝜉̇(𝑒1)) = 𝑅2(𝒈𝜂̇(𝑠2)) 

を満たすとき、離散モデルを{𝑔𝜆̂}を曲線の集合{𝑔𝜆}に対する𝑘-離散モデルという。 

型となる曲線の集合の濃度は、単一の曲線の場合と変わらず𝑘であることに注意する(𝑘×曲線
の数ではない)。この定義を用いて、滑らかな柱面の集合{𝐶𝜆}に対する離散柱面モデルを次のよ
うに定義する。 
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定義 5-3 滑らかな柱面の集合{𝐶𝜆}に対してその準線の集合を{𝑔𝜆}とする。このとき、{𝑔𝜆}の 
𝑘-離散モデル{𝑔𝜆̂ = {𝒈𝜆,𝑖}}によって、 

{𝒞𝜆} = {{𝒈𝜆,𝑖 + 𝑣𝒛𝜆}} 
と定められる離散柱面モデルの集合を柱面の集合に対する𝑘-離散柱面モデルという。ここで、𝒛𝜆
は柱面𝐶𝜆の準線𝑔𝜆がのる平面に直交する単位ベクトルである。 

定義 5-3 による柱面の集合に対する𝑘-離散柱面モデルを C-strip モデルの補間柱面に適用する
ことで、𝑘-cylindrical strip モデルを定義する。補間柱面に対して定義 5-3 を適用するために、こ
こで扱う C-strip モデル{𝒑𝜆}は離散化による誤差をもたない厳密なモデルであることを仮定す
る。また、簡単のために、C-strip モデル{𝒑𝜆}は特異点を含まない柱面共役場の半離散モデルで
あるとする。このとき、𝒑𝜆~𝒑𝜆+1間を補間する柱面を𝐶𝜆とすれば、𝑘-cylindrical strip モデルが次
のように定義される。 

定義 5-4 C-strip モデル{𝒑𝜆}の曲線間を補間する柱面の集合{𝐶𝜆}が𝑘-離散柱面モデルである 
とき、その C-strip モデルを𝑘-cylindrical strip モデルという。 

以上で、C-strip モデルに𝑘-離散柱面モデルが組み込まれた。定義 5-4 が定める𝑘-cylindrical strip
モデルが、1.3 節で示したパネリング条件(∗)を満たすパネリング曲面であることは明らかであろ
う。 

5.2.3 k-arc spline曲線の拡張 

本項では、5.2.1 項で拡張された曲線の𝑘-離散モデルと arc spline 曲線の関係を、3.2.2 項に倣
って簡単に整理したのち、条件緩和されたモデルに対応する𝑘-arc spline 曲線について述べる。 

3.2.2 項では、曲率の離散化により得られる曲線の離散モデルが arc spline 曲線により補間可
能であることを示した。3.2.2 項では、曲率の離散化における離散幅を等間隔∆𝑠と仮定したが、
任意の離散幅∆𝑠0,∆𝑠1,…を仮定しても一般性を失わないことは明らかであろう。任意の離散幅
を仮定して得られる離散モデルを補間する arc spline 曲線は、弧⻑の異なる円弧で構成される
arc spline 曲線となる。この離散モデルに対して、3.2.2 項で示した𝑘-離散モデルとなるための条
件を直接適用すれば、定義 5-1 による𝑘-離散モデルの中で補間曲線が arc spline 曲線となる離散
モデルが導かれる。つまり、本章の目的は、定義 5-4 が定める𝑘-cylindrical strip モデルの中で、
モデルを構成するすべての𝑘-離散柱面の準線が arc spline 曲線によって補間可能なモデルを求め
ることである。 

上述の𝑘-離散モデルが補間曲線としてもつ arc spline 曲線は、弧⻑に関する制約をもたない𝑘-
arc spline 曲線である。本章では、弧⻑に関して条件緩和された次の定義を𝑘-arc spline 曲線の定
義として用いる。 

定義 5-5 𝒜 = {𝐴0,𝐴1,⋯ ,𝐴𝑛−1}を𝑛セグメントで構成される arc spline 曲線とし、𝑟𝑖を第𝑖セグ
メント𝐴𝑖の半径とする。このとき、ある集合ℳ = {𝑟0,⋯ , 𝑟𝑘−1} (2 ≤ 𝑘 < 𝑛)が存在して、 

{𝑟𝑖|𝑖 = 0,1,… , 𝑛 − 1} = ℳ 
を満たすとき、𝒜を𝑘-arc spline 曲線という。 
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この定義に基づく𝑘-arc spline 曲線は、𝑘種類の曲率半径をもつ arc spline 曲線であり、各セグ
メントの弧⻑は独立変数である。各セグメントの弧⻑を独立変数として表現することで、(3.18)
〜(3.20)は次のように拡張される。 

 𝑷𝑖+1 = 𝑷𝑖 + ∑𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗
𝑗

(𝒆𝑖+11 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3        (𝑖 = 0,1… 𝑛 − 1)   (5.7) 

 
𝑷𝑖𝑚 = 𝑷𝑖 + ∑𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗

𝑗
(𝑅(𝒆𝑖,𝑧3 𝑙𝑖2 ∑ 𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗𝑗

)𝒆𝑖1 − 𝒆𝑖1) × 𝒆𝑖3        
(𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)  

(5.8) 

 𝒆𝑖+11 = 𝑅(𝒆𝑖,𝑧3 𝑙𝑖∑ 𝛿𝑖,𝑗𝑟𝑗𝑗
)𝒆𝑖1      (𝑖 = 0,1…𝑛 − 1)  (5.9) 

5.3 k-Cylindrical Strip Approximation 

本項では、与えられた C-strip モデルから𝑘-cylindrical strip モデルを求める方法を示す。本章
で求める𝑘-cylindrical strip モデルは、モデルを構成するすべての𝑘-離散柱面の準線が arc spline
曲線によって補間可能なモデルである。複数の独立した柱面に対してこのようなモデルを求め
る具体的な方法は 3.3.3 項で示した。本項では、C-strip モデルを構成する柱面間に生じる幾何学
的関係を 3.3.3 項の最適化問題に組み込むことで、当該方法を𝑘-cylindrical strip モデルを求める
方法へと拡張する。 

まず、5.3.1 項において、本項で示す方法で前提とするモデルについて整理する。次に、5.3.2
項において、𝑘 -cylindrical strip モデルの柱面間に生じる幾何学的関係を組み込んだ最適化問題
について述べ、最後に、5.3.3 項において、3.3.2 項で示した初期化アルゴリズムの拡張について
簡単に述べる。 

5.3.1 モデルの整理 

本項では、対象とする曲面𝑆の半離散モデルである C-strip モデルの厳密解および各ストリッ
プの線織での連続な分割レイアウトが与えられていることを前提とする(図 5-3)。この分割レイ
アウトを定める分割線が、𝑆上の柱面共役座標系のアイソパラメータ曲線に対応することは明ら
かであろう。本項では、最適化問題の定式化にあたって、簡単のために、与えられた C-strip モ
デルが特異点を含まない柱面共役場の半離散モデルであることを仮定する。このとき、C-strip モ
デルを曲線の集合{𝒑𝜆}で表し、𝒑𝜆~𝒑𝜆+1間に張られる柱面を𝐶𝜆、𝐶𝜆の準線を𝑔𝜆、𝑔𝜆がのる平面
をΠ𝜆、Π𝜆を定める原点と 3 軸方向の単位ベクトルを𝐨𝜆，𝒙𝜆，𝒚𝜆，𝒓𝜆とする(図 5-1)。 

与えられた分割線(i.e., 線織)によって柱面𝐶𝜆は複数の部分柱面に分割されるので、準線𝑔𝜆も
複数の部分曲線に分割され、それぞれの部分曲線がそれぞれの部分柱面(i.e., パネル)の準線に対
応する。このとき準線𝑔𝜆の分割数を𝑛𝜆として、両端点を含む分割点を𝒈𝜆,0, 𝒈𝜆,1,… , 𝒈𝜆,𝑛𝜆、分割さ
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れた各セグメントの中点を𝒈𝜆,0𝑚 , 𝒈𝜆,1𝑚 ,… , 𝒈𝜆,𝑛𝜆
𝑚 とすると、これらの点列は準線𝑔𝜆を近似する𝑘 -arc 

spline 曲 線 𝑎𝜆 の タ ー ゲ ッ ト 点 と な る 。 こ こ で 、 𝑎𝜆 上 の 対 応 点 と し て 円 弧 の 結 節 点 を
𝒂𝜆,0, 𝒂𝜆,1,… , 𝒂𝜆,𝑛𝜆とし、各円弧の中点を𝒂𝜆,0𝑚 , 𝒂𝜆,1𝑚 ,… , 𝒂𝜆,𝑛𝜆

𝑚 とする(図 5-2)。 

  
(a)C-strip モデル (b)線織に沿った分割 

図 5-3 与えられる C-strip モデルと分割レイアウト 

 
図 5-1 C-strip モデルの記号整理 

 

図 5-2 準線𝑔𝜆, 𝑔𝜆̃と𝑘-arc spline 曲線𝑎𝜆, 𝑎𝜆̃ 

𝒑𝜆 

𝒑𝜆+1 

𝐶𝜆 

𝑔𝜆 

Π𝜆 

𝒐𝜆 𝒙𝜆 𝒚𝜆 𝒓𝜆 

𝒈𝜆,𝑖 
𝒈𝜆,0 

𝒈𝜆,𝑛𝜆 
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X -Y平面上の𝑘 -arc spline 曲線を前提とした制御式(5.7)〜(5.9)を用いて曲線𝑎𝜆 ⊂ Π𝜆を制御す
るためには、Π𝜆とX-Y平面間の合同変換による座標の変換が必要となる(図 5-2)。Π𝜆からX-Y平
面への合同変換𝑅𝜆およびその逆変換𝑅𝜆−1は次のように得られる。 

 𝑅𝜆(𝒑) = [𝒙𝜆 𝒚𝜆 𝒓𝜆]−1(𝒑 − 𝐨𝜆) (5.10) 

 𝑅𝜆−1(𝒑̃) = [𝒙𝜆 𝒚𝜆 𝒓𝜆]𝒑̃ + 𝐨𝜆 (5.11) 

ここで、𝒑はΠ𝜆 ⊂ 𝔼3上の点、𝒑̃はX -Y平面上の点を表す。(5.10)が定める変換によって、準線
𝑔𝜆 上 の 点 列 𝒈𝜆,0, 𝒈𝜆,1,… , 𝒈𝜆,𝑛𝜆 お よ び 𝒈𝜆,0𝑚 , 𝒈𝜆,1𝑚 ,… , 𝒈𝜆,𝑛𝜆

𝑚 が 、 𝒈𝜆̃,0, 𝒈𝜆̃,1,… , 𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 お よ び
𝒈𝜆̃,0𝑚 , 𝒈𝜆̃,1𝑚 ,… , 𝒈𝜆̃,𝑛𝜆

𝑚 に 変 換 さ れ 、 𝑘 -arc spline 曲 線 𝑎𝜆 上 の 点 列 𝒂𝜆,0, 𝒂𝜆,1,… , 𝒂𝜆,𝑛𝜆 お よ び
𝒂𝜆,0𝑚 , 𝒂𝜆,1𝑚 ,… , 𝒂𝜆,𝑛𝜆

𝑚 が、𝒂̃𝜆,0, 𝒂̃𝜆,1,… , 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆および𝒂̃𝜆,0𝑚 , 𝒂̃𝜆,1𝑚 ,… , 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆
𝑚 に変換されるとする。∙は̃X-

Y平面上の点を表し 3.3 節で用いた表記と異なるので注意する。X-Y 平面上に写された準線𝑔𝜆̃を
近似する𝑘-arc spline 曲線𝑎𝜆̃を、(5.11)による変換でΠ𝜆上に写せば、𝑘-cylindrical strip モデルを
構成する柱面𝐶𝜆̂が得られる。 

5.3.2 最適化問題 

5.3.2.1 近似エネルギー 

𝑘-cylindrical strip モデルの近似精度を評価するために、柱面𝐶𝜆に対する近似精度と交線𝒑𝜆 =
𝐶𝜆 ∩ 𝐶𝜆+1に対する近似精度の 2 つの評価関数を導入する。まず、柱面𝐶𝜆の近似精度に関する評
価関数を考える。柱面𝐶𝜆の近似精度は準線𝑔𝜆の近似精度で評価できるので、3.3.3 項と同様に準
線𝑔𝜆と𝑘-arc spline 曲線𝑎𝜆の対応点間の誤差の二乗和により柱面の近似精度に関する評価関数が
次のように得られる。 

 𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠,𝜆 = ∑⟨𝒈𝜆̃,𝑖 − 𝒂̃𝜆,𝑖, 𝒈𝜆̃,𝑖 − 𝒂̃𝜆,𝑖⟩𝑛𝜆

𝑖=0
+ ∑ ⟨𝒈𝜆̃,𝑖𝑚 − 𝒂̃𝜆,𝑖𝑚 , 𝒈𝜆̃,𝑖𝑚 − 𝒂̃𝜆,𝑖𝑚 ⟩𝑛𝜆−1

𝑖=0
 (5.12) 

上式は、Π𝜆への写像を考慮せず、X-Y 平面上の曲線𝑔𝜆̃と𝑎𝜆̃から直接求めればよい。すべての
柱面で総和を取ることで𝑘-cylindrical strip モデル全体の柱面の近似精度が次のように得られる。 

 𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠 = ∑ 𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠,𝜆
𝑁−1
𝜆=0

 (5.13) 

次に、交線𝒑𝜆 = 𝐶𝜆 ∩ 𝐶𝜆+1に対する近似精度を考える。𝑎𝜆，𝑎𝜆+1を準線とする柱面を𝐶𝜆̂，𝐶𝜆̂+1
としたとき、新たな交線𝒑̂𝜆 = 𝐶𝜆̂ ∩ 𝐶𝜆̂+1と対象交線𝒑𝜆間の誤差を表す関数を定めればよいが、交
線𝒑̂𝜆の径数付けを解析的に求めることは困難である。そこで、交線𝒑̂𝜆の近似解を求めることを
考える。𝐶𝜆̂の準線𝑎𝜆上の点𝒂𝜆,𝑖を考え、この点と対応する𝐶𝜆̂+1の準線𝑎𝜆+1上の点を𝒂𝜆+1,𝑗とする。
𝒂𝜆+1,𝑗における𝑎𝜆+1の接ベクトルを𝒆𝜆+1,𝑗1 とすれば、𝒂𝜆+1,𝑗における𝐶𝜆̂+1の接平面は次のベクト
ルを法ベクトルとする平面である。 

 𝒏𝜆+1,𝑗 = 𝒆𝜆+1,𝑗1 × 𝒓𝜆+1 (5.14) 

𝒑𝜆,𝑖を通り𝒓𝜆を方向ベクトルとする直線と(5.14)が定める平面の交点は、当該直線と𝐶𝜆̂+1の近
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似交点を与える。この直線と平面の交点𝒔𝜆,𝑖は次のように得られる。 

 𝒔𝜆,𝑖 = 𝒂𝜆,𝑖 + ⟨𝒏𝜆+1,𝑗, 𝒂𝜆+1,𝑗⟩ − ⟨𝒏𝜆+1,𝑗, 𝒂𝜆,𝑖⟩⟨𝒏𝜆+1,𝑗, 𝒓𝜆⟩ 𝒓𝜆 (5.15) 

上述と逆の関係を考えれば、𝒑𝜆+1,𝑗を通る直線と𝐶𝜆̂の接平面の交点𝒕𝜆,𝑗も同様に次のように得
られる。 

 𝒕𝜆,𝑗 = 𝒂𝜆+1,𝑗 + ⟨𝒏𝜆,𝑖, 𝒂𝜆,𝑖⟩ − ⟨𝒏𝜆,𝑖, 𝒂𝜆+1,𝑗⟩⟨𝒏𝜆,𝑖, 𝒓𝜆+1⟩ 𝒓𝜆+1 (5.16) 

(5.15)，(5.16)が表す 2 点は、𝒂𝜆,𝑖および𝒂𝜆+1,𝑗を通る 2 つの線織が交わる場合に厳密に一致し、
すべての𝑖，𝑗でこれが成り立つとき交線𝒑̂𝜆を厳密に表す点列となる。一般的に、近似曲線𝑎𝜆，𝑎𝜆+1
上の対応点から定まる 2 つの線織が厳密に交わることはないので、点列{𝒔𝜆,𝑖}と{𝒕𝜆,𝑗}のそれぞ
れを交線𝒑̂𝜆の近似点列として扱う。一方で、近似対象である準線𝑔𝜆と𝑔𝜆+1の対応点から定まる 2
つの線織は交線𝒑𝜆 = 𝐶𝜆 ∩ 𝐶𝜆+1上で交わるので、交線𝒑𝜆上に近似点列に対応するターゲット点
列{𝒑𝜆,𝜉}が得られる。対応点間の二乗誤差の総和により曲線𝒑𝜆に対する曲線𝒑̂𝜆の近似精度が次
のように評価される。 

 𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐,𝜆 = ∑⟨𝒑𝜆,𝜉 − 𝒔𝜆,𝑖, 𝒑𝜆,𝜉 − 𝒔𝜆,𝑖⟩𝑖
+ ∑⟨𝒑𝜆,𝜉 − 𝒕𝜆,𝑗, 𝒑𝜆,𝜉 − 𝒕𝜆,𝑗⟩𝑗

 (5.17) 

𝑎𝜆および𝑎𝜆+1上の点として、それぞれの円弧結節点と円弧中点を用い、両曲線間で対応関係の
ない点は考慮しない。ここでも同様にすべての交線の総和を取ることで𝑘 -cylindrical-strip モデ
ル全体の交線の近似精度が次のように得られる。 

 𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐 = ∑ 𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐,𝜆
𝑁−2
𝜆=0

 (5.18) 

5.3.2.2 線織方向の連続性エネルギー 

与えられた C-strip モデルの線織に沿った分割線は、モデル全体で連続なポリラインを形成し
ているが、𝑘-cylindrical strip モデルでは、厳密に連続な分割線を形成することは困難である。そ
こで、線織に沿った分割線の不連続量を最小化することで、極力連続な分割線を形成することを
考える。連続関係にある 2 つの線織の不連続量を、2 線織に対応する直線間の距離によって評価
する。ここで、2 つの直線𝐿1: 𝒑1 + 𝑡𝒓1，𝐿2: 𝒑2 + 𝑠𝒓2を考えると、2 直線間の距離は次のように得
られる。 

 𝑑(𝐿1,𝐿2) = 1‖𝒓1 × 𝒓2‖ |⟨𝒑1 − 𝒑2, 𝒓1 × 𝒓𝟐⟩| (5.19) 

C-strip モデルを構成する各曲線𝒑𝜆に沿って線織の不連続点が生じるので、𝒑𝜆に沿った線織の
不連続量が次のように評価される。 
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 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡,𝜆 = ∑𝑑(𝐿𝑖,𝜆, 𝐿𝑖,𝜆+1)2
𝑖

+ ∑𝑑(𝐿𝑖,𝜆𝑚 , 𝐿𝑖,𝜆+1𝑚 )2
𝑖

 (5.20) 

ここで、𝐿𝑖,𝜆，𝐿𝑖,𝜆+1，𝐿𝑖,𝜆𝑚 ，𝐿𝑖,𝜆+1𝑚 は柱面𝐶𝜆および𝐶𝜆+1の𝑘-離散モデルの線織を表す直線であ
る。𝐿𝑖,𝜆，𝐿𝑖,𝜆+1は準線𝑎𝜆の円弧結節点、𝐿𝑖,𝜆𝑚 ，𝐿𝑖,𝜆+1𝑚 は円弧中点を通る線織に対応する。柱面𝐶𝜆, 
𝐶𝜆+1の端部トリムによる分割数の違いが生じる場合、線織の対応関係に注意を要する。片側に
のみ線織が存在する場合は𝑑 = 0として評価する。すべての交線の総和を取ることで、𝑘 -
cylindrical strip モデル全体の線織の連続性が次のように得られる。 

 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡 = ∑ 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡,𝜆
𝑁−2
𝜆=0

 (5.21) 

5.3.2.3 フェアリングエネルギー 

5.3.2.2 項において、連続する線織間に生じる不連続量を評価することで、𝑘-cylindrical strip モ
デルの線織に沿った分割線の連続性を評価した。これに対して、本項では、ストリップ交線𝒑̂𝜆の
連続性を評価する。𝑘 -cylindrical strip モデルの隣接するストリップ間の交線によって得られる
曲線𝒑̂𝜆は、一般的に連続な曲線であるがフェアな曲線ではない。これは、各柱面の𝑘-離散モデル
への置換によって誤差が生じるためである。そこで、フェアな交線𝒑̂𝜆を得るために、交線𝒑̂𝜆の
フェアリングエネルギーを評価関数に組み込む。5.3.2.1 項で示したように、厳密な交線𝒑̂𝜆を解
析的に求めることは困難であるので、ここでも 5.3.2.1 項と同様に、交線𝒑̂𝜆の近似点列によって
交線𝒑̂𝜆のフェアリングエネルギーを評価する。(5.20)，(5.21)によって得られる交線𝒑̂𝜆の近似点
列と交線𝒑𝜆上の対応点列{𝒑𝜆,𝜉}から、点の対応関係を考慮して再ナンバリングした点列を{𝒔𝜆,𝑖}，
{𝒕𝜆,𝑖}，{𝒑𝜆,𝑖}として、次のフェアリングエネルギー [31]を導入する。 

 𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟1,𝜆 = ∑(𝒔𝜆,𝑖−1 − 2𝒔𝜆,𝑖 + 𝒔𝜆,𝑖+1)2 + (𝒕𝜆,𝑖−1 − 2𝒕𝜆,𝑖 + 𝒕𝜆,𝑖+1)2
𝑖

 (5.22) 

 

𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟2,𝜆 = ∑ ((𝒔𝜆,𝑖−1 − 2𝒔𝜆,𝑖 + 𝒔𝜆,𝑖+1) − (𝒑𝜆,𝑖−1 − 2𝒑𝜆,𝑖 + 𝒑𝜆,𝑖+1))2
𝑖

+ ((𝒕𝜆,𝑖−1 − 2𝒕𝜆,𝑖 + 𝒕𝜆,𝑖+1) − (𝒑𝜆,𝑖−1 − 2𝒑𝜆,𝑖 + 𝒑𝜆,𝑖+1))2
 

 

ここでは、𝑎𝜆，𝑎𝜆+1上の点として、それぞれの円弧結節点と円弧中点に加えて、各円弧セグメ
ントの 4 分割点も用いる。すべての交線の総和を取ることで、𝑘-cylindrical strip モデル全体のス
トリップ交線の連続性が次のように得られる。 

 𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟 = ∑ 𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟1,𝜆 + 𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟2,𝜆
𝑁−2
𝜆=0

 (5.23) 
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5.3.2.4 境界補間エネルギー 

𝑘 -離散柱面の端部で境界条件を補間する場合、3.3.1.2 項で示した補間条件を必要に応じて適
宜組み込めばよい。𝐺0補間制約について示せば、5.3.2.1 項と同様にX-Y平面上で直接評価する
ことで柱面𝐶𝜆に関して次が得られる。 

 𝐸𝑖𝑝,𝜆 = ⟨𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆, 𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆⟩ (5.24) 

ここでは、補間制約を弱制約として最適化問題に組み込むため、第 3 章と異なりノルム二乗の
形式を採用した。𝐺1補間制約の場合、接ベクトルに関する項をスケーリング径数なしで追加す
ればよい。補間制約を設定する柱面で総和を取れば、𝑘-cylindrical strip モデル全体の補間制約が
次のように評価される。 

 𝐸𝑖𝑝 = ∑𝐸𝑖𝑝,𝜆𝜆
 (5.25) 

5.3.2.5 閉曲線エネルギー 

𝑘-離散柱面の準線が閉曲線となる場合、3.3.1.3 項に示した閉曲線制約を組み込む必要がある。
ここでも同様に、X-Y平面上で直接評価することで柱面𝐶𝜆に関して次が得られる。 

 
𝐸𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑,𝜆 = 𝐸𝑐0,𝜆 + 𝐸𝑐1,𝜆 

𝐸𝑐0,𝜆 = ⟨𝒂̃𝜆,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,0, 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,0⟩,   𝐸𝑐1,𝜆 = 1 − ⟨𝒆𝜆̃,𝑛𝜆
1 , 𝒆𝜆̃,01 ⟩ (5.26) 

前項と同様に、𝐺0制約に関してノルム二乗の形式を用いること、および、𝐺1制約に関してス
ケーリング径数を省略することに注意する。準線が閉曲線となる柱面で総和を取れば、𝑘 -
cylindrical strip モデル全体の閉曲線制約が次のように評価される。 

 𝐸𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑 = ∑𝐸𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑,𝜆𝜆
 (5.27) 

5.3.2.6 無制約最適化問題 

5.3.2.1 項〜5.3.2.5 項で定式化された各関数を用いて、与えられた C-strip モデルを近似する𝑘-
cylindrical strip モデルを求める問題を、各柱面準線の近似問題として次のように定める。 
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(𝑃 ) find ∆𝒂̃0,… , ∆𝒂̃𝑁−1 ∈ ℝ2,∆𝜃0,… ,∆𝜃𝑁−1 ∈ ℝ 

∆𝑙0,0,… ,∆𝑙𝑁−1,𝑛𝑁−1−1 ∈ ℝ,∆𝑟0, … , ∆𝑟𝑘−1 ∈ ℝ 
𝛿0,0,0,… , 𝛿𝑁−1,𝑛𝑁−1−1,𝑘−1 ∈ {0,1} 
𝒆0,03 ,… , 𝒆𝑁−1,𝑛𝑁−1−13 ∈ {(0,0,1), (0,0,−1)} 
𝑛0,… , 𝑛𝑁−1 ∈ ℕ 

(5.28) 
 min 𝐸 = 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠 + 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐 + 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑡𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡 + 𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟

+ 𝜆𝑖𝑝𝐸𝑖𝑝 + 𝜆𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑𝐸𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑 
 s. t. ∆𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑟𝑗 ≤ ∆𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗    (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ∆𝑙𝑚𝑖𝑛,𝑖,𝑗 ≤ ∆𝑙𝑖,𝑗 ≤ ∆𝑙𝑚𝑎𝑥,𝑖,𝑗   (𝑖 = 0,… , 𝑁 − 1,   𝑗

= 0,… , 𝑛𝑖 − 1) 
ここで、𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠，𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐，𝜆𝑐𝑜𝑛𝑡，𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟，𝜆𝑖𝑝，𝜆𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑は各関数に対する重み係数であり、問題に

応じて適切な値を設定する必要がある。5.3.1 項で示したように、最適化変数が定める𝑘-arc spline
曲線は、すべてX-Y平面上に存在することに注意する。つまり、𝒆𝑖,𝑗3 ∈ {(0,0,1), (0,0, , −1)}である。
また、3.3 節と同様にスケーリング変数を導入した。3.3.3 項と同様に、離散変数の定数化により
(5.28)を次の連続最適化問題に変換する。 

 
(𝑃 ) find ∆𝒂̃0,… , ∆𝒂̃𝑁−1 ∈ ℝ2,∆𝜃0,… ,∆𝜃𝑁−1 ∈ ℝ 

∆𝑙0,0,… ,∆𝑙𝑁−1,𝑛𝑁−1−1 ∈ ℝ,∆𝑟0, … , ∆𝑟𝑘−1 ∈ ℝ  
(5.29) 

 min 𝐸 = 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠 + 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐 + 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑡𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡 + 𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟
+ 𝜆𝑖𝑝𝐸𝑖𝑝 + 𝜆𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑𝐸𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑 

 s. t. ∆𝑟𝑚𝑖𝑛𝑗 ≤ ∆𝑟𝑗 ≤ ∆𝑟𝑚𝑎𝑥𝑗    (𝑗 = 0,1,… , 𝑘 − 1) 
  ∆𝑙𝑚𝑖𝑛,𝑖,𝑗 ≤ ∆𝑙𝑖,𝑗 ≤ ∆𝑙𝑚𝑎𝑥,𝑖,𝑗   (𝑖 = 0,… , 𝑁 − 1,   𝑗 = 0,… , 𝑛𝑖 − 1) 

 
3.3.3 項と同様に、(5.28)を(5.29)に変形するためには離散変数の推定のための初期化アルゴリ

ズムが必要である。初期化アルゴリズムの基本は 3.3.2 項と同様であるが簡単な拡張について
5.3.3 項で示す。(5.29)は側面制約のみをもつ連続最適化問題であるので、準ニュートン法などの
適用により効率的に最適解を求めることができる。本研究では、問題のサイズに応じて BFGS 法
による準ニュートン法 [68]と L-BFGS 法による準ニュートン法 [68]を適宜使い分ける。 

5.3.3 初期化アルゴリズム 

本項では、CCA と FIA に関して、𝑘-cylindrical strip 近似問題での応用を考慮した概略につい
て述べる。両アルゴリズムの基本的な概念は 3.3.2 項と同様であるので詳細は省略する。 

5.3.3.1 Curvature Clusteringアルゴリズム 

本項では、C-strip モデルの分割レイアウトがあらかじめ与えられていることを前提としてい
るので、近似対象となるすべての曲線の分割が既知である。よって、CCA は次のように拡張さ
れる。 
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[Curvature Clustering Algorithm] 
1. すべての local segment 𝑔0,0, 𝑔0,1 … , 𝑔𝑛𝑁−1−1の曲率代表値𝜅0̅,0, 𝜅0̅,1,… , 𝜅𝑛̅𝑁−1−1を求める 
2. 𝑘-𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠++法により曲率𝜅0̅,0, 𝜅0̅,1,… , 𝜅𝑛̅𝑁−1−1を𝑘グループに分類 

本項で扱う問題では、対象とする曲線の分割が既知であることから変曲点による分割が行え
ないので、ステップ 1 において各セグメントの曲率代表値を求める際に、曲率の正負を考慮した
平均値を代表値の初期値として用いる。また、各セグメントの従法線ベクトルは曲率の正負を考
慮した平均値の符号によって定める。この平均値に FIA を適用し曲率の代表値を定める。ステ
ップ 2 では、ステップ 1 で定まる代表値を𝑘-𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠++法でクラスタリングしたのち FIA を適用
しクラスター代表値を修正する。全曲線・全セグメントの曲率代表値を同時にクラスタリングす
る点に注意する。 

5.3.3.2 Fast Improvementアルゴリズム 

対象とする柱面準線𝑔𝜆̃が開曲線であり、端点での最終的な補間条件が𝐺0または補間条件が無
い場合、次の補間条件を解く。 

 ⟨𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆, 𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆⟩ = 0   (5.30) 

このとき、∆𝒂𝜆は定数として扱う。端点での最終的な補間条件が𝐺1である場合、次の補間条
件を解く。 

 {⟨𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆, 𝒈𝜆̃,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆⟩ = 0 
⟨ 𝒆𝜆̃,𝑛𝜆

1𝑔 , 𝒆𝜆̃,𝑛𝜆
1𝑎 ⟩ − 1 = 0   (5.31) 

ここで、 𝒆𝜆̃,𝑛𝜆
1𝑔 ， 𝒆𝜆̃,𝑛𝜆

1𝑎 は、曲線𝑔𝜆̃，𝑎𝜆̃の初期点における接ベクトルである。このとき、∆𝒂𝜆，
∆𝜃𝜆は定数として扱う。最後に閉曲線の場合は、次の条件を解く。 

 {⟨𝒂̃𝜆,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,0, 𝒂̃𝜆,𝑛𝜆 − 𝒂̃𝜆,0⟩ = 0
⟨ 𝒆𝜆̃,𝑛𝜆

1𝑎 , 𝒆𝜆̃,01𝑎 ⟩ − 1 = 0   (5.32) 

ここでは、∆𝒂𝜆，∆𝜃𝜆は変数として扱う。以上の補間条件をすべての柱面に関して連立するこ
とで解くべき連立方程式が得られる。ここでも、3.3.2.2 項と同様に、一般化 Newton-Raphson 法
を適用して解を求める。境界条件に関わる変数(∆𝒂𝜆,∆𝜃𝜆)に加えて、CCA-1 ではすべてのセグ
メントの曲率半径と弧⻑に関するスケーリング変数を未知変数として、CCA-2 では曲率半径の
𝑘個の代表値とすべてのセグメントの弧⻑に関するスケーリング変数を未知変数として扱う。   
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5.4 数値解析 

本節では、5.3 節で示した𝑘-cylindrical strip 近似アルゴリズムを 2 つの C-strip モデルに対し
て適用した数値解析例を示す。本節で示す数値解析は、Intel® CoreTM i9-9980HK プロセッサーを
搭載する PC を用いて実行されており、各アルゴリズムの実装においては並列演算処理を適宜組
み込んでいる。 

5.4.1 解析モデル a 

本項で解析対象とする C-strip モデルを図 5-4 に示す。当該モデルは、図 5-5 に示す制御点数
5 × 7の 3 次 Nurbs 曲面𝑆𝑎を、任意に設定した柱面共役座標系で半離散化し、端部を正方形領域
(図 5-5(a)着色部)でトリムすることで得られたモデルである。曲面𝑆𝑎はガウス曲率が正となる領
域と負となる領域の双方を含むような複雑な形状となるよう任意にモデル化した。C-strip モデ
ルの生成には方法 A(4.3 節)を用いたが、ここでは曲線間の線形補間(4.5 節)ではなく曲線に沿っ
た接触柱面(4.2.6 項)を生成することで C-strip モデルの厳密解を生成した。接触柱面の生成には、
方法 A で得られる離散曲線を Nurbs 補間して得られる滑らかな曲線を用いた(図 5-6)。C-strip
モデルの分割は、総パネル枚数𝑁 = 500程度となる分割数とし、各パネルのアスペクト比が 1 に
近くなるような分割位置を任意に設定した。このモデルに対して型枠数𝑘 = 20を設定し、表 5-1
に示す 4 パターンのパラメータを用いて解析を行った。型枠数𝑘は、ワインガルデン曲面を対象
としたパネリング手法 [11]が満たすことのできる型枠数𝑘 ≈ √𝑁を基準に設定した。a-1 は、ス
トリップ間に生じる幾何学的関係を考慮せず各ストリップの近似のみを個別に考慮したパラメ
ータ設定であり、3.3.3 項で示した方法を直接適用した場合に等しい。a-2 はストリップの近似に
加え線織の連続性を考慮したパラメータ設定、a-3 はさらに隣接するストリップ間の交線の近似
を考慮したパラメータ設定、a-4 はストリップそのものの近似を考慮せず隣接するストリップ間
交線の近似のみを考慮したパラメータ設定である。すべてのパターンで同じ初期化アルゴリズ
ム(𝐺1補間 FIA)を採用し、最適化問題(5.29)の初期解が全パターンで等しくなるよう設定した。

 

 
(a)C-strip モデル 

(線織での分割線を表示) 

 
(b) ストリップのガウス曲率 

 
(c)ストリップの平均曲率 

図 5-4 解析モデル a  



第 5 章 k-Cylindrical Strip モデル 135 

 

最適化問題の収束判定は、初期解における目的関数の勾配ベクトルのノルム‖∆𝐸0‖∞を基準とし
て‖∇𝐸‖∞ < 1.0𝑒 − 4 ∗ ‖∇𝐸0‖∞とした。解析結果を表 5-2 および図 5-7〜図 5-14 に示す。 

 
 

 
(a)曲面𝑆 

(着色部トリム領域) 

 
(b)ガウス曲率 

(領域内のみ表示) 

 
(c)平均曲率 

(領域内のみ表示) 

図 5-5 解析モデル a の連続対応曲面𝑆 

 
 

 

 
(a)方法 A の適用 

 

 
(b)接触柱面の生成  

 

 
(c)柱面交線 

図 5-6 解析モデル a 生成フロー 

  

表 5-1 最適化問題のパラメータ 

 a-1 a-2 a-3 a-4 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠 1.000 1.000 1.000 0.001 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐 0.000 0.000 1.000 1.000 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑡 0.000 1.000 1.000 0.001 𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟 0.000 0.000 1.000 1.000 𝜆𝑖𝑝 0.000 0.000 0.000 0.000 𝜆𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑 0.000 0.000 0.000 0.000
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表 5-2 数値解析の計算コスト比較 

 a-1 a-2 a-3 a-4 
パネル数𝑁  498 498 498 498 

収束回数 568 376 721 740 

計算時間[m] 4.9 3.3 6.4 7.2 
 

 

 
図 5-7 解析モデル a ‖∇𝐸‖2/ ‖∇𝐸0‖2の推移     

 
(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-8 解析モデル a 目的関数の推移内訳(1〜100 ステップ) 
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表 5-2 に計算コストの比較を示した。a-3 および a-4 で準ニュートン法の収束計算に多くの反
復を要しており計算コストが高くなっている。図 5-7 には最適化過程における最適性の推移を示
した。すべてのパターンが 100 ステップ程度でおおむね収束状態にあるにもかかわらず閾値ま
での収束に多くの反復を要している。この要因として、解法に L-BFGS 法(𝑚 = 30)による準ニ
ュートン法を用いたことや最適化問題が大規模であり自由度が高いことなどがあげられる。図
5-8 には 100 ステップまでの目的関数の推移を示した。𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐が全体の収束性に大きく影響して
おり、a-3 および a-4 の計算コストに影響していることが確かめられる。図 5-9 にはパネルレイ
アウトを示した。隣接するストリップ𝐶𝑖，𝐶𝑖+1が最適化によって近似柱面𝐶𝑖𝑜𝑝𝑡，𝐶𝑖+1𝑜𝑝𝑡に変形され
たとき、ストリップ間の交線𝒑𝑖 = 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑖+1は𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡 = 𝐶𝑖𝑜𝑝𝑡 ∩ 𝐶𝑖+1𝑜𝑝𝑡に変形されるが、ここでは𝒑𝑖の𝑆𝑎への最近接点における𝑆𝑎の法ベクトルを𝒑𝑖に沿って平均化して得られるベクトル𝒏𝑖方向に𝒑𝑖
を押し出して得られる曲面で𝐶𝑖𝑜𝑝𝑡，𝐶𝑖+1𝑜𝑝𝑡をトリムして得られるパネリング曲面を示した。5.3.3 項

 
(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-9 解析モデル a パネリングレイアウト 
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で示した初期化アルゴリズムから定まる型曲面の割り当てはすべてのパターンで共通であるが、
ここでは最適化で得られた型曲面を準線の曲率の大きさに従って再ナンバリングした結果を示
した。a-1 および a-2 と a-3 および a-4 で異なる型曲面の分布が得られており、得られた最適解
に 2 つの傾向があることが確かめられる。 

前述のトリムによって隣接するストリップ間にはギャップが生じるが、図 5-10 にはストリッ
プ間に生じたギャップ量を示した。ここでも、a-1 および a-2 と a-3 および a-4 で異なる傾向の
結果が得られている。a-1 および a-2 に対して a-3 および a-4 ではストリップ間に生じる最大ギ
ャップが小さいうえ全体のギャップの分布も小さい。ここで生じるギャップ量は元の C-strip モ
デルに対する近似精度の 1 つの指標であるが、𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐がストリップ間ギャップに効果をもつこ
とが確かめられる。 

 

 
(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-10 解析モデル a ストリップ間のギャップ 
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図 5-11 では、連続する線織間に生じたギャップを示した。ここでも同様に、a-1 および a-2 と
a-3 および a-4 で異なる傾向が得られているが、線織の連続性に関しては a-1 および a-2 の方が
高いことがわかる。図 5-10 に示した結果とあわせると、a-1 および a-2 では線織の高い連続性か
らストリップ全体の形状の自由度が低いためストリップ間のギャップが大きくなっており、a-3
および a-4 ではストリップ内で線織位置がより自由に変化することでストリップ間のギャップ
が減少している。本章で新たに導入した関数𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐が C-strip モデルに対する近似精度に大きく
寄与していることが確かめられる。 

 
 
 
 

 
(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-11 解析モデル a 線織間のギャップ 
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図 5-12 ではパネリング対象の C-strip モデルとの離隔距離を示した。すべてのパターンで最大
離隔距離に大きな違いはなく十分な精度で対象が近似されている。また、図 5-13 では連続対応
する曲面𝑆𝑎との離隔距離を示したが、この離隔距離もすべてのパターンで十分小さいことがわ
かる。 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-12 解析モデル a 対象 C-strip との離隔距離 
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(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-13 解析モデル a 曲面𝑆との離隔距離 
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最後に、図 5-14 にストリップ間の厳密な交線𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡 = 𝐶𝑖𝑜𝑝𝑡 ∩ 𝐶𝑖+1𝑜𝑝𝑡を示した。ストリップ間に比
較的大きなギャップを生じる a-1 および a-2 では𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡に大きなうねりが生じ、対象とする C-strip
モデルの交線𝒑𝑖に対して大きな誤差が生じている。特に、曲面端部では隣接する交線が交わって
おり、このとき{𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡}は適切な C-strip モデルを導かない。一方で、ストリップ間ギャップの小
さな a-3 および a-4 では、𝒑𝑖と𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡に大きな誤差がない。これらのモデルでは曲線間の交差が存
在しないため{𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡}は適切な C-strip モデルを導く。 

𝒑𝑖に対する𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡の近似精度が高い a-3 や a-4 においても、一部の領域で交線𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡にわずかなう
ねりが生じている。𝐸𝑓𝑎𝑖𝑟は交線のうねりの解消に一定の効果をもつものの、(a-3)および(a-4)で
得られた交線に大きな違いがないことを考慮すると、𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡の滑らかさに限界があることがわかる。
これは、𝑘-cylindrical strip モデルの曲率に関しる厳しい制約(i.e. 曲率が𝑘種類のみ)に起因して
おり、より滑らかな交線を得るためには𝑘にさらに大きな値を設定する必要がある。 

 
(a-1) 

 
(a-2) 

 
(a-3) 

 
(a-4) 

図 5-14 解析モデル a 厳密なストリップ間交線 
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5.4.2 解析モデル b 

本項で対象とする C-strip モデルを図 5-15 に示す。当該モデルは図 5-16 に示す制御点数295 × 3
の3 × 2次 Nurbs 曲面𝑆𝑏を、底面側の境界曲線接ベクトルを 1 方向とする柱面共役座標系で半離
散化して得られたモデルである。曲面𝑆𝑏はスタジアム客席部の外郭構造を参考にモデル化した
曲面であり、曲面の全域でガウス曲率が正となる曲面である。この曲面𝑆は左右対称な曲面であ
るため一方のみを解析対象として扱う。C-strip モデルの生成には解析モデル a と同じ方法を用
いた(図 5-17)。C-strip モデルの分割は総パネル枚数𝑁 = 500程度(対称部分を考慮すれば𝑁 =
1000)となる分割数とし、各ストリップの分割位置はスタジアムのスケールを考慮して PC パネ
ルなどでパネリング曲面が設計できるよう設定した。このモデルに対して、モデル a と同様に型
枠数𝑘 = 20を設定し、4 パターンのパラメータ(表 5-3)を用いて解析を行った。𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟以外の係数
は解析モデル a と同様であるが、𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟は他の関数の値とのバランスを考慮して 0.01 を設定した。
すべてのパターンで同じ初期化アルゴリズムを採用するが、モデル a と異なり、クラスタリング
から定まる型曲面の割り当てのばらつきの少なさを考慮して𝐺0補間 FIA を採用する。最適化問
題の収束判定は、モデル a と同様に、初期解における目的関数の勾配ベクトルのノルム‖∆𝐸0‖∞
を基準として、‖∇𝐸‖∞ < 1.0𝑒 − 4 ∗ ‖∇𝐸0‖∞とした。解析結果を表 5-4 および図 5-18〜図 5-25 に
示す。 

 
(a)C-strip モデル 

(線織での分割線を表示) 

 
(b) ストリップのガウス曲率 

 
(c)ストリップの平均曲率 

図 5-15 解析モデル b  

 
 
 

 

 
(a)曲面𝑆 

 
(b)ガウス曲率 

 
(c)平均曲率 

図 5-16 解析モデル b の連続対応曲面𝑆 
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(a)方法 A の適用 

 

 
(b)接触柱面の生成 

 

 
(c)柱面交線 

図 5-17 解析モデル b 生成フロー 
 

 
表 5-3 最適化問題のパラメータ 

 b-1 b-2 b-3 b-4 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠 1.000 1.000 1.000 0.001 𝜆𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐 0.000 0.000 1.000 1.000 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑡 0.000 1.000 1.000 0.001 𝜆𝑓𝑎𝑖𝑟 0.000 0.000 0.010 0.010 𝜆𝑖𝑝 0.000 0.000 0.000 0.000 𝜆𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑 0.000 0.000 0.000 0.000 
 

 

表 5-4 数値解析の計算コスト比較 

 b-1 b-2 b-3 b-4 
パネル数𝑁  512 512 512 512 

収束回数 201 144 1478 1684 

計算時間[m] 1.8 1.3 13.2 14.7 
 

 
 
 

 
図 5-18 解析モデル b ‖∇𝐸‖2/ ‖∇𝐸0‖2の推移    
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表 5-4 に計算コストの比較を示した。解析モデル a と同様に、b-3 および b-4 で計算コストが
高くなっている。図 5-18 には最適化過程における最適性の推移を示した。ここでも解析モデル
a と同様にすべてのパターンが 100 ステップ程度でおおむね収束状態にあるにもかかわらず閾
値までの収束に多くの反復を要している。特に、b-3 および b-4 の 100 ステップ以降における最
適性の変化は極めて小さく、設定された閾値(=0.001)が過剰に小さな値である可能性が高い。図
5-19 には 100 ステップまでの目的関数の推移を示した。ここでも、𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐が全体の収束性に大
きく影響している。特に、本解析モデルでは、𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐が他の目的関数と比較して非常に大きな値
となっている。これは、隣接するストリップ𝐶𝑖，𝐶𝑖+1の線織ベクトル𝒓𝑖，𝒓𝑖+1が平行に近い場合
に、ストリップの近似誤差から生じる交線の誤差が非常に大きくなるためである。本解析モデル
では対称モデルの端部領域(図 5-16(b)で𝐾 ≈ 0の領域)で線織ベクトルが平行に近づく。 

図 5-20 にはパネルレイアウトを示した。ここでも解析モデル a と同様に、曲面𝑆𝑏の法ベクト
ルを用いたトリムによって得られるパネリング曲面を示した。ここでも最適化で得られた型曲
面を準線の曲率の大きさに従って再ナンバリングした結果を示したが、すべてのパターンでパ
ネルレイアウトは等しい。 

図 5-21 にはトリムによってストリップ間に生じたギャップ量を示した。ここでは、b-1 および

 
(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-19 解析モデル b 目的関数の推移内訳(1〜100 ステップ) 
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b-2 と b-3 および b-4 で異なる傾向の結果が得られている。b-3 および b-4 では、きわめて限定的
な領域で b-1 および b-2 と比較して大きなギャップを生じているが、全体を見ると b-1 および b-
2 と比較して小さなギャップとなっている。これは、解析モデル a と同様の傾向であり、𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐
がストリップ間ギャップに効果をもつことがここでも確かめられる。 

図 5-21 では、連続する線織間に生じたギャップを示した。ここでも同様に、b-1 および b-2 と
b-3 および b-4 で異なる傾向が得られており、解析モデル a と同様の傾向を示している。b-3 お
よび b-4 は、図 5-16(b) 𝐾 ≈ 0の領域において大きな線織間ギャップを生じているが、これに対
応して当該領域においてストリップ間ギャップが解消されている。 

図 5-23 ではパネリング対象の C-strip モデルとの離隔距離を示した。b-3 および b-4 では、一
部の端部領域で大きな離隔距離を生じているが、全体を見ると十分な精度で対象が近似されて
いる。一方で、b-1 および b-2 ではすべての領域で高い精度で対象が近似されている。また、図
5-24 では連続対応する曲面𝑆𝑏との離隔距離を示したが、曲面𝑆𝑏との離隔距離に関してはすべて
のパターンで同程度の結果が得られている。 

最後に、図 5-25 にストリップ間の厳密な交線𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡 = 𝐶𝑖𝑜𝑝𝑡 ∩ 𝐶𝑖+1𝑜𝑝𝑡を示した。本解析モデルでは、
すべてのパターンで良好な交線が得られており、{𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡}は適切な C-strip モデルを導く。𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐
を評価しない b-1 および b-2 において一部の交線にわずかなうねりが生じているが、すべてのパ
ターンである程度フェアな曲線が得られている。当該モデルの結果を見ると、交線𝒑𝑖𝑜𝑝𝑡の精度が
低い領域がストリップの線織方向𝒓𝜆の変化が小さい領域に対応していることがわかる。この関
係を考慮すると、各ストリップの線織方向𝒓𝜆を変数として扱うことで交線の近似精度の改善(i.e., 
C-strip モデルそのものの近似精度の改善)が期待される。 



第 5 章 k-Cylindrical Strip モデル 147 

 

 

 
(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-20 解析モデル b パネリングレイアウト 
 

 

 
(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-21 解析モデル b ストリップ間のギャップ 
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(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-22 解析モデル b 線織間のギャップ 
 

 

 
(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-23 解析モデル b 対象 C-strip との離隔距離 
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(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-24 解析モデル b 曲面𝑆との離隔距離 
 

 

 
(b-1) 

 
(b-2) 

 
(b-3) 

 
(b-4) 

図 5-25 解析モデル b 厳密なストリップ間交線 
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5.5 結言 

本章では、滑らかな曲面の特殊な半離散モデルである C-strip モデルに、単一柱面の特殊な離
散モデルである𝑘-離散柱面モデルを組み込んだ𝑘-cylindrical strip モデルについて述べた。この𝑘-
cylindrical strip モデルは、𝑘種類の柱面で構成される C-strip モデルであり、本研究が目的とす
るパネリング条件(∗)を満たすパネリング曲面である。本章では、この𝑘-cylindrical strip モデル
中で、すべての部分柱面が円筒面のトリムサーフェスとなるモデルを具体的に求めた。5.2 節で
は、𝑘-cylindrical strip モデルを定義するために𝑘-離散柱面モデルの離散幅を緩和した新たな定義
を導き、この緩和定義に対応する𝑘-arc spline 曲線の拡張について示した。5.3 節では、与えられ
た C-strip モデルから𝑘-cylindrical strip モデルを求める方法を示した。ここでは、3.3.3 項で示し
た最適化問題を基本とし、線織の連続性や交線の滑らかさなど C-strip モデル特有の幾何学的な
関係を考慮した新たな最適化問題を定式化した。この最適化問題が、3.3.2 項で示した独立柱面
に対する初期化アルゴリズムの応用で同様に初期化され、準ニュートン法などのアルゴリズム
を用いて効率的に最適解が求められることを示した。5.4 節では、2 つの解析モデルを対象とし
た数値解析例を示した。両モデルともに、関連研究 [11]における型枠数の目安𝑘 ≈ √𝑁と同等の
条件下で近似精度の高い𝑘-cylindrical strip モデルが得られた。得られた最適解は、最適化問題の
目的関数を構成する評価関数の重み係数に応じて大きく 2 つに分類された。「1.線織の連続性の
高い最適解」と「2.ストリップ交線の近似精度の高い最適解」である。最適解の傾向を決める主
な要因は 3 つの評価関数𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠，𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐，𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡のバランスであり、𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑠，𝐸𝑐𝑜𝑛𝑡は最適解 1 の
傾向を強め、𝐸𝑝𝑟𝑜𝑥,𝑐は最適解 2 の傾向を強める。特に、最適解 1 に関して、対象とする曲面や設
定する型枠数𝑘によっては、ストリップ間の交線から定まる厳密なストリップモデルの再構成が
困難となることを指摘した。この問題に対して、実設計では次の 2 つの設計方針が考えられる。 

1. ストリップ間にギャップを許容したパネリング曲面として設計する 
2. コストに配慮しながら𝑘の値を調整しモデルの精度を上げる 
アプローチ 1 では、与えられた C-strip モデルや連続対応する曲面の幾何情報を用いて、最適

解として得られた𝑘 -cylindrical strip モデルを構成するストリップをトリムすることでパネリン
グ曲面を設計する。このトリム操作によってストリップ間にギャップを生じる(図 5-10 や図 5-21)
が、ストリップ間に配置されるサッシュやシールによってこのギャップを吸収すればよい。この
とき、パネリング曲面に求められる諸性能(e.g., 水密性 [69]や意匠性)に応じて、重み係数の調整
によるギャップ量の制御が必要となる。アプローチ 2 では、𝑘の値を増加させることで近似精度
の高い𝑘 -cylindrical strip モデルを求める。本章で提案する方法は離散モデルに厳密に基づいた
方法であり、𝑘 = 1,2,3,…に従って対象曲面への収束が保証されているので、𝑘に対する操作は直
感的な解を与えてくれる。本方法がもつこの性質は実設計における効率的な設計作業の手助け
となろう。
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第6章 結言 

本論文では、建築工学における曲面のパネリング問題において柱面パネルを用いたパネリン
グ曲面に着目し、そこにパネルの繰返し製造とパネリング曲面の連続性に関する指標を導入し
た新たなパネリング法を提案した。このパネリング法は、与えられた滑らかな曲面から、ユーザ
ーが指定する種類数の柱面パネルのみで構成されるパネリング曲面で、一方の方向に𝐺1連続、
もう一方の方向に𝐺0連続なパネリング曲面を生成する。パネル種類に関する制約は、パネル製
造に型枠を要するガラスや GRC などの曲面パネルに対して型枠の繰返し利用による効率的な
パネル製造を可能とし、連続性に関する制約は従来手法と同等以上の連続性を有するパネリン
グ曲面の生成を可能とする。 

本論文が提案するパネリング法は、「1.Cylindrical strip モデルの生成」と「2.Cylindrical strip
モデルの分割・要素制限」の 2 つのステップで構成される。ステップ 1 では、与えられた曲面か
ら、その半離散モデルである cylindrical strip モデル(C-strip モデル)を求めるが、本論文では、
第 4 章において、この C-strip モデルについて述べた。C-strip モデルは、H.Pottmann 等によっ
て、一般形の developable strip モデルと併せて提案されたモデルであり、曲面の共役座標系の半
離散化によって得られるモデルである。本論文では、C-strip モデルを共役座標系との対応関係
の中に厳密に位置付けることにより、特別な共役座標系として柱面共役座標系を定義した。この
柱面共役座標系を起点として、半離散モデルおよび離散モデルをそれぞれ C-strip モデルおよび
cylindrical メッシュとして改めて定義した。与えられた曲面から C-strip モデルを求めるために
は、曲面上に柱面共役座標系を定めその有限個のアイソパラメータ曲線を求める必要があるが、
この問題に対して本論文では 2 つの方法 A・B を提案した。方法 A は、曲面上に任意に与えた
曲線から柱面共役座標系を定め、数値積分によりアイソパラメータ曲線を求める方法である。こ
の方法は、与える曲線が C-strip モデルの線織の流れに対応するため直感的で簡易な方法である
一方で、与えた曲線が特異点を含む共役座標系を定めた場合に、曲面の極めて限定的な部分のみ
被覆する C-strip モデルが得られるなど、その適用範囲には限界がある。方法 B は、C-strip モ
デルを求める代わりにその離散対応物である cylindrical メッシュを求める方法である。この方
法は与えられた曲面を任意に離散化して得られる三角形メッシュ上に柱面共役場を生成し、柱
面共役場に沿うメッシュの径数付けを求めることで cylindrical メッシュを求める方法である。
離散系における柱面共役条件を制約条件とする最適化問題によりメッシュ上の滑らかな柱面共
役場を求める。この方法は、特異点を含む柱面共役場も生成することが可能であり適用範囲が広
いが、自己共役性から生じる特異点の定義やその扱いに関して課題が残る。 

ステップ 2 では、ステップ 1 で求まる C-strip モデルを、限られた種類の部分柱面で構成され
る特殊な C-strip モデル(≔ 𝑘-cylindrical strip モデル)に変換する。ここでは、単一の柱面(または
独立した複数の柱面)を限られた種類の柱面パネルで𝐺1連続にパネリングする方法(第 3 章)を
cylindrical strip モデルに拡張した方法を用いる。本方法は、第 3 章の最適化問題に、線織の連
続性や交線の滑らかさなど C-strip モデル特有の幾何学的な関係を組み込んだ最適化問題による
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方法である。この最適化問題は、複数の評価関数(e.g., 線織の連続性、交線の滑らかさ、ストリ
ップ準線の近似精度)の線形結合で定められる関数を目的関数とする無制約最適化問題であり、
ユーザーは評価関数の重み径数の調整により得られるパネリング曲面を直感的に制御すること
ができる。パネリング曲面の要求性能が満たされるよう重み径数を調整すればよい。 

本論文が提案したパネリング法は、建築工学における自由曲面の設計に新たな可能性を与え
る。型枠の製造効率とパネリング曲面の連続性を両立する本方法は、曲面パネルを用いた滑らか
で美しい自由曲面を合理的なコストの範囲内で実現することを可能とする。これにより、これま
で具現化することが困難であった曲面ガラスや曲面 GRC パネルによる新たな自由曲面の実現
が期待される。また、本方法は、型枠の繰返し利用を可能とするとともに、柱面パネルの利用に
よって切削加工によらないパネル製造を可能とするため、任意の曲面パネルを用いる方法と比
較して、パネル製造過程で生じる材料ロスを大幅に削減することができる。本方法がもたらすパ
ネル製造における合理性は、持続可能な社会における曲面建築の設計において大きな役割を果
たすだろう。 

最後に、第 1 章〜第 5 章で述べた内容を要約して結論とする。 
第 1 章では、建築工学における曲面のパネリング問題の背景や目的について述べた。まず、曲

面のパネリング問題の背景として建築のスケールに関わる問題をあげ、曲面を建築形態として
実現するとき曲面のパネリングが必須となることについて述べた。曲面のパネリングでは、パネ
ル材料やその製造方法に応じて、要求される諸制約を満たすパネリング曲面を求める必要があ
り、自由曲面に対しては特に何らかの数理問題を解く必要があることを指摘した。さらに、本研
究で具体的に定めるパネリング条件とその目的について述べた。本研究では、与えられた曲面を
限られた種類の柱面パネルのみを用いてパネリングするとともに、隣接する柱面パネルが一方
の方向に𝐺1連続、もう一方の方向に𝐺0連続であるパネリング曲面を求めることを目的とした。
パネル種類に制約を設け型枠の繰返し利用による効率的なパネル製造を可能とすることで、特
にガラスや GRC の曲面パネルによる合理的なパネリングを可能とする方法の確立を目指した。 

第 2 章では、曲面のパネリング問題に関連する基本的な事項について整理した。まず、滑らか
な曲面を対象とする微分幾何学について整理し、基本形式や曲率など基本的な事項について整
理したのち、本研究で特に重要な役割を果たす曲面上の座標系と方向場について整理した。次に、
離散曲面を対象とする微分幾何学について整理し、ここでも同様に、基本的な幾何量について整
理したのち、本研究で特に重要な役割を果たすメッシュの径数付けやメッシュ上の方向場につ
いて整理した。最後に、建築工学におけるパネリング曲面について整理した。ここでは、パネリ
ング曲面を 2 つの指標(外形線・曲率)で分類しそれぞれの性質を整理した。まず、パネル外形線
の形状により、パネリング曲面を(A)三角形モデル(B)四角形モデル(C)任意多角形モデルの 3 モ
デルに分類した。3 モデルの中で基本的なモデルである(A)三角形モデルと(B)四角形モデルにつ
いて、それぞれの性質を整理・比較することで、(B)四角形モデルの工学的な優位性について述
べた。次に、パネルの曲率によりパネリング曲面を(a)平面モデル(b)単曲率モデル(c)複曲率モデ
ルの 3 モデルに分類した。ここでも 3 モデルの性質を整理・比較することで、それぞれのモデル
のメリット・デメリットについて述べた。最後に、(B)四角形モデルを前提としたパネリング曲
面に関して、(a)〜(c)のそれぞれのモデルごとに既往のパネリング方法を整理した。 

第 3 章では、本論文で提案するパネリング法のステップ 2 の基本となる、独立した柱面を対象
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としたパネリング法を提案した。本方法は、線織に沿った分割レイアウトを前提とし、対象とす
る柱面を限られた種類の柱面パネルのみを用いて𝐺1連続にパネリングする方法である。ここで
は、柱面のパネリング問題を準線の離散化問題として考え、求めるパネリング柱面の準線を、対
与えられた滑らかな柱面の準線の特殊な離散モデルとして考えた。この離散モデルは、平面曲線
の離散モデルの中で、限られた種類の部分曲線で𝐺1補間可能な離散モデルであり、本論文では
このモデルを𝑘 -離散モデルとして定義した。さらに、この𝑘 -離散モデルの中で補間曲線が arc 
spline 曲線となる離散モデルが、滑らかな曲線の曲率の離散化とそのクラスタリングにより得ら
れることを示し、この離散モデルがもつ補間曲線を特に𝑘-arc spline 曲線として定義するととも
に、その制御式を与えた。次に、与えられた柱面準線の𝑘-離散モデルの中で、準線を最良近似す
る離散モデルを求めるために、準線を𝑘-arc spline 曲線により近似する最適化問題を定式化した。
𝑘-arc spline 曲線の離散変数を与えられた準線の曲率の離散化とそのクラスタリングから定める
ことで、最適化問題を連続最適化問題として定式化した。単一の柱面を基本として定式化された
最適化問題およびその初期化手法を、独立した複数の柱面を対象とする問題に拡張し、実設計に
おける本パネリング法の適用範囲の広さを示した。また、複数の解析例を示し、本方法の近似精
度の高さや計算効率の高さを具体的に示した。 

第 4 章では、本論文で提案するパネリング法のステップ 1 にあたる、滑らかな曲面の半離散モ
デルとして C-strip モデルを求める方法を提案した。C-strip モデルは、滑らかな曲面の特定の共
役座標系の半離散化によって得られるモデルである。本章では、C-strip モデルを導く共役座標
系を特に柱面共役座標系として定義しその特徴付けを示すとともに、柱面共役座標系に対応す
る共役場の条件を導きその共役場を柱面共役場として定義した。与えられた曲面から C-strip モ
デルを求めるためには、曲面上に柱面共役座標系を定めその有限個のアイソパラメータ曲線を
求める必要があるが、この問題に対して本章では 2 つの方法 A・B を提案した。方法 A は、曲
面上に任意に与えた曲線から柱面共役座標系を定め、数値積分によりアイソパラメータ曲線を
求める方法である。この方法は、与える曲線が C-strip モデルの線織の流れに対応するため直感
的で簡易な方法である一方で、与えた曲線が特異点を含む共役座標系を定めた場合に、曲面の極
めて限定的な部分のみ被覆する C-strip モデルが得られるなど、その適用範囲には限界がある。
方法 A の適用範囲を広げるためには、大域的に矛盾のない柱面共役座標系を導く数値積分の境
界条件を明らかにすることが重要であろう。方法 B は、C-strip モデルに半離散 - 離散対応する
PQ メッシュを求める方法である。本章ではこの PQ メッシュを特に cylindrical メッシュとして
定義し、三角形メッシュ上の柱面共役場から cylindrical メッシュを求める方法を提案した。ここ
では、連続系における柱面共役条件から導かれた離散系における柱面共役条件を制約とする最
適化問題を定式化した。この最適化問題は、整数変数とバイナリ変数を含む混合整数計画問題で
あるが、貪欲法を用いた解法で最適解が得られることを数値解析例により示した。一方で、自己
共役性から生じる特異点に関して、一般の共役場の特異点とは異なる特別な扱いが必要である
ことについて指摘した。複数の座標系に対応する柱面共役場を大域的に矛盾なく扱うためには、
このような特異点に対する適切な処理が必要であり、方法 B の今後の大きな課題である。 

第 5 章では、本論文で提案するパネリング手法のステップ 2 にあたる、与えられた C-strip モ
デルを限られた種類の柱面パネルのみでパネリングする方法を提案した。このパネリング曲面
は、第 4 章で示した C-strip モデルに、第 3 章で示した𝑘-離散柱面モデルを組み込むことでモデ
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ル化され、𝑘-cylindrical strip モデルとして定義された。この𝑘-cylindrical strip モデルは、𝑘種類
の柱面を𝐺1連続に接続した柱面で構成される C-strip モデルであり、本研究が目的とするパネリ
ング条件(∗)を満たすパネリング曲面である。𝑘-離散柱面モデルを C-strip モデルに組み込むため
に、第 3 章で定義した𝑘-離散柱面モデルに対して、離散幅に関する制約を緩和した新たな定義を
導いた。与えられた C-strip モデルから、具体的に𝑘-cylindrical strip モデルを求める問題は、第
3 章と同様に、与えられた柱面の準線を𝑘-arc spline 曲線により近似する最適化問題として定式
化された。ここでは、独立した柱面を対象とした第 3 章とは異なり、隣接する柱面間に生じる幾
何学的な関係が最適化問題に組み込まれ、線織の連続性やストリップ間交線の滑らかさを考慮
した最適化問題が新たに定式化された。新たに定式化された最適化問題に対して、2 つの解析モ
デルを用いた数値解析例を示し、関連研究で示されている型枠数の目安𝑘 ≈ √𝑁と同等の条件下
で、近似精度の高い𝑘-cylindrical strip モデルが得られることを示した。さらに、目的関数を構成
する評価関数の重み係数に応じて、得られた最適解に 2 つのパターンが存在することを指摘し
た。両パターンは近似精度に関してトレードオフの関係(i.e., 面内方向の近似精度 vs. 面外方向
の近似精度)にあり、設計者は重み係数の調整によりパネリング曲面に要求される性能に応じた
柔軟な設計を行うことができる。また、対象とする曲面と𝑘の値によっては、得られた𝑘-cylindrical 
strip モデルからギャップのない厳密なモデルを構成できない可能性があることも指摘した。こ
こでは、この問題に対して 2 つの具体的な設計方針を示した。  
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