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本論文では，正標数のBogomolov-Sommese消滅定理とDu Val del Pezzo曲面の病理を考察する．

1. 正標数の Bogomolov-Sommese消滅定理について
Bogomolov-Sommese消滅定理は，Bogomolov [1]により提唱された標数 0の代数多様体の微分形

式に関する消滅定理である．
定理 1.1 (Bogomolov-Sommese消滅定理 [5, Corollary 1.3]). pX,Bqを標数 0の代数閉体上定義さ
れた対数的標準射影対，DをX 上の Z-因子とする．もしDの飯高次元 κpX,Dqが κpX,Dq ą iを
満たせば，

H0pX, pΩ
ris
X plog tBuq b OXp´Dqq˚˚q “ 0

が成立する．
飯高次元とは，因子の正値性の大きさを測る不変量であり，代数多様体の分類において不可欠で

ある．また，p´q˚˚ は二重双対，Ω
ris
X plog tBuqは対 pX, tBuqの i次反射的微分形式のなす層を表す．

対数的標準対とは，極小モデルプログラムの中で登場する特異点のクラスであり，消滅定理をこのよ
うな特異点を許した対に拡張することは応用上有用である．
定理 1.1は，i次反射的微分形式層 Ω

ris
X plog tBuqは，飯高次元が iより大きい階数 1の反射的層を

部分層として含まないと言い換えることができる．
「微分形式の拡張定理 ([7, Theorem 1.5])」とは，標数 0の対数的標準対の反射的微分形式層の切

断が，対数的特異点解消の微分形式層の切断に持ち上がること主張する重要な定理である．n次元対
数的Calabi-Yau対に定理 1.1を適用することで，pn` 1q次元の微分形式の拡張定理が得られること，
及び，n次元の微分形式の拡張定理から，pn`1q次元のBogomolov-Sommese消滅定理が成立するこ
とが知られている ([6, Section 9]を参照)．このため，対数的Calabi-Yau対上のBogomolov-Sommese
消滅定理は，微分形式の拡張定理の証明の中で大切な役割を担っている．
また dim X “ 2かつ ´KX が巨大であるとき，定理 1.1から接層の第 2コホモロジーの消滅を示

すことができ，このようなX が局所-大域障害を持たないことがわかる．
この論文の Chapter 3,4では正標数の Bogomolov-Sommese消滅定理を考察する．これ以降特に

断りがない限り，代数多様体は標数 p ą 0の代数閉体 k上定義されているとする．

1.1. 正標数対数的標準曲面対上のBogomolov-Sommese消滅定理. 本論文の Chapter 3では，正
標数の対数的標準曲面対上の Bogomolov-Sommese 消滅定理を考察する．一般に正標数において，
Bogomolov-Sommese消滅定理は標準因子が巨大な曲面上で成立しないことが知られている．例えば，
Raynaud曲面 [17]の第 1次微分形式層は豊富な因子を含むことがすぐにわかる．さらに，Langer
[14, Section 8]は任意の素数 pに対し，標数 pの代数閉体上定義された滑らかな有理曲面 Sとその上
の正規単純交差な被約因子 F からなる対 pS, F qで，Bogomolov-Sommese消滅定理が成立しないも
のが存在することを明らかにした．すなわち，Bogomolov-Sommese消滅定理は滑らかな有理曲面上
でも成立しない．一方で本論文では，上記の例において標数が大きい場合，対数的標準因子KS ` F
が巨大であることに注目する．従ってある程度標数が大きければ，対数的標準因子が巨大でない対
数的標準曲面対上で Bogomolov-Sommese消滅定理が成立するかという問いが生じる．Chapter 3で
は，この問いを肯定的に解決する．
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定理 1.2. ある正整数 p0 P Zą0があり，次が成立する．pX,Bqを標数 p ą p0の代数閉体上定義され
た対数的標準射影曲面対で，κpX,KX ` tBuq ‰ 2とする．このとき，κpX,Dq ą iなる全ての Z-因
子Dに対して，

H0pX, pΩ
ris
X plog tBuq b OXp´Dqq˚˚q “ 0

が成立する．また，κpX,KX ` tBuq “ ´8 (resp. κpX,KX ` tBuq “ 1)なら，最適な下限として
p0 “ 5 (resp. p0 “ 3)とできる．
定理 1.2を用い障害空間の消滅を示すことで，対数的射影曲面の持ち上げ可能性に関する結果を

得る．
定理 1.3. ある正整数 p0 P Zą0があり，次が成立する．X を標数 p ą p0の代数閉体 k上定義された
正規射影曲面，Bをその上の被約な Z-因子，f : Y ÝÑ X を pX,Bqの対数的特異点解消とする．さ
らに，次のいずれかを仮定する．

(1) κpX,KX ` Bq “ ´8.
(2) KX ` B ” 0かつ B ‰ 0.
(3) κpX,KX ` Bq “ 0.

このとき，pY, f´1
˚ B ` ExcpfqqはWitt環W pkqに持ち上がる．また，(1)か (2)が成立する場合は，

最適な下限として p0 “ 5とできる．
小平次元が非正な滑らかな射影曲面は標数 5以上で，W pkqに持ち上がることが知られているが

(例えば [11, Proposition 2.6]，[15, Section 11]，[16, Proposition 11.1] などを参照)，定理 1.3はこ
の対数版と見なすことができる．
定理 1.2, 1.3の応用として，標準因子が巨大でない正規射影曲面上の小平型消滅定理を得る．

定理 1.4. ある正整数 p0 P Zą0があり，次が成立する．X を標数 p ą p0の代数閉体上定義された正
規射影曲面，Dをネフかつ巨大な Z-因子とする．次のいずれかが成立するとする．

(1) κpX,KXq ď 0.
(2) κpX,KXq “ 1かつX は高々対数的標準特異点のみを持つ.

このとき，全ての i ą 0に対しHipX,OXpKX `Dqq “ 0 が成立する．また，κpX,KXq “ ´8であ
る (resp. (2)が成立する)とき，最適な下限として p0 “ 5 (resp. p0 “ 3)とできる．
1.2. 3次元大域的 F 正則多様体上のBogomolov-Sommese消滅定理. Chapter 4では，Chapter 3
の高次元化を試みる．定理 1.2の証明は，局所的な対数的標準曲面対の分類や，高々川又対数的特異
点のみを持つ Picard数 1の del Pezzo曲面の分類を使うため，高次元では機能しない．一方で，筆
者は [12, Theorem 1.1]の中で，定理 1.1において，X を標数 p ą 0の代数閉体上定義された滑らか
な 3次元 Fano多様体，B “ 0，i “ 1とすると，同様の主張が成り立つことを証明した．この節で
は Fano型の多様体に焦点を当て，弱い形の Bogomolov-Sommese消滅定理が，Fano型の Frobenius
分裂多様体の特殊なクラスである，大域的 F 正則多様体上で成立することを証明する．
定理 1.5. X を標数 p ą 3の代数閉体上定義された滑らかな 3次元大域的 F 正則射影多様体とする．
このとき κpX,Dq ą 1なる全ての Z-因子Dに対し，

H0pX,ΩX b OXp´Dqq “ 0

が成立する．また，p ą 7では κpX,Dq ą 0なる Z-因子Dで同様の消滅が成立する．
定理 1.5の証明では，Dをネフかつ巨大な場合に帰着させるため，極小モデルプログラムを使う．

p ą 3という仮定は，この極小モデルプログラムのためのみに必要である ([8]を参照)．
定理 1.6. X を標数 p ą 0の代数閉体上定義された大域的 F 正則射影多様体，B を X 上の被約な
Z-因子とする．また，dim X ě 2，pX,Bqの対数的滑らかな領域の補集合が余次元 3以上であると
する．このとき，ネフかつ巨大な全ての Q-Cartier Z-因子Dに対し，

H0pX, pΩ
r1s

X plog tBuq b OXp´Dqq˚˚q “ 0

が成立する．
X が滑らかな場合は，Cartier同型と Frobenius分裂性から定理 1.6は証明される．一般に，滑ら

かな多様体から極小モデルプログラムを始めても，その出力は滑らかであるとは限らない．そのた
め，定理 1.6では特異点を持った多様体を扱う必要がある．X の大域的 F 正則性は，特異点を処理
するために用いられる．
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2. 正標数のDu Val del Pezzo曲面の病理
Chapter 5では，正標数の Du Val del Pezzo曲面の病理について研究する．これは長岡大氏との

共同研究である．定理 1.3, 1.4から，κpX,KXq “ ´8なる曲面X で，小平型の消滅定理や定理 1.3
のような持ち上げ可能性を満たさないものがあることがわかる．Chapter 5では，高々Du Val特異
点のみを持つ del Pezzo曲面に焦点を当て，それらの病理的現象を調べる．

Du Val del Pezzo曲面の Dynkin型とは，その曲面の特異点の Dynkin図形を表す．例えば，Du
Val del Pezzo曲面 X が 3つの A1 特異点と 1つの D4 特異点のみを持つとき，X の Dynkin型は，
3A1 `D4であると言い，DynpXq “ 3A1 `D4やX “ Xp3A1 `D4qなどと表す．また，定理 1.3の
ような持ち上げ可能性を対数的持ち上げ可能性と呼ぶ．
定義 2.1. Xを正標数の代数閉体 k上定義された正規射影曲面とする．ある対数的特異点解消 f : Y ÝÑ

X が存在し，pY,ExcpfqqがW pkqに持ち上がるとき，X は対数的持ち上げ可能という．
Chapter 5では，以下の病理的条件を研究する．

定義 2.2. 標数 p ą 0の代数閉体上定義された Du Val del Pezzo曲面X に対し，病理的条件を次の
ように名付ける．

‚ (ND) 複素数体上定義された Du Val del Pezzo曲面であり，X と同じ Dynkin図形，Picard
数を持つものが存在しない．

‚ (NB) 反標準線形系 | ´ KX |の全ての元が特異点を持つ．
‚ (NK) ある豊富な Z-因子 Aが存在し，H1pX,OXpKX ` Aqq ‰ 0を満たす.
‚ (NL) X が対数的持ち上げ可能でない．

例えば，Keel-McKernan [13, end of Section 9]は，7つのA1特異点を持つ標数 p “ 2のPicard数
1のDu Val del Pezzo曲面Xp7A1qを構成したが，これは (ND)を満たすことがわかる ([4, Theorem
2, Table (II)]を参照)．また，Cascini-Tanakaは [2, Proposition 4.3 (iii)]と [3, Theorem 4.2(6)]の
中で，Xp7A1qは (NB)と (NK)も満たすことを明らかにした．Xp7A1qの反標準線形系は自由であ
るため，この曲面は正標数の Bertiniの定理の反例である．加えて上記の Cascini-Tanakaの結果に
より，Xp7A1qは (NL)を満たさないことも容易にわかる．

Chapter 5では，まず次の定理を示す．
定理 2.3. (NK) ñ (NL) 及び (ND) ñ (NL) ñ (NB)が成立する．
次に，定義 2.2の条件の中で最も弱い (NB)を調べる．これには，Ito [9],[10]による有理的準楕円

ファイブレーションの分類を用いる．
定理 2.4. X を標数 p ą 0の代数閉体上定義されたDu Val del Pezzo曲面であって，(NB)を満たす
とする．このとき，以下が成立する．

(0) K2
X ď 2かつ p “ 2, 3.

(1) K2
X “ 1 かつ p “ 2 (resp. p “ 3) のとき, X の Dynkin 型は E8, D8, A1 ` E7, 2D4,

2A1 ` D6, 4A1 ` D4, 8A1 (resp. E8, A2 ` E6, 4A2)のいずれかである. 特に，X の Picard
数は 1である．

(2) K2
X “ 2のとき，p “ 2となり，XのDynkin型はE7, A1`D6, 3A1`D4, 7A1のいずれかであ
る.　特に，XのPicard数は 1である．加えて，反標準線形系に付随する射φ|´KX | : X ÝÑ P2

k

は純非分離となる．
(3) Dynkin型が 2D4, 4A1 `D4, 8A1のいずれかである場合を除いて，X は同型類を除いて一意
である.

まとめると，表 1を得る．
定理 2.3, 2.4を元に，(ND),(NK),(NL)を満たす Du Val del Pezzo曲面を決定する．

定理 2.5. X を標数 p ą 0の代数閉体上定義された Du Val del Pezzo曲面とする. このとき以下が
成立する．

(1) X が (NL)を満たすことと，pp,DynpXqq “ p3, 4A2q, p2, 4A1 ` D4q, p2, 8A1q, p2, 7A1qとな
ることは同値．

(2) X が (ND)を満たすことと，pp,DynpXqq “ p2, 4A1 ` D4q, p2, 8A1q, p2, 7A1qとなることは
同値.
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表 1

次数 K2
X “ 1

Dynkin型 E8 A2 ` E6 4A2 D8 A1 ` E7

標数 p “ 2, 3 p “ 3 p “ 2
同型類の個数 1 1 1 1 1

K2
X “ 1 K2

X “ 2
2D4 2A1 ` D6 4A1 ` D4 8A1 E7 A1 ` D6 3A1 ` D4 7A1

p “ 2 p “ 2
8 1 8 8 1 1 1 1

(3) X が (NK)を満たすことと， pp,DynpXqq “ p2, 8A1q, p2, 7A1qとなることは同値.

最後に，Frobenius分裂な Du Val del Pezzo曲面は，定義 2.2のどの条件も満たさないことがわ
かる．
定理 2.6. X を標数 p ą 0の代数閉体上定義された Du Val del Pezzo曲面とする. さらに，X が
Frobenius分裂であると仮定する．このとき，| ´ KX |の一般元は滑らかである．さらに，p “ 2で
あれば，| ´ KX |の一般元は通常楕円曲線である．
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