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序文
本紙は，博士論文 “On functoriality and spatial refinements of Khovanov homology and its variants”

(和訳：Khovanovホモロジーとその変種の関手性および空間的精密化について) の要約である．論文は二つの
章からなり，第一章の内容は論文 “Fixing the functoriality of Khovanov homology: A simple approach”

として，2022年 1月 22日に Journal of Knot Theory and Its Ramifications から出版されている [1]．第二
章の内容も論文として投稿済みであり，現在は査読中である．プレプリントは [2] にある．

背景
本論文の主題は Khovanov ホモロジー理論 とその 空間的精密化 である．図 1 に Khovanov ホモロジー理
論の発展と本論文究の位置付けを示す．

図 1 Khovanov ホモロジー理論の発展と当研究の位置づけ

(1) Jones 多項式は 1984年に Jones [3]が発見した結び目（絡み目）の不変量である．2000年に Khovanov

[4] は Jones 多項式の圏論化である (2) Khovanov ホモロジー を構成した．「圏論化」とは，「集合の間の写
像」として定義された不変量を「圏の間の関手」として再定式化する数学的指針のことであり，Khovanov ホ
モロジーはその二重次数付きオイラー標数を取ることで Jones 多項式が復元されるという意味で圏論化を与
える．Khovanov ホモロジーは Jones 多項式よりも不変量として真に強く，特に Jones 多項式に対しては未
解決な「結び目の自明性の判定」ができることも知られている [5, 6]．
2014年，Lipshitz-Sarkar [7] は Khovanov ホモロジーの空間的精密化である (3) Khovanov ホモトピー型
を構成した．Khovanov ホモトピー型は CW-スペクトラムで，その被約コホモロジーが Khovanov ホモロ
ジーを復元するもので，不変量として Khovanov ホモロジーよりも真に強い [8, 9]．Khovanov ホモロジーは
Jones 多項式の代数的な圏論化，Khovanov ホモトピー型は空間的（ホモトピー論的）な圏論化と言える．
Khovanov ホモロジーにはいくつかの変種がある．(4) Bar-Natan ホモロジー はその一つであり，それを
用いて整数値の結び目不変量である (5) Rasmussen 不変量 s を取り出すことができる [10, 11, 12]．s は
Milnor 予想の別証明を与えたり [13]，Conway 結び目の非スライス性の判定に用いられる [14]など，従来の
不変量ではアプローチが難しかった低次元トポロジーの難問への解決を与える重要な不変量である．以上 (1)

- (5) を踏まえると，次の問いが自然に浮かぶ：
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問 1. Khovanov ホモロジーの変種 についても空間的精密化は構成できるか？

問 2. 変種のホモトピー型を用いて s-不変量も空間的に精密化 できるか？

本論文はこれらの問いを中心に添え，二つの章を通してその解決に臨む．

1 Khovanov ホモロジーの関手性について
Khovanov ホモロジーおよびその変種は，結び目（絡み目）のコボルディズムに関して関手的に振る舞うが，
そこには 符号の不定性 がある [15]．すなわち，二つの絡み目 L,L′ とその間の曲面 S に対して，Khovanov

ホモロジー間の写像
HKh(S) : HKh(L) → HKh(L

′)

が誘導されるが，曲面のアイソトピーに関して符号が一定でない．昨年，Lipshitz-Lawson-Sarkar [16] は
Khovanov ホモトピー型に対して空間レベルでも関手性が成り立つことを示したが，やはり符号の不定性があ
る．符号の不定性の解消については多くの先行研究があるが，いずれもオリジナルのホモロジー理論を概念
的・代数的に拡張する必要がある ( [17, 18, 19] など)．本論文の第一章では，従来の構成のまま 符号の不定
性が解消できることを示す．この方法は空間レベルにおいてもそのまま適応可能なものである．
まず Khovanov ホモロジーおよびその変種は，Bar-Natan 関手

BN : Cob4(∅) → Kob(∅),

を用いて統一的に記述できる [20]．Khovanov ホモロジー関手 HKh は，Frobenius 代数 A = Z[X]/(X2) か
ら定まる TQFT F とホモロジー関手 H を用いて，HKh = H ◦ F ◦ BN と書ける．他の変種も Frobenius

代数を Ah,t = Z[X]/(X2 − hX − t) と置き換えれば同様に得られる．従って関手 BN に対して符号の不定
性が解消できれば，全ての変種に対して一様に不定性が解消できる．実際，

定理 1.1. Bar-Natan 関手 BN はコボルディズム写像の符号を適切に調整することで，アイソトピーに関し
て（符号の不定性なく）不変にできる．従って Khovanov ホモロジーおよびその変種も同様にアイソトピー
不変にできる．

この定理の証明の鍵となるのは， 標準ホモロジー類 (canonical classes) のコボルディズムに関する振る
舞いである．これを記述するためには Khovanov ホモロジーではなく，その変種である Bar-Natan ホモ
ロジーに注目する必要がある．Bar-Natan ホモロジー関手 HBN は，上記の構成の元で Frobenius 代数
A1,0 = Z[X]/(X2 −X) によって与えられる（HBN = H ◦ F1,0 ◦ BN）．結び目 K に対して標準ホモロジー
類 α(K), β(K) が存在し，Bar-Natan ホモロジーはそれを基底として

HBN (K) ∼= Zα(K)⊕ Zβ(K) (1.1)

と書ける．（ℓ-成分絡み目 L の場合は 2ℓ 個の標準ホモロジー類 α(L, o) が存在し，HBN (L) の基底となる．）
著者は過去の論文 [21] において，標準ホモロジー類のコボルディズムに関する振る舞いを詳しく調べた．
特に α(K), β(K) の符号の変化の積は，結び目の図式から定まる量を用いて具体的に記述できることを示し
た．その記述を用いれば，片方の α(K) の符号が不変となるように写像の符号を調整することができる．こ
の調整は関手 BN に対しても行えるので，こうして一様に不定性が解消されるのである．
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2 Bar-Natan ホモロジーの空間的精密化について
Lipshitz-Sarkar は Cohen-Jones-Segal [22] により提唱された「フロー圏を用いた Floer ホモトピー型の
構成方法」に従って Khovanov ホモトピー型を構成した．より正確には，結び目の図式 D に対して CW-ス
ペクトラム XKh(D) を構成し，(i) その被約胞体複体が Khovanov 複体を与えること，(ii) その安定ホモト
ピー型が Reidemeister 変形に関して不変であることを示した．この構成を他の変種に対しても適用するため
に Frobenius 代数を A0,0 = Z[X]/(X2) から Ah,t = Z[X]/(X2 − hX − t) に置き換えると，生成系の間の
関係が複雑になり元の議論が通らなくなる．このため 問 1 は未解決であった [23, Question 9]．
さて，前節で Bar-Natan ホモロジーは 標準ホモロジー類 を用いて具体的に記述できることを述べた．そ
の証明には，Frobenius 代数 A1,0 の (Z上の) 基底として {1, X} の代わりに {X, Y = X − 1} を取ること
で A1,0 の演算（積と余積）が対角化されることを用いる．本論文の第二章のアイディアは，この議論を空間
レベルで行うことで Bar-Natan ホモロジーの空間的精密化を構成することである．

図 2 Bar-Natan スペクトラム構成の手順

構成の概略は図 2に示す通り，(i) Bar-Natan複体 CBN の XY -basedな生成系を取り，(ii) Cohen-Jones-
Segal 構成を用いてフロー圏に持ち上げ，(iii) そのフロー圏に対して「ハンドルスライド」を行い 1X-based

な生成系を復元する．こうして得られた CW-スペクトラム XBN に対して，次が成り立つ：

定理 2.1. 絡み目の図式 D に対して，CW-スペクトラム XBN (D) の被約コチェイン複体は Bar-Natan 複体
CBN (D) を与える．特に XBN (D) のセルの集合は CBN (D) の標準的な生成系と一対一に対応する．

定理 2.2. 結び目図式 D に対して，XBN (D) は二つの標準セル σα(D), σβ(D) を用いて，
XBN (D) ≃ σα(D) ∨ σβ(D) (2.1)

と表せる．特に XBN (D) の安定ホモトピー型は結び目の不変量である．（D が ℓ-成分絡み目図式の場合
XBN (D) は 2ℓ 個の標準セルのウェッジ和となり，同様の主張が成り立つ．）

ここで (2.1) の両辺に被約コホモロジー関手 H̃ を適用すれば直ちに Bar-Natan ホモロジーの構造定理
(1.1) が復元される．こうして Bar-Natan ホモロジーの空間的精密化は得られたが，(2.1) は XBN 自体から
は結び目（絡み目）に対する新しい情報は何も得られないことも示している．このことは代数レベルでも同様
であり， Bar-Natan ホモロジーから s-不変量などの情報を取り出すには 量子フィルトレーション が必要と
なる．本研究の今後の課題は，量子フィルトレーションを空間レベルにも持ち上げる ことである：

予想 1. XBN はフィルター付き CW-スペクトラムとホモトピー同値であり，定理 2.1 の対応の元で CBN の
量子フィルトレーションの持ち上げとなっている．
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XBN にフィルトレーションを定める上で障碍となるものは何か．複体レベルでの定義と同様に XBN の各
セルに対して量子次数を割り当てることはできるが，ハンドルスライドの影響で量子次数を増加させるような
セルの貼り合わせが多く生じてしまい，これがフィルトレーションの導入を阻むのである．現在，部分的には
次のことが分かっている：

命題 2.3. XBN はある変形（ホモトピー同値写像）によって，定理 2.1 の関係を保ったまま，次元の差が 1

のセルの間では量子次数を増加させるような貼り合わせが存在しないようにできる．

予想 1 を肯定的に解決するには，この障碍を全ての次元のセル間で解消することが必要となる．最後に，
問 2 に対する答えの可能性として，予想 1 が正しければ s-不変量の コホモトピー的精密化 も得られること
を述べる．まず結び目 K に対して s(K) は標準ホモロジー類 α(K) を用いて，

s(K) = grq(α(K)) + 1

と定義される．ただし grq は Q-上の Bar-Natan ホモロジー HBN (K;Q) に誘導される量子次数である．も
し 予想 1 が正しければ，XBN の安定コホモトピー群 π∗(XBN ) にも量子次数が誘導され，標準セルに対応す
る 標準コホモトピー類 pα(K) を用いて，

s̄(K) = grq(pα(K)) + 1

と定義できる．代数レベルの議論を辿ることで，s̄ は s が持つ重要な性質を満たすことが示せる：

命題 2.4. 予想 1 が成り立つと仮定して，s̄(K) は次の性質を満たす：

1. s̄ は結び目コンコーダンスに関して不変である．
2. |s̄(K)| ≤ 2g4(K).

3. K が正の結び目の場合，s̄(K) = 2g(K) = 2g4(K).

ここで g(K), g4(K) はそれぞれ K の種数，スライス種数である．

特に性質 3. から Milnor 予想の再証明が得られる．ここで s̄(K) の定義をさらに一般化して，一般コホモ
ロジー理論 h∗ を与えるごとに不変量 s(K;h∗) を定義することもできる（特に h∗ = H̃(−;Q) の場合が従来
の s となる）．この拡張によって，s よりも良いスライス種数の評価が得られたり，s では捉えられなかった
結び目の非スライス性を判定できる可能性も期待できる．
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