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L2(RN) 上の非負 Schrödinger作用素 H := −∆+ V は, 量子力学や燃焼理論等, 数理物理学の様々
の分野で用いられ, その熱半群に関しては Simon によって 1981 年に先駆的研究 [9] が為された. 現
在までに Schrödinger熱半群の数多の研究が行われ, 特にポテンシャル V が Lp (但し, N ≥ 2のとき
p > N/2, N = 1のとき p > 1)に属する場合が注目されてきた. Schrödinger熱半群 e−tH の挙動には
作用素H の臨界性が関連しており, ポテンシャル V 及びH の調和関数の挙動に伴って, 劣臨界, 正臨界,

零臨界, 優臨界と呼ばれる 4つの状況に分類される ([8]を参照).

Schrödinger作用素のポテンシャルの典型例の一つに, 逆二次ポテンシャル

V (r) ∼ λ1r
−2 as r → +0, V (r) ∼ λ2r

−2 as r → +∞,

がある. 但し λ1, λ2 ∈ R. 逆二次ポテンシャルの挙動は Schrödinger熱半群に対する古典的理論の適用
範囲外にあるが, 半線形放物型方程式等の非線形偏微分方程式の線形化解析に度々用いられ, その数学的
重要性から注目すべき研究対象の一つと言える. Schrödinger作用素の非負性はその熱半群の挙動を理
解する上で重要であり, 逆二次ポテンシャルの場合には, 係数 λ1, λ2 に関して少なくとも λ1, λ2 ≥ λ∗

(但し, λ∗ := −(N − 2)2/4) を要求する. また定数 |λ∗| は RN 上の Hardy 不等式の最良定数であり,

Hardyポテンシャル λ|x|−2 付き熱方程式の解の存在については, ある種の臨界現象が知られている. 具
体的には, Cauchy問題

∂tu−∆u+ λ|x|−2u = 0, x ∈ RN , t > 0,

には, λ < λ∗ の場合に正値時間局所解は存在せず, 対照的に, λ ≥ λ∗ の場合には L2(RN)の初期値に対
して時間大域解が存在する ([1]を参照).

球対称かつ有界な逆二次ポテンシャル V を持つ熱方程式に対して, 解の長時間挙動の研究が Ishige,

Kabeya らにより 2008年から始められ, 劣臨界の作用素 H = −∆+ V を対象に, 指数減衰する初期値
ϕに対する e−tHϕの長時間挙動が詳細に記述された. この漸近解析の結果より, 最大点集合や臨界点集合
の挙動など, e−tHϕの形状に関する幾何的性質の研究が可能となった. 両氏の一連の研究結果は Ishige,

Mukai [5] によって統合され, 球対称逆二次ポテンシャル V に対して, 作用素H = −∆+ V が劣臨界
及び零臨界の場合にまで e−tHϕ の高次漸近展開の理論は発展している. これらの研究において, H の調
和関数及びその導関数の挙動解析は不可欠であり, ∇αe−tHϕの減衰評価も重要な役割を担っている.

一般に∇αe−tHϕに対する最適減衰評価は精密な手法を必要とし, 今もなお一般理論の構築は不十分で
ある. ポテンシャル V が恒等的に零のとき, 即ち, 作用素 H = −∆ に対しては減衰評価

∥∇αet∆ϕ∥Lq(RN ) ≤ Ct−
N
2 (

1
p−

1
q )−

α
2 ∥ϕ∥Lp(RN ), t > 0, (1)

が成り立つ (但し, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, α = 0, 1, 2, . . .). 一方, RN の半空間や外部領域におけるDirichlet

熱半群に対しては必ずしも (1) は成り立たない ([2], [4] を参照). このことより, 減衰評価 (1) は非負
Schrödinger熱半群 e−tH に対しても必ずしも成り立たないと連想される.

この論文では, 球対称な逆二次ポテンシャル付き非負 Schrödinger作用素H に対して, Lorentz空間
上で熱半群 e−tH の最適減衰評価を考察する. 本研究の結果から∇αe−tHϕの挙動と作用素H の調和関
数の関連性が分かり, ∇αe−tHϕの最適減衰が決定される仕組みが明確になる.
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本論文で用いる記号と仮定を述べる. SN−1上の Laplace-Beltrami作用素を ∆SN−1 で表し, {ωk}∞k=0

を固有値問題
−∆SN−1Q = ωQ on SN−1, Q ∈ L2(SN−1),

の固有値とする. また {Qk,i}dk

i=1 を固有値 ωk に対応する固有空間の正規直交系, dk をその次元とする.

ポテンシャル V に以下を仮定する: ある m = 1, 2, . . .に対して,

(i) V = V (|x|) in RN \ {0} and V ∈ Cm((0,∞));

(ii) V (r) = λ1r
−2 +O(r−2+ρ1) as r → +0,

V (r) = λ2r
−2 +O(r−2−ρ2) as r → ∞,

for some λ1, λ2 ∈ [λ∗,∞) with λ∗ := −(N − 2)2/4 and ρ1, ρ2 > 0;

(iii) sup
r>0

∣∣∣∣ rℓ+2 dℓ

drℓ
V (r)

∣∣∣∣ < ∞ for ℓ ∈ {1, . . . ,m}.

(Vm)

さらに作用素 H := −∆+ V は非負とする. 即ち,∫
RN

[
|∇ϕ|2 + V (|x|)ϕ2

]
dx ≥ 0, ϕ ∈ C∞

c (RN \ {0}), (N)

を仮定する. 条件 (N)は, 常微分方程式
d2

dr2
hk +

N − 1

r

d

dr
hk − Vk(r)hk = 0 in (0,∞),

hk(r) = r
A+

λ1+ωk (1 + o(1)) as r → +0,

が各 k ∈ {0, 1, 2, . . . }に対して一意正値解 hk を持つことと必要十分である. 但し, Vk(r) := V (r) +

ωkr
−2, A+

λ1+ωk
:=

−(N−2)+
√

(N−2)2+4(λ1+ωk)

2
. このとき各 k ∈ {0, 1, 2, . . . }及び i ∈ {1, 2, . . . , dk}に

対して, Jk,i(x) := hk(|x|)Qk,i(x/|x|)は H の調和関数である. 即ち, HJk,i = 0 in RN \ {0}を満た
す. 特に h0 をH の正値調和関数という. 次に非負作用素H の臨界性の定義を与える. H が劣臨界であ
るとは, 任意のW ∈ Cc(R

N)に対して, H − ϵW も非負であることをいう (但し, ϵは十分小さいとす
る). 一方, H が劣臨界ではないとき, H は臨界であるという. 臨界な場合には更に, h0 ∈ L2(RN)なら
ばH は正臨界といい, h0 ̸∈ L2(RN)ならばH は零臨界であるという. 本論文では非負作用素H の臨界
性に関して

(i) H は劣臨界 又は (ii) H は臨界 かつ λ2 > λ∗ + 1 (N’)

を仮定する. 作用素H が臨界のとき, 付随する基本解が零臨界では t → ∞で減衰する一方で, 正臨界で
は必ずしも減衰しないことが知られている. 条件 (Vm)の下では, 作用素H が臨界かつ λ2 = λ∗ + 1の
場合というのは特に正臨界と零臨界の境目であり, その解析の難しさから本研究では扱わない. 最後に,

非負 Schrödinger熱半群 e−tH に対して, Lorentz空間 Lp,σ から Lq,θ への ∇αe−tH の作用素ノルムを
以下で定義する:

∥∇αe−tH∥(Lp,σ→Lq,θ) := sup
{∥∥∇αe−tHϕ

∥∥
Lq,θ(RN )

: ϕ ∈ L∞
c (RN ) with ∥ϕ∥Lp,σ(RN ) = 1

}
.

ここで L∞
c (RN) := {f ∈ L∞(RN) : f has a compact support in RN}. また Lorentz空間の指数

(p, q, σ, θ)は集合 Λの元とする:

Λ :=

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, σ, θ ∈ [1,∞] :

σ = 1 if p = 1, σ = ∞ if p = ∞
θ = 1 if q = 1, θ = ∞ if q = ∞
σ ≤ θ if p = q

 .
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本論文の主結果を述べる. 最初の定理は α = 0, 1, 2に対する ∥∇αe−tH∥(Lp,σ→Lq,θ) の最適減衰評価で
ある.

定理 1. 条件 (V1) 及び (N’) を仮定する. (p, q, σ, θ) ∈ Λ, α ∈ {0, 1, 2} とする. このとき定数
C > 0 が存在して

C−1Φα(t) ≤ ∥∇αe−tH∥(Lp,σ→Lq,θ) ≤ CΦα(t) for t > 0

が成り立つ. ここで

Φα(t) :=



t−
N
2 Γp′,σ′(t)Γq,θ(t), if α = 0,

t−
N
2 Γp′,σ′(t)

[
∥∇h0∥Lq,θ(B(0,

√
t))

h0(
√
t)

+ t
N
2q−

1
2

]
, if α = 1,

t−
N
2 Γp′,σ′(t)

×

[
∥∇2h0∥Lq,θ(B(0,

√
t))

h0(
√
t)

+

N∑
i=1

∥∇2J1,i∥Lq,θ(B(0,
√
t))

h1(
√
t)

+ t
N
2q−1

]
, if α = 2.

但し,

Γp,σ(t) :=
∥h0∥Lp,σ(B(0,

√
t))

h0(
√
t)

if h ∈ Lp,σ(B(0, 1)), Γp,σ(t) := ∞ if h ̸∈ Lp,σ(B(0, 1)).

定理 1は作用素H の調和関数が ∥∇αe−tH∥(Lp,σ→Lq,θ) の最適減衰を決定する仕組みを明示している. さ
らに下方減衰評価は, 正値調和関数の非可積分性に対応して, Γp,σ が非有界であるような指数の Lorentz

空間では熱半群自体が定義されないことを示している.

次の定理は Laplace作用素の特徴付けを与える.

定理 2. 条件 (V∞) 及び (N’)を仮定する. (p, q, σ, θ) ∈ Λ とする. 任意の α ∈ {0, 1, 2, . . . }に対し
て, 定数 C > 0が存在して

∥∇αe−tH∥(Lp,σ→Lq,θ) ≤ Ct−
N
2 ( 1

p−
1
q )−α

2 for t > 0

が成り立つと仮定する. このとき V はRN において恒等的に零, 即ち H = −∆ である.

定理 2の主張と (1)を比較すると, 逆二次ポテンシャル付き Schrödinger熱半群 e−tH に対しては, e−t∆

と同じ減衰評価は期待できないと分かる.

証明では, 球面調和関数を用いた Fourier級数展開の ϕ ∈ L∞
c (RN)への適用により, RN \ {0}の任

意のコンパクト部分集合 K に対して

[e−tHϕ](x) =
∞∑
k=0

dk∑
i=1

[e−tHkϕk,i](|x|)Qk,i

(
x

|x|

)
in C2(K)

の表示を得る. 但し, Hk := −∆+ Vk, {ϕk,i}k,i はある球対称関数族. 放物錐内部における上方減衰評
価は, 優解構成による e−tHkϕk,i の一様評価及び e−tHkϕk,i の球対称性を利用したある表示公式の導出に
よって示す. 放物錐外部での上方減衰評価では, H に付随する基本解の上方 Gauss型評価及び放物型正
則性定理を用いる. 下方減衰評価では, ある A2-weight付き放物型方程式の基本解に対する下方 Gauss

型評価を利用する.
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