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アファイン Deligne-Lusztig多様体は Rapoport [7]によって導入された. これは志村多様体,より直

接的には Rapoport-Zink空間と密接に結びついており,この関係性を通じて数論への多くの応用をもつ

対象である.

F を非アルキメデス局所体とし,その剰余体を Fq とする. Lを F の最大不分岐拡大の完備化とし, σ

を L/F の Frobenius写像とする. さらに O を Lの付値環とし, ϖ を Lの素元, そして vL を Lの付値

で vL(ϖ) = 1となるようなものとする.

Gを F 上の不分岐連結簡約代数群とする. B ⊂ Gを Borel部分群とし, T ⊂ B を極大 torusとして,

共に F 上定義されているものとする. µ, µ′ ∈ X∗(T )に対し µ − µ′ が正ルートの整係数和であるとき

µ ⪯ µ′ と書く. また µ ∈ X∗(T )に対し ϖµ で ϖ ∈ Gm(F )の µ : Gm → T による像を表す.

K = G(O)とおく. 支配的 cocharacter µ ∈ X∗(T )+ と b ∈ G(L)を固定する. このときアファイン

Deligne-Lusztig多様体 Xµ(b)は Gr = G(L)/K の局所閉被約部分 Fq-scheme で次のように定義され

るものである:
Xµ(b) = {xK ∈ Gr | x−1bσ(x) ∈ KϖµK}.

閉アファイン Deligne-Lusztig 多様体は Gr の閉被約部分 Fq-scheme で次のように定義されるもので

ある:

X⪯µ(b) =
⋃

µ′⪯µ

Xµ′(b).

等標数の場合 Xµ(b) と X⪯µ(b) は共に局所有限型であり, 混標数の場合は共に局所完全有限型である

([4, Corollary 6.5]と [3, Lemma 1.1]参照). またアファイン Deligne-Lusztig多様体Xµ(b)とX⪯µ(b)

には左からかけることにより bの σ-中心化群

J = Jb = {g ∈ G(L) | g−1bσ(g) = b}

が作用する.

アファイン Deligne-Lusztig多様体の幾何は多くの人々によって研究されてきた. 中でもその既約成

分の結晶基底による描写は特に興味深い. IrrXµ(b)で Xµ(b)の既約成分の集合を表す. Ĝを Ql(l ̸= p)

上定義された Gの Langlands双対とする. Vµ を最高ウェイト µの既約 Ĝ-加群とする. Vµ の結晶基底

Bµ は柏原と Lusztigにより構成された ([5]参照). λb を bの Newtonベクトルの「最良整近似」とする

(厳密な定義は省略する, [3, §2.1]参照). このときMiaofen Chenと Xinwen Zhuは J\ IrrXµ(b)と λb-

ウェイト空間 Bµ(λb)の間に自然な全単射が存在することを予想した. 特に |J\ IrrXµ(b)| = dimVµ(λb)
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である. その後 [6]において Nieはこの予想を証明した. その証明は G = GLn で bが superbasicと呼

ばれる場合に帰着される. よってこの場合は特に重要である.

Nie は J\ IrrXµ(b) から Bµ(λb) への写像を構成し, それが全単射であることを証明することにより

Chen-Zhu予想を解決した. 一方でその逆写像の構成は明らかでない. 本論文の最初の主定理はこの逆

写像の構成方法を bが superbasicな場合に明らかにしたものである.

Theorem A. G = GLn とする. bが superbasicであると仮定する. このとき Bµ の結晶構造を使っ

て Xµ(b)の各既約成分を対応する結晶元から構成することができる. 言い換えれば, Nieによる全単射

の逆写像を構成できる.

この定理は量子群の表現論の文脈で定義された結晶構造がなぜかアファイン Deligne-Lusztig 多様

体の幾何構造を知っているということを意味し, 大変興味深い. またこの定理は結晶基底の数論幾何

への応用可能性を示唆している. 実際, 以下で説明するように, そうした応用の一つとしてアファイン

Deligne-Lusztig多様体の二つの stratificationを比較する.

Vollaard-Wedhorn [9] はある志村多様体の basic locus が (古典的) Deligne-Lusztig 多様体の直和

で表せることを示した. この志村多様体の basic locus は b が basic な時の X⪯µ(b) と密接に関連し

ている. Görtz-He [2] は X⪯µ(b) (と対応する志村多様体の basic locus) がいつこのような単純な幾

何構造をもつかを分類し (Coxeter 型の場合と呼ばれる), Vollaard-Wedhorn [9] の結果と同様の描写

が他のいくつかの場合でも可能であることを証明した. この Deligne-Lusztig 多様体の和による分解

のことを Bruhat-Tits stratification と呼ぶ. 実はこれは X⪯µ(b)の Ekedahl-Oort stratificationの細

分化である. 後に Chen-Viehmann [1]によって導入された X⪯µ(b)の J-stratificationは Bruhat-Tits

stratificationを含めたいくつかの stratificationを同時に一般化するものである. この stratificationは

注目されているものの,一般には取り扱いが難しい. 一方で bが superbasicな場合には semi-moduleと

呼ばれる組み合わせ論的量による描写が可能である. またこの場合 semi-module は J\ IrrXµ(b) をパ

ラメータ付けする. さらに Theorem A により各既約成分に対応する semi-module を構成することが

でき,これを利用して bが superbasic な場合には J-stratificationを結晶基底を使って調べることがで
きる.

Theorem B. G = GLn, µ ∈ X∗(T )+ とする. bが superbasicであると仮定する. この時次の条件は

同値である.

(i) 任意の X⪯µ(b)の非空 Ekedahl-Oort stratumは positive Coxeter型である.

(ii) X⪯µ(τµ)の J-stratificationは Ekedahl-Oort stratificationの細分化である.

Schremmer と Yu との共同研究 [8] では positive Coxeter 型の Ekedahl-Oort stratum は Deligne-

Lusztig多様体上のある fibrationになることを証明した. また条件 (i)は上の Coxeter型の場合を含む.

上に述べた通り (ii)も Coxeter型の場合を含む条件だったわけだが,この定理はこれら二つの Coxeter

型を一般化する条件が (少なくとも bが superbasicな場合には)実は同値であることを示している. 上

に述べた通り条件 (ii)は一般に調べるのが難しい. 一方で条件 (i)は容易である. 実際 G = GLn の場合

には以下の分類ができる.

Theorem C. G = GLn, µ ∈ X∗(T )+ とする. この時次の条件は同値である.

2



(i) 任意の X⪯µ(b)の非空 Ekedahl-Oort stratumは positive Coxeter型である.

(ii) µが centralであるか,または modulo Zωn で次の形である:

ω1, ωn−1, (n ≥ 1),

ω1 + ωn−1, ω2, 2ω1, ωn−2, 2ωn−1,

ω2 + ωn−1, 2ω1 + ωn−1 ω1 + ωn−2, ω1 + 2ωn−1, (n ≥ 3),

ω3, ωn−3, (n = 6, 7, 8),

3ω1, 3ωn−1, (n = 4, 5),

ω1 + ω2, ω3 + ω4, (n = 5),

4ω1, ω1 + 3ω2, 4ω2, 3ω1 + ω2, (n = 3),

mω1 with m ∈ Z>0, (n = 2).

ここで ωk = (1(k), 0(n−k)).

[8]の結果により,これら同値な条件が満たされる場合は Coxeter型の場合と類似の単純な幾何構造が

存在することになる. 本論文ではこの単純な幾何構造を µが minusculeな場合により詳細に調べる.

Theorem D. G = GLn とする. bが basicであると仮定する. µを Theorem Cの同値な条件を満た

すminuscule cocharacterとする. このときX⪯µ(b)の J-stratificationは Ekedahl-Oort stratification

の細分化である. 各 J-stratumは Deligne-Lusztig多様体とアファイン空間の直積と普遍的位相同型で

ある. さらに closure relationは Jの Bruhat-Tits buildingを使って描写することができる.

µ が minuscule な場合にはアファイン Deligne-Lusztig 多様体は Rapoport-Zink 空間の底空間であ

り, 特に興味深い. この定理における X⪯µ(b) の描写は [8] の結果から演繹されるものより遥かに明示

的である. 特にここでの closure relation (ある stratumの closureを他の stratumの和で書く方法)は

Bruhat-Tits stratificationが満たす closure relationの自然な一般化である.
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