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クリープフィード研削時に生じる残留応力の解析 (第1報)

- 非定常熱伝導問題の境界要素解析-
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1. 緒 言

研削加工時においては,組織変化に伴う体積変化やバ

ニシ効果ならびに熱変形の相互作用により加工面に残留

応力が生成される.1)特に,高能率研削の一つとして近年

注目を浴びているクリープフィールド研削では,高切込

みおよび低送り速度のために,研削焼けや割れが生じか

すく,加工変質層が非常に大きな問題となっている｡こ

の研削時残留応力を解明しようとする理論的研究は従来

から盛んに行われているが,2)･3)それらは解析範囲を工

作物表層の研削干渉領域に限定したきわめて微視的なも

のであり,数値計算上での熱境界は必ずしも実際のそれ

とは一致していないのが現状である.

本報告では,研削により生じる熱応力を数値解析する

基礎として,非定常熱伝導問題を境界要素 (BEM)解析

し,実際問題への適用の可否についての検討を試みる.

すなわち,厳密解との比較により,工学上許容される程

度の近似解を得るために必要とされる数値積分法につい

ての考察を行う.

2. 基 礎 方 程 式

時間依存性を有する支配方程式は,ラプラス変換等の

変換法もしくは基本解を直接時間積分する直接法のいず

れかの手法により離散化することが可能である.4)ここ

では,時間差分に際し比較的粗い時間刻みの選択が可能

であるとされているBrebbiaの直接解法5)に従い,境界

要素塑平衡方程式を誘導する.

内部発熱による熱の移動を無視すると,二次元等方性

体に対し非定常熱伝導方程式は

∂u/∂t-K∇2u,K-A/pC (1)

と与えられる｡ただし,kは熱伝導率,pは比重,Cは比

熱である.また,温度指定境界T,,熱流束指定境界をr2,
対流境界をT3とすると,境界条件は,

u-u-;on rl
q-au/an-q̂/A ;on r2
q-a(Uw- U)/A-q=/A ;on r3

(2)

と表される.ここに,aは熱伝達率,UmはT3と接する

環境の温度である｡支配方程式(1)に対応する境界積分

方程式は,たとえば式(1)を重み付き残差法により数値

積分することにより,

cfuZ+Kit/,uq*drdT-KLtJ,qu- dT

･lj:uu*dB]r=｡ (3)

と導かれる.5)ここに,C之は定点 iを含む境界の幾何学

的形状により決定される積分定数,u*は基本解関数,q*

は∂u串/∂nであり,二次元問題に対しては,

u*-1/47rK(卜 T)･eXpトr2/4K(i-㍗))
q.=au*/an=ーl/8HK2(i_㍗)2.｡X｡(_,2/4K(i_T,))

(4)

と与えられている.ただし,lは定点 iから動点jまでの

法線距離である｡いま,微小な時間間隔内において αお

よびqの値はほとんど変化しないものと考えれば,式

(3)は,

C7u～+KJ,uLtq.dTdI,-K/,qLtu*dTdI,

･[/Quu*dD]T=｡ (5)

と書き替えることができる.式(5)の時間積分項は容易

に数値積分され,

Ltq*dT-A /2HKr2･exp(-r2/4KAt)
Ltu*dT-1/4wK･Lwl/x･exp(-I)血
-Ei(a)/4方K,a-1/4KAt

と表される.ただし,EZ(a)は指数積分関数である｡式

(6)を式(5)に代入すると,式(5)は,

czu-1/2方･J,lu/r2･exp(- 2/4KAt)d1-
-1/4方･/,qEi(a)dI, (7)

･1/4HKAt･lj:uexp(-r2/4KAi)d･Q]rコ｡
と変形される｡式(2)に示した境界条件を考慮すると,

式(7)は,

czu之-1/2方･J,lu/r2･exp(-r2/4KAt)dI,
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= 1 / 4π・
11″, (α)″

+1/4ルf2″E'(α)″「+1/4/7mf3σご,(α)こF

+74溜′匡%鋏メー〃4″の“]τ却
( 8 )

となる。ここに,Γ =rl tt「2+几 である。いま,要 素内

で αならびにσが一定であると考え,式(8)を一定要素

を用いて離散化すると,たとえば式(8)の左辺第 2項は,

1 / 2π・
f厖 ル

e` x p ( / 2 / 4″ ′)″

= 1 / 2π・
ΣI I″」/み

e xメ γ2 / 4クノ】ノ″ ( 9 )

となる.こ こに,Nは 境界 Γ(「l,ら,鳥 のうちのいずれ

か)に属する要素の総数,|ノ|はヤコビアンである。式(8)

の右辺等 1項～第 3項 も同様に離散化される。また,式

(8)の右辺第 4項 は,たとえば領域 ρ を線形な四角形要

素を用いて分害」したとすれば,

74溜ルM%∝メー44μの“1_。
=1/4πκ夕・自白111lφιexメ″2/4″′)
×|ノ|グξlグξ2%1‐0 (10)

と離散化される。ただし,″ は領域要素の総数を表す。

いま被積分関数を

F(ξ)=ノ(ξ)ル
2(ξ
).exp{一/2(ξ)/4盛△′},

G(ξ)=E′{α(ξ)} (11)

被積分関数も定点近傍で特異性を有している。したがっ

て,た とえば式(9)の数値積分に低次の Gauss積分を用

いると,定 点近傍における関数値め急激な変化を無視し

とすると,Iを

′=I I F (ξ】ノ|″

～カノν2π・ΣF{ t a nヵ(π/ 2・s i n力π力)}

×cos力″力/cos2(π/2・sin力″力),  ″≦′c (12)

いても適用することは演算時間上得策ではない。そこで,

/>/cの 範囲にある動点を含む要素に関しては高次の

Gauss積分を用いることとする.す なわち,′ を

(a)F(ξ )の変化特性    (b)α ξ)の変化特性

図1 定 点を含む要素上での被積分関数の変化

′= I I F (ξ)ノ|グξ～
l F (島
1 / 1″′,″>′c  ( 1 3 )

と近似する。ただし,π は選点の数,物 は重み係数であ

る。上記の数値積分を G(ξ)についても行い整理すると,

式(8)よ り,

♂″十鳳〃,,′クノ
=二G`12'十鳥 (14)

なる境界要素型の平衝方程式を得る。ここにEは 境界要

素の総数を表す。また,積分定数εJは剛体変位条件
8)ょ

合われることにより,全 体の平衝方程式を得ることがで

きる。式(8)か ら明らかなように,初 期温度(温度履歴)

は式 (8)の右辺第 4項 に含まれているのみであり,〃 ″

ならびに αJの値は解析過程下において変化しない。し

たがって,最適時間刻みを∠′。ptとすれば夕。ptは解析前

3.解 析結果と理論解との比較

解析対象の形状が単純でしかも境界条件が簡単な,き

わめて特殊な場合については,式 (1)を直接数値積分す

とし,定 点グを含む要素上でのF(ξ)ならびにαξ)の   り 決定される.す なわち,一様な初期温度 (υτ_。=1・I)

変化を図示すると,そ れぞれ図 1(a),(b)に 示すとお   を 有する対象の境界に,一 様な温度 (υ=1・I)が付加さ

りとなる(κ=1/4,∠′=1の 場合)。すなわち,い ずれの   れ た場合に生じる温度勾配αは0であることから,

ε′=―呂〃″+R         (15)

と決定される。いま,ε
'十Ff,,′を新たに〃j′とおけば,

た結果に陥る。そこで,岡本らいと同様 /≦/cの範囲にあ   式
(14)は

る動点′を含む要素に関しては,二 重指数関数型の積分    呂
〃″鴫 == G″αプ十R         (16)

公式つを用いることとする。すなわち,F(ξ)の積分を′   と なる。したがって,式 (16)を全境界要素について足し

と近似する。ここに力は刻み幅,′cは定点 グから動点ノ   に 前もって決定することができる。ここでは,中桐
"と 同

までの距離を表す。一方,上 記の特異積分を /≦ノでの範   様 ,固 有値計算により求めたP条 件数
1のが最小 となる

囲についてのみだけでなく,7>ノc,すなわち仝要素につ   よ う∠ι。メを決定することとした。
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ることにより理論解を得ることが可能である。ここでは, 図 3に 白丸で示した結果からも明らかなように,BEM

解析法の検証として図2に示す矩形板を例にとり,理 論   よ り得られた温度分布は理論解に比べ高めであり,良 い

解とBEM解 との比較を行う。ただし,解析対象は鉄(ο  一 致は得られていない。この不
一致の原因の一つにまず

<05%)と し,力=0116(ca1/cms°c),ρ=786(g/cm3),   積 分精度を挙げることができる。そこで,他 の条件は先

ε=0 1 0 7 ( c a 1 / g°c )としている.

g

とまったく同様とし,″≦′c=05(cm)す なわち定点を含

む要素に関してのみ特異積分を行うと,図 3に角で示す

結果を得る。同図に自丸で示されている結果と比較する

と,わ ずかに理論解に接近した結果は得られているよう

であるが,本 質的な改善とは成り得ていない。

そこで次に,領域要素の変位関数を線形から非線形(2

次関数)へ 変化させた。すなわち,式 (4)か らも明らか

なように基本解で与えられる温度は,領 域内で指数関数

的に変化するものである点に留意し,領 域内の温度変化

を非線形に内挿することとした。この場合に得られた

BEM結 果を図 3に黒丸で示した。領域内の温度変化を

線形に近似した場合と比べると,極 めて理論解に接近じ

た結果が得られている.

(cm)

| |
0          5          10(cm)

図2 要 素分割例 (境界要素数=28,領域要素数=10)

31 境 界で温度が与えられた場合

初期温度が 0(°C)に保たれた半無限体の
一端 (″=0)

の温度が ′=0で 瞬間的に び。(100°C)まで上げられ,そ

の後 仇 が一定に保たれた場合,物 体内の温度は

%(″,`)こ′。{1-erf(″/ν17ζ「)}           (17)

で与えられる
11)ここに,erf(″/√研 lは,Gaussの誤差

関数である。上記の問題を,まずBrebbiaと同様
つ一定

要素・Gauss 6点積分を用いて境界要素解析すると,図

3に自丸で示す結果を得る。縦軸は温度,横 軸は時間,

パラメータは温度指定境界 (″=0)か らの距離を表す。

比較のため,理 論解を実線で同図に付記している。ただ

し,内 部領域の分割には四角形線形要素を使用した。ま

た,こ の問題に対し,P条 件数の変化特性は図4の白丸

に示すとおりとなることから,∠′。ptは5(s)とした。

■=lcm

χ=2 cm

χ‐ 3cm

χ‐ 5cm

温度指定境界条件

熱流束指定境界条件

10~5 10~3 10-1 101  103  10S
E寺間亥」み4 (S)

図 4 時 間亥」み務 とP条 件数との関係
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図3 BEM解 と理論解との比較

したがって,境 界積分に際しては少なくとも定点を含

む要素に対し特異積分を行うこと,な らびに,面 積積分

に際しては高次の変位関数を用いることにより工学上有

意義な解が得られるものと考えられる。ただし, この対

象に限定すれば,単 にGauss積 分の次数を上げることの

みによっても図 3に黒丸で示した結果と同等あるいはそ

れ以上に理論解に接近した結果を得ることは可能であ

る。しかしながら,寸 法の異なる境界要素が混在する間

題に,Gauss積 分を単独で用いることは積分精度上好ま

しくない.以 下,特 異積分とGauss積 分とを併用した場

合について BEM解 と理論解との比較を行う.

3.2 境 界で熱流束が与えられた場合

初期温度が 0(°C)に保たれた半無限体の一端 (″=0)

O Causs 6点 積分(4角形4節点)

口  二 重指数関数型積分(4角形 4節点)

●  二 重指数関数型積分(4角形 8節点)

一 理論解
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に,一定熱流東α。(l ca1/cm2s)が′=0で瞬間的に付加

され,その後2。が一定に保たれた場合,物体内の温度

%(χ,′)は

α(″,`)=2α。・/′K″πル・exp(―″
2/4κノ)

一σO″/か{1-erf(″/277「 )}   (18)        3

で与えられる
11)上
記の問題を境界要素解析し,式 (18)      受

との比較を行うと,図 5に黒丸で示す結果を得る。縦軸      燃

は温度,横 軸は時間,パ ラメータは熱流束指定境界(″=      製

0)からの距離を表す。ただし,こ の問題に対しP条 件数

の変化特性は図 4に 黒丸で示すとおりとなることから

∠ノ。ptは1(s)と した。

0 2 4 6 8 1 0

時 間×10 ( S )

図 5  B E M解 と理論解との比較

図5に示したように,理 論解と極めて良く一致した結

果が得られている.これは,″軸方向の温度変化が指数変

化にしては比較的ゆるやかであり, 2次 の変位関数で十

分その変化を追求し得たことに起因する。

3.3 境界で対流熱流束が与えられた場合

初期温度が0(°C)に保たれた半無限体の一端 (″=0)

に,一 定対流熱流東α(仇―び)が `=0で 瞬間的に付加

され,そ の後 ι「∞(100°C)が一定に保たれた場合,物体内

の温度 %(″,ハは,

11茅

軍 脚 謝 )結

+〆 κttη

⑩

と与えられる
11)ここでは強制対流を想定 しαを0.

01(ca1/cm2s°c)と し,BEM解 と理計解との比較を試み

た。ただし,(3.2)の 場合と比較して解 くべき係数マト

リックスの値はまったく同一であることから,∠′。ptは

1(s)としている。

図 6に BEM解 と理論解との比較を図示した。縦軸は

温度,横 軸は時間を表す。パラメータには熱流束流入境

時 間 ×10(S)

図 6  B E M解 と理論解 との比較

界からの距離を用いている。図 5に 示した結果と同様の

理由により,良 い近似の得られていることが判る。

4.結      言

研削により生じる境界条件の変化 (体積変化)に 留意

すると,現 実の研削過程下における熱の移動は極めて複

雑であり,本 来理論解析の及ぶ現象とは考えられない.
一方,研 削により発生する熱量を移動熱流束に置換し,

より実際に近い境界条件を設定し得たとすれば,熱 分布

の概要を把握することは可能であると思われた。

本報告では,上 記の現象を境界要素解析する基礎とし

て,理論解とBEM解 との比較を行い,数値積分に際し考

慮すべき点についての考察を試みた。その結果,境 界積

分に関しては少なくとも定点を含む要素に関し特異積分

を行うこと,な らびに,領 域要素については高次の変位

関数を使用する必要があること,の 2点 が明らかとなっ

た 。 (1983年 3月 28日 受理)
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