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変形を拘束された粒状体の破壊の塑性論的一考察
A Consideration On Failure Mechanism of Granular Material

with Restralned DeformatlOn by Theory of P】asticlty
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1.ま　え　が　き

砂のような粒状体が破壊するとき,その境界で砂より

も変形しにくい物質に接していると,粒状体はその変形

を拘束され,その拘束がないと卓よりも見掛け上,剛に

なったり,強くなったりする,実際上の問題としては,

図1のような供試体を用いるとき,上下端に摩擦力があ

るために,供試体の強度を過大評価する問題や,これと

は逆に,図2のように砂地盤に伸びにくい補強材を配置

し,砂の変位を拘束し,支持力を増加する工法(補強土

工法と呼ばれている)が考えられる.

自重と内部摩擦角のある粒状体の極限塑性応力状態に

ついては,山口1,I sokolovskii2)がすでに解を与えている.

すなわち,応力のつり合方程式および,極限応力状態を

規定する破壊条件式から得られる特性微分方程式を積分

し,すべり線細を作図すれば,極限状態における応力分

布が求まることになる.しかし,この積分は任意の境界

条件に対して簡単に行えるというわけではなく,場合に

よってはかなり煩雑となるようである.ここでは,図1

の場合を対象として,特性微分方程式を近似的に簡易に

積分して,ある拘束圧に対する崩壊荷重(最大軸荷重)

についての解を得たので報告する.

2.基　礎　方　程　式1)･2)

ここでは,自重の影響は小さいとして無視し,まず二

次元応力状態を想定する.圧縮を正とすると,つり合い

方程式は,図3を参願して,

(1)

対象とする粒状体は,粘着係数がなく一定の内部摩擦角

βで,その破壊応力状態が表現できるとすれば(すなわ
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図1砂の供試体での端面拘束効果
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図2　美麻の場合で砂の変形を拘束する工法(補強土工法)

点Pでの②の方向溜-tan(叶E)　y

図3　pとeの定義

ち, Moわr-Coulombの破壊基準が成り立つとすれば),

全体が破壊状態にあるときは,図4を参照して,次式を

得る.
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図4　Mohr-Coulombの破壊基準

:三)-o'1±slnP COS29) (2)

Tx,=oSlnP Sln 29

ここで,甲は図3を参腰して, 61方向がr軸方向となす

角度であり, oは平均主応力与(0.･03)である･(2)杏

(1)に代入すると,多少の計算の後,次式が得られる.

･1十slnPCOS2p,針sinp sin2揺

-2osinp(sin2揺ICOS2揺)-o (3-1)

sinpsin2接+(-sinp cos2増

･2osinp(cos2揺+sln2増)-o (3-2)

ここで,すべり線の方向とolの方向のなす角

Tr   P
E=て~~丁

を用いて･ ((3-1)×sln(ダ±e)-(3-2)×cos(甲±e))

計算をすると,

[悪手2otan揺]cos(柿)

･[%〒2o tan緩]sin(-)-0 (5)

が得られる.ここで,

X-撃Inf (k-aconstant) (6)

を置くと, (5)式は簡略化されて,

蓋(X芋p'cos(-)+i(I-･函n(-)-0 (7)

となる. (7)式は,

髪-tan(p千e)　　　(8)

のとき,

d(X芋p)-0　　　　　　　　　(9)

であることを意味している.すなわち, (8)式は図3

を参頗して,すべり線の方向をあらわしていることから,

すべり線に沿って

X耳甲-一定

ということになる.以上を,まとめると,

(10)

｢寮1族のすべり線(その方向は, dy/dx-tan(中一E))

に沿って, (2-申)は一定であり,第2族のすべり線(そ

の方向はdy/dE-tan(甲+E))に沿って, (I+¢)は一

定である.｣

3.特性微分方程式の積分例

いま,図5のように端面での摩擦角が一定で8 (0≦

8≦p)であるような剛な境界を介して圧縮されている粒

状体の供試体の崩壊荷重(軸方向最大荷重) Pm｡Xを求め

る問題を考える.側面ACでは,一様な拘束圧ocが面に

直交して作用しているとすると,三角形ABC内の応力状

態を求める問題はコーシーの問題となり, OB上の最大

主応力qlは一義的に決まり,

olB-普oc(oB上で一定) (ll)

さらに, BD上のolが求まれば,力のつり合いから, w

を幅として,

pmax- 2 wJobJ2oldy　　　　(12)

からPmaxの値は求まる･ BD上のolは次のような方法

で近似的に求まる. BD上の一点aを通過する第1族の

すべり線を図6に示すようにab, bを通過する第2族の

すべり練をbcとする.

点aで, I-xa,ダニpa-0

点bで, X-xb,甲-Pb-8

点Cで, I-xc,ダニpc-0

という条件を,

X0-90-xb-Pb, Xb+pb-xc十pc　　　(13)

に代入すると,

xcIX0-28　　　　　　　　　　　　(14)

一方, a,b,Cの(I,y)座標; (X0-0,ya), (xb--h/

2,yb), (xc-0,yc)香, (8)式を差分化した次式

yo-yb - (xa一才b)tan(竿IS)

yc-yb - (xc -Xb)tan(雪且･E)

(15)

の各々の式に代入して,両式の差をとると,次式を得る

h

ycIyo=す

ここで,近似式

dx_ xc-xa

dy yc-ya

( tan(右上tan(i-e)) (16)

(17)
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図5　2次元応力問題例

(注　AB, CI)もすべり線の一部である)

.T

図6　すべり線の作図

が成り立つとすれば,多少の計算の後,

盤一重cosB十sinp -A
dy h cosp

(18)

が得られる･ (18)式から, yによらないパラメーターA

を用いて,

X-xB+A(y-yB)　　　　　　　　　(19)

が得られる･ yBはB点のy座標, xBはB点でのZの値

であり,

yB-i tans,炉等.n ((ol)B/A) (20)

である･点BD上の点(座標(0, y))でのolの億は,(6),

(19),(20)式から

01-0 (1+sinp)

-A exp(X･ 2tanp) (1十sinp)

-A(1+sinp)exp(xD･ 2tanp) ･

exp(A(y-yB)･ 2tanp)

-olBeXPtA(y-yB)･ 2tanp) ･･････ (21)

したがって, (12)式は,

p-ax-2wl(olB･yB)+Jyd'82oldy] (22)

となる.ここで,

B-28(讐崇如)tamp(i-tans) (23)

(ただし･ 6-号-号)

と置いて, (22)式の積分をすると多少の計算の後,次式

を得る

pl-eXp(B)-1 ll
β

(24)

ただし, Plは変形の拘束による崩壊荷重の増加分を正規

化したともいうべきパラメーターで,

pl-警賢　(25)

である. (Pm｡Ⅹ)8三｡は, 8-0のときの崩壊荷重で

(p-ax)8-0-ud一票缶oD　　(26)

である. (25)式の分母は,図5,図6においてBDの長さ

のd/2に対しての比である.注意すべきことは,(24)式は,

d>h tanE　　　　　　　　　　　　　　　(27)

に対して成り立つということである.これは, (24)式を

導いた過程から明らかであり, d≦h taneのときは,

P1-0　　　　　　　　　　　　　　　　　(28)

である･同様に, (23)式から8-0のときは, B-0にな

り,このときも(28)式が成り立つ.図7にPlとB　の

関係を示す.

d/h,p,8が与えられたとき, (24)式または図7から

P.が求まり, (25), (26)式から, Pm｡Xを求めることが

できる･また, (23)式から.同一の8,p,dに対してh

が小さいほどBが大きく,したがって,PlあるいはPmax

が大きくなることがわかる.これらのことは,図1, 2

に示すような問題を解析するときに参考になるものと思

われる.

次に,図8に示すような端面の拘束がある軸対称円筒

供試体の場合を考えよう･この場合も端面で一定の摩擦

角8(0≦8≦p)が発揮されていて,粒状体全体が塑性状

態にあるとする.このとき内部摩擦pほ,平面ひずみある

いは三軸圧縮の場合とは一般に異なるので注意を要する.

このとき,円周方向の応力は02であり,軸を含む断面に

対して,図5, 6の状況が成り立っているとすれば,崩

壇荷重(最大軸方向荷重) Pmaxは, 1/2高さ上の鉛直応
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B-28(守)tanp(i- tans)

(E-昔-i)

図7　端面の拘束効果を表す関係

ii pm弧

荘qc
図8　円筒の場合の問題例

刀,すなわち最大主応力olを

pmax- Jodノ201 2wdy

i A          a

-Jo6㍍Edr･olBJ:2hWrdr　(29)

二一二　tan e

を実際に行うと,

P2-
2texp(β)-β-ll

月2

-1　　　　　(30)

となる.ただし, βは(23)式で与えられ,また,

P2
Pnax/†Pmax)6=01 1

(卜念hne)2

(31)

である. P2とBの関係も図7に示してある･この場合

ら, d≦htane,8-0のときは, P2-0であり, P.max

-tpmax)∂=｡ ((26)式)である･また,図7から分かるこ

とは,同一のBの値に対して,平面ひずみ,あるいは長方

形供試体の場合の方が,円型供試体の場合よりも端面拘

束の効果が大きいことである.これは(21)式を見てもわ

かるように, olは端面から供試体中心に向かうにつれて

大きくなり,円型供試体では, 0.の大きい部分が,相対

的に狭くなってゆくからである.

例題として, d-7cm,h-3cm,p-450(1E/4)の円

筒供試体の場合で計算する. o｡-ocとして,見かけ上の

平均最大主応か.max-Pmax/(肯d2)をぴ3で除した値を

求めると,

(ol/03)max-
〈

5.83　　(8-0)

15.0　　　(8-〟)

となり,端面拘束の効果は非常に大きいことを示してい

る.

4.ま　　と　　め

塑性論を用いて,変形を拘束された粒状体の強度につ

いての-近似解法について考察した結果を示した･今後

は,この解析結果を実験的に検証するとともに,より一

般的な境界条件について考察を広めてみる予定である･
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