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シェル構造の離散化極限解析(その2)
-平板剛体要素モデルの誘導-

DISCrete LlmitAnalysIS Of Shel一 Structures (Part 2)

-IkrlVat10n Of Flat Rlgld Element Models-

都　井　　　裕*

Yutaka TOI

1.序

任意形状を有する薄肉シェル構造の離散化極限解析用

平板剛体要素モデルを誘導する.この離散化モデルは物

理的には,すでに川井により提案されている平板の曲げ

問題,平面問題の極限解析用剛休･ばねモデル1)･2)を組

み合わせたものであるが,シェル構造解析に適用するた

めには,新たな数学的定式化が必要となる･

2.平板剛体要素モデル

任意形状のシェル曲面を剛体平板三角形要素の集合休

に分割し,隣接する2つの剛体三角形要素はその要素境

界において,互いの相対的運動に抵抗するばね系により

連結されているものと考える.

通常の有限要素法により離散化された構造物の全体系

剛性方程式は,要素座標により記述された要素剛性方程

式の座標変換の過程を経て,単一の全体座標系に対して

構成されるが,剛体要素モデルを用いた場合は,その物

理的モデルとしての性格より,これは一般には不可能で

ある　すなわち,剛体要素モデルにより離散化された構

造物の全体系剛性方程式は,適切に定義された要素座標

および節点座標により記述されなければならない.この

場合,要素座標を参照するのは要素の内部自由度であり,

節点座標を参照するのは節点自由度である　したがって,

要素境界の剛性特性も初めからこれらの座標系を参照し

て記述することにする.すなわち,通常の有限要素法に

おける座標変換の過程は不要となる

代表的な隣接2剛体三角形要素をFlg.1に示す以下

ではFlg,1を参照しながら定式化を行う

2,1　諸座標系の定義

定式化に必要な座標系をここで定義しておく　前述し

たように,要素座標と節点座標を要素自由度の参照座標

として用いる.他に,節点座標値を入力するための全体
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Flg 1 Two adjacent rlgld elements

座標と要素間相対変位を定義するための要素境界座標が

必要となる.これらはいずれも直角座標である.

(1)全休座標

全体座標を(I,y,I)とする　節点lの座標値は(I.,

yhZ,)と記述する-

(u)要素座標

要素Aの要素座標を(xA,yA,ZA)とする･各座標軸

方向の単位ベクトル(一により表示する･以下同様.)は,

要素Aを構成する節点番号を反時計回りにl,),kとし

て次式により与えられる

_.和

xA=石Lx'l y'Z Z'L｣

｣　: _､  ･

___▲　　　一一一▲-　　　　　J

yA=ZAXrA

(1)

ここに, I"-r√x. (他も同様), lりは辺ijの長さ,

AA　は要素Aの面積である.要素Bの要素座標(xB,

yB,ZB)も同様に定義される･

(111)節点座標

節点座標は面外座標のみが必要である.節点1の節点

座標zlは,節点1を含む要素Iの要素座標zl (これ

杏(zl)1と記す)のベクトル的平均をとることにより
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71-(;(;,1)//k(i"li　　( 2 )　冨;==('ll言aaFIB二mmyBEaa2BEi完'iir_'(17三7At.'mSd.瑚)

と定義する　節点2, 3, 4の節点座標72,7,,i4も同様に　　　¢Z-(lぎaF+mzBaぎ+nぎa3B)-(12a.A+mzAa穿+nfa3A)

定義される.ただし,実際のシェル曲面の単位法線ベク　　　　8r-tlf(uB)M十m塁(uB)M卜招(uA)M+m望(vA)M)

トルが既知の場合は,それを用いてもよい　　　　　　　　　8y-tl;(uB)M十m冨(vB)M+n冨(u'B)M)

(1V)要素境界座標　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-(i;(uA)M+m宗(vA)M+nS(u)A)M)

要素境界座標を(X′,y′,I/)とする.各座標軸方向の　　　82-flzB(uB)M十mg(vB)M+n雷(wB)M)

単位ベクトルは,次式により定義される.　　　　　　　　　　　一昭(uA)M+m2(vA)W+n2(u)A)M)

-, 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここに,

I (3)

I =7I r31 y31 231｣

I/ -(fA十云)/伝+tat

y -Z′×X'

剛体要素モデルによる離散化解析では,要素分割の後,

各要素境界の剛性特性を算定する前に, (1),(2),(3)

式により全要素,全節点,全要素境界における座標系を

定めておかなければならない.

2.2　要素境界の剛性特性

(1)要素の剛体変位関数

要素Aの要素座標表示された剛体変位関数は,次式

により与えられる

uAニーa3AyA+af

vA-afrA+aSA

u)A-afyA-a2AxA+ag

まfsは

fuA)-[H(xA,yA)]faA)

ここに

i  (4a)

(uA)I-｣uA uA u,A｣

faA)i-｣alA a2A　- a宕｣

(5a)

ここに,未知係数aヂ,aQ,a,Aほ要素座標xA,yA,ZA軸ま

わりの回転変位であり, af,at,agはxA,yA,ZA軸方向

の並進変位である.要素月に対しても同様であり,(4a),

(5a)式における添字AをBとする((4b),(5b)式)

(ll)相対変位

2要素A,B間の相対変位は,一般には次式の6成分

より成る.

l望-X'

I,'l;1㌧:rl

lyA-y'

lf-y

12 -Z'

気]空空Hql払

12-Z'･rB

うそ/γ二′旦′〃二′三′g
二　二　二　二　二　二

･~ご　　り∵]　.T L･　ざ㌧･.､',　7..J

t.　仙　川　叫　i'　t+

1:.:_ 1;朋, ･.:I,二･州.

一‥∵1.ヱ

l
Lr.∫

〃

n宕-y'･zA

n;-y ･zB

･yA n2-Z'･zA

･yB nZ-Z'･zB

(7)

(6)

である･ (6)丑における(如,¢y,¢Z)は(X′,y′,Z')軸

まわりの回転相対変位であり, (8I,8y,82)は要素境界辺

13の中点Mにおける(X′,y',Z′)軸方向の並進相対変

位である. (6)式に(4)式を代入することにより,マト

リックス表示された次式を得る.

(d)-lB](aI

ここに,

(dlt-｣¢r¢y ¢Z 8X8y82｣

(a)i-｣af at ･･ ･･･ ag aP a28

[β]マトリックスの具体形を　Table lに示す.

(lil)要素自由度

各剛体要素に独立に6自由度を設定する場合は, (4)

式における剛体変位関数の未知係数aク,aデ0-1,2,-

･,6)をそのまま要素自由度とすればよい　この場合は,

要素境界の剛性特性の定式化に節点座標は不要であり,

全体系剛性方程式を全体座標表示することも可能である.

また,節点に節点座標方向の桟たわみの自由度(u).),

要素重心点に面内変位の自由度((uA)5,(Z)A),,(OA)5　な

ど)を設定する場合は,これらの要素自由度と未知係数

aク,a,Bの関係を定める必要がある･ Fig.】の要素Aに

対しては次式が成り立つ

Table 1 [β] matrix ln eq. (8)

alA ��$�ﾆ�4����D��ag ��r�aF ��*ﾂ�aぎ ��*ﾂ�a5B ��r�

+I 坪羽�-THi ����0 ���0 免b�mf ���0 ���0 

[¢y ��ﾜｲ�守-m宕 椿逕��0 ���Ol雷 冦ぎn冨 �0 ���0 

≡¢Z 椿ﾇ､��l一m2 椿�"�0 ���0 侏��ゝm雪n雷 �0 ���0 

∂∬ ���0 椿ﾆﾖvr�ｴ�疋｢�-lg 椿ﾗ���0 ���o言hBrf'FrB8',"M 冤望 黙}ｲ�0 

E8y 椿逕�∑�挽�I ln宕(xA)M l 停ﾙ_ｨ+�ﾒ�-l宕 1 辻(�2�--n宗 夜W仲�"挽�-n冨(xB)M 粕ﾅｧ�"��$"鋳$ﾒ�lf 啖ﾅB�n雷 

82 椿訝∑�挽�in2(xA)M 停ﾘ�や�-lf 椿ﾗ､��.-乃2 妹｢∑"挽�ﾂ�-ng(xB)M l �ｨﾈ竍�"挽�ｶﾘ*ﾂ℡"挽�膏 蒙b�nE 
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wl -招uA)1-lf[H((xA)1,(yA)1)](aA)

W2-}クモuAi2-1g[H((xA)2,(yA)2)]faA)

u)3-)3A(uA)3-}才[H((xA)3, (yA)3)]taA)

(uA),ニーag(yA)5+a4A-af

(vA)5-ag(xA)5十aSA-at

(OA)5-at

ここに

fuA)lt-｣(uA)∫ (vA), (u)A), i
一･一｣　　.一一　･･･一一･･.一一･･一一･.･.1　-------｣

スf-LZ,･XA I.lyA I,･ZA｣

同様に要素β　に対してほ次式を得る.

W｡-jE(uBi3-13B[H((xB)3, (yB),)](aB)

zL,4-㌶tuB)4-㌶[H((xB)4, (yB)4)](aB)

u)1 -詳fuB)1 -lf[H((xB)1, (yB)1)](aB)

(uB)6--a雷(yB)6+a雷

(uB)6-aぎ(xB)6+a雷-aぎ

(OB)6-aぎ

ここに

(uB)i-｣(uB)i (vB)- (a,B), ｣

スダニLz,･rB I,･yB a,･ZB｣

(9)

(10)

(9)式と(10)式をそれぞれa,A,aタについて解くことに

より,マトリックス表示による次式が定まる

ここに

究　　速　　報

faI-lA]fu)

(u)I-｣u)I uJ2 a)3 W4 (uA), (vA)5 (OA)5

(uB)6(vB)6(OB)6J

り11

(ll)式の[A]マトリックス内の(9), (10)式から定ま

る各成分をTable 2に示しておく.なお,要素自由度を

上述のように設定した場合は,相対変位成分中¢r,¢Z,

SE,8yのみが必要となる

(lV)合応力

剛体要素A, Bは, (6)式の相対変位成分(¢X,¢y,

¢2,8I,Sy,8g)に抵抗するばね系(k,I,k,y,k,I,kpr,kpy,

kpz)により連結されているものとする･変形後にばね系

に生ずる力は

(S)-lD]td)

ここに,

(S)t-｣Mr My Mz Nx Ny Nz｣

[D]-Ik,I k,y k,I k如kpy kpz｣

(12)

と表される･ここで, (Mx,My,Nz)は曲げモ-メント,

ねじりモーメント,面外せん断力であり, (Mz,Nx,Ny)

は面内モーメント,面内直接力,面内せん断力である･

通常用いられる単位長さ当たりの合応力は上述のts)を

/.3　で除したものであり,これを

Table2 lA] matrlX ln eq (ll)

(a) components from eq (9) (×1/d)

u)i 不)x｣2�宙x��迭�(vA)5 嫡��迭�

af �6ﾆﾂ�C12 免3�2�-}llC11 潰ﾓ�$3���弓91Cll 
-}21C12 蔦�#$3�"�+92Cl2 

-)31Cl3 潰ﾓ3$3�2�+93C13 

aQ �3#��】 C22C23 刪齔lllC21 �ｩ�ﾃ�$3#��glC21 
--}21C22 坪5�#$3#"�+92C22 

-}31C23 �ｩ�ﾃ3$3#2�+93C23 

at 沸��0 ���0 ���d 

af ���0 ��踉�d ���0 

ag ���O毎o �0 烹�0 

at �33��l i C32喜C33 l �-AllC31 潰ﾓ�$33��glC31 
-^21C32 潰ﾓ#$33"�+92C32 

-^31C33 潰ﾓ3$332�+93C33 

where (I,-(rA)‥　y,-(yA).)

cl. -}2313｡(X｡-r2)　　[0]

C12 -1｡3ス13(xl-X3)　　[1]

C13 -ス13123(X2-Xl)　　[0]

C21 -}23133(y3-y2)　[13｡]

C22-人33}13(yl-y｡)　[0]

C23-}1312｡(y2-yl)　[-Jl｡]

C31-123}33(xZy｡-X3yZ) [13｡X3]

C32-ス33}13(I,yl-Xly3) [0]

C｡3-ス13123(rly2-X2yl) [-J13Xl]

}巨Lんl i,2ん｡｣, g,-At.yrj12二r,

d-2ス13人23)133 ･ AA　　　[1.｡ス33(xrX3)]

(b) components from eq･(10) (× 1/d)

Wl 不6ｧsFﾂⅠ"澱��(〃β)6 嫡�"澱�

aF �3�2�Cll �ｩ�ﾃ3�3���辻�3$3����93Cll Cl2 鍔紊�6ﾃ"�-ス42C12 諜泥6ﾃ"�

a-111C13 �-112C13 銚vﾄ3�2�

!aぎ l �3#2�C2l ��喜一131C21 潰ﾓ3$3#��93C21 
C22 �ｩ�ﾃFﾄ3#"�-}42C22 諜泥3#"�

-}llC23 坪5��$3#2�+glC23 

a3B ���0 ���0 ���d 

■a雷 ���0 ���d ���0 

a5B ���0 汎�$����烹�0 

a6B �332�l-}31C31 剪ﾗﾓ3$36ﾂ�93C31 C31 �-ﾄ33"�≡-}41C32 潰ﾓC$33(�さ泥33"�

;｣llC33 �-^12C33 ���vﾄ332�

where (I,-(xB)., y,-(yB)I)

C.1 -14｡ス13(rl-X4)　　[0]

C12 -i.3人｡3(X｡-Xl)　　[1]

cl3 -}33}4｡(X4-X｡)　　[0]

C21 -14｡jl｡(yry4)　[113]

cZ2-11313｡(y｡-yl)　[0]

C2,-ス｡3143(y4-y｡)　[-A,3]

C31-}4｡ス13(r4y1-Xly4) [113二rl]

C｡2-A.｡]3,(xly3-X3yl) [0]

C33-A,3}43(X｡y4-y,X｡) [-ス｡｡r3]

AlB-しん1 112 i.｡｣, 9.-i-ly,-ス12X,

d-2人3｡ん,113･AB　　　[1,3Al｡(X｡-Xl)]
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(言)I-LMX My Mz NェNy NZ｣　　　(13)

と記す,なお,要素自由度を(ll)式のように設定した場

合は, Mx,Mz,Nr,Nyのみが必要となる

(Ⅴ)剛性方程式

剛体要素間を結合するばね系に貯えられるひずみエネ

ルギーにCastlgllanOの定理を適用することにより,吹

の剛性方程式を得る.まず, 1剛体要素に独立に6自由

度を仮定する場合は

lk](a)-(I)

ここに

lk]-lB]tlD]lB]

(I)i-Lt望t言tzAf望fSfzA t空t冨tg
lノ｣rfL".肘･JJ･J I

rノ
1･J.

また,要素自由庭を(ll)式のように設定する場合は

ここに:i}:t{-;Af=l]{Efi;It,lfD.誓]lSAiま′S f冨fZ｣ i (15)

である, (14), (15)式の剛性マトF)ックス[k]の大きさ

はそれぞれ(12×12)および(10×10)である

2.3　境界要素

構造の境界線上あるいはシェル曲面における勾配,節

面,材料定数などの不連続線上には剛体緑要素を用いる

と都合がよい　この繰要素と三角形要素間の剛性特性は,

要素自由度としてa,(1-1,2, ･ .I,6)を用いる場合は,

Fig.1の節点2あるいは4が点Mに一致するものと考

えれば,前項の定式化を何ら修正することなく得られる.

また,要素自由度を(ll)式のように設定する場合は,要

素自由度の変更が必要となる.すなわち,要素Aを繰

要素とする場合は, u)2'の代わりに点MにおけるrA軸

(X'軸と符号の相違を除いて等しい)まわりの回転変位

β2を用い, (9)の第2式を

02-alA　　　　　　　　　　　　　　　　　(16)

とし,要素Bを線要素とする場合は, W4'の代わりに点

〃における　∬β軸まわりの回転変位β4を用い, (10)の

第2式を

04-aP (17)

とすればよい.これらの場合のTable 2の変更について

は表中の〔 〕内に示されている　なお,境界要素の要

素座標における　zAあるいはzBは不定となる((1)式

を参照)ので,実際のシェル曲面の法線ベクトルを用い

るか,あるいは隣接三角形要素Iにおける要素座標zl

のベクトル的平均を用いるものとする(2), (3)式は

そのまま有効である

2.4　ばね定数

弾性変形時のばね定数は,前報3)と同様にして次のよ

うに決定される.

k,I-2Dl13/3(dl+d2)

k,y-2D(1-〟)ll,/3(dl+d2)

k,I-kpyll,2/12

kpx-Ell｡t/(1十り)(dl+d2)

kpy-El13t/(1-レ2)(dl+d2)

kbz-αEl13t/3(1+レ)(dl+d2)

(18)

ここに, dl　と　d2　はそれぞれ重心点5と6から境界辺

13に降ろした垂線の長さ, αは有効せん断係数,才は肉

厚である.また,塑性変形時の[β]マトリックスは適

当に仮定された降伏曲面

f(Mr/Mro , My/Myo , Mz/Mz｡ , Nx/Nro , Ny/Ny｡ ,

Nz/Nzo )-0　　　　　　　　　　　　　　(19)

を塑性ポテンシャルとして塑性流れ別により定められる.

ここに,下添字0ほ各合応力成分の全断面塑性値を意味

する

3.結　　　　　語

本報告では,任意形状を有する薄肉シェル構造の離散

化極限解析に用いる平板剛体要素モデルの定式化を行っ

た　　　　　　　　　　　　　　　(1981年2月28日受理)
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