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1.序

直交曲線座標系における座標曲面として定義される薄

肉シェル構造の離散化極限解析用曲面剛体要素モデルを
一般的に誘導する.この離散化モデルの物理的概念は,

すでに川井により提案されている平板曲げ問題および平

面問題の極限解析用剛体･ばねモデル1)･21に基づく.

2.直交曲線座標系における剛体変位関数

直角座標系(X,y,g)における微小ひずみを零と置くこ

とにより,次式を得る(Fig･1を参照)･

E｡- ∂u/∂X-0

Ey- ∂V/ay-0

81- ∂W/∂2-0

rJy- ∂u/ay + ∂zZ/∂X -0

γ93- ∂V/∂Z + ∂W/ay -0

rz=- ∂W/∂X+ ∂u/∂g -0

(1)

(1)式を積分することにより,直角座標系(X, y,a)に

おける剛体変位関数

u=a22-a3y+a4

V=a3X-alg+a5

u7=aly-a2X+a6 ) (2)
を得る･ここに.al,a2.a,はX,y,g軸まわりの回

転変位, a｡,a,,a6はX,y,Z軸方向の並進変位であ

る.

直角座標系(I,y,a)と

X-X(X',y',Z′). y-y(X',y',Z′), g-a(X',y',Z')

(3)

なる関係にある任意の直交曲線座標系(X′,y'.Z')を考え

る. (2)式にベクトル成分の変換公式を適用することに

より,直交曲線座標系(X',y',3′)における剛体変位関

数

a I-(1/91 )((ax/ax')a+(ay/ax′)V+(∂Z/∂X')W)

V I-(V92)((∂X/ay′)u+ (ay/ay')V+(∂Z/ay′)wl

w'- (V93)( (∂X/∂Z ′)u+ (ay/∂Z ′)V+(∂g/∂g')a)

*東京大学生産技術研究所　欝2部

X (a)　X′(uつ

Fig･ 1 Coordinates and displacements

を得る･ここに, 91,92,93は直交曲線座標系(xl.y'.g′)

の第1基本量であり,次式で与えられる.

91-((ax/∂X,)2+ (ay/∂X′)2+ (∂Z/∂X′)2)112

92-((ax/ay′)2+(ay/ayJ)2+ (∂g/ayJ)2)1/2

93- ((ax/∂Z ′)2+(ay/∂2 ′)2+ (∂Z/∂Z ′)2)1J2

(5)

(2). (3)式を(4)式に代入することにより,

u′(X', y', 2′)-hり(X', y′, Z′)aj

v ′(X′, y'.Z′)-h21(X', yJ. Z′)a,A

uJ′(∬′. y',Z′)-h｡)(xJ. y', Z')a,

(6)

を緒る(右辺は総和規約に従い. j-1, 2,-,･･･, 6である

以下同様).

ここに.

hll- (1/91 )((∂Z/∂X′)y-(ay/∂X′)3 )

h12-(1/91 )†(∂X/∂X')a-(∂Z/∂X')X)

h13-(1/91) ((ay/∂X′)X-(∂X/∂X′)y)

h14- (1/91 )(∂X/∂X′)

hlS- (1/91 )(ay/ax')

h16-(1/91)(∂Z/∂X′)

h21-(1/92)†(∂Z/ay')y-(ay/ayJ)a)

h22-(1/92)((ax/ay′)a-(∂Z/ay′)I)

h23= (1/92) ((ay/ay')㍗-(∂X/ay')y)

h24-(1/92) (ax/ay')

h25-(1/92)(ay/ay′)

(7)
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h26-(1/92)(∂Z/ay')

hal-(1/93)((∂Z/∂g′)y-(ay/∂Z')a)

h32-(1/9,)((∂r/∂g′)a-(∂Z/∂Z′)xi

h33-(1/93)((ay/∂Z′)I-(∂X/∂Z')y)

h34-(i/93)(∂X/∂Z′)

h35-(1/93)(ay/∂Z ′)

h｡6-(i/93)(∂Z/∂Z')

である･ (6), (7)式により.未知係数al.a2,･･･Ha8

により表現された,直交曲線座標系(X',y'.Z')におけ

る剛体変位関数の一般形が与えられた.

次節では,直交曲線座標系(X'.y',Z′)における1座標

曲面

Z′-const　　　　　　　　　　　(8)

により中央面が定義される薄肉シェル構造を考えるが.

この構造に対する剛体変位関数は, (6)式より

u′(X′,y′)-hl,(X′. y', C)a,

V′(X′.y′)-h2,(X′. y'. C)a,

u)′(∬',y')- h3,(X′. y', C)a,

(9)

と表される.この場合, u′. V′が面内変位. uJ'が面外

変位を意味することになる.

3.曲面剛体要素モデル

(8)式により定義されるシェル曲面を,形状近似を含

めずに任意の剛体曲面三角形要素メッシュに分割し,防

接する2つの剛体三角形要素はその要素境界において.

互いの相対的運動に抵抗するばね系により連結されてい

るものと考える･代表的な2要素をFig.2に示す.

3. 1要素境界の剛性特性

(i)要素の剛休変位関数

Fig･2の2要素A, Bの剛体変位関数はいずれも(9)

式により表現される.各変位成分に下添字A, Bを付し,

未知係数をそれぞれaf, aヲとして両者を区別する.

(ii)相対変位

2要素A, B間の相対変位は,一般には次式の6成分

により定義される.

¢S-ls(aP-aH+ms(aぎーa含)+ns(粛-a告)

¢t-lt(aP-af)+m,(aぎーa倉)+nl(a号-a告)

如- ln(a仁aチ)+mn(a警-a告)+nn(a雪-a告)

8S- tl(uL)M+ m(Vム)MJ- tl(u'^)M+ m(Vム)M)

- flhl,(xil, yん, C)+mh2j(ね, yん, C))

(aデーaf)

8,- fL-m(uL)M+i(vL)Mトトm(ui)M

(10)

+l(vi)M)-トmhり(Xふ, yん. C)

+lh2∫(Xん, gil , C))(aラーa∬

8n- (u,i)M- (a,i)M-h3,(xi,. yん, C)(aヲ-a,4)

ここに,

Fig･ 2　Two adjacent rlgid elements

ls-cos(S.X). ms-cos(S,y), ns-cos(S.a)

ll-COS(i.I), m,-COS(i,y), n,-COS(i ,a)

ln-cos(n,X). mn-cos(n,y), nn-cos(n,2)
(1日

l-cos(S, X'), m-cos(S, y')

(10)式における(¢S,¢1.め")は(S,i,n)軸まわりの

回転相対変位であり, (8S,8,,8n)は要素境界辺13の中

点Mにおける(S,i,n)軸方向の並進相対変位である.

なお.直角座標系(S,i,n)の成分S,tは点Mにおけ

るシュル曲面の接線座標,nは法線座標であり.Sは境界

辺13方向とする･ (¢S.如,8n)は曲げ挙動に開通してお

り,それぞれ曲げ変形.ねじり変形,面外せん断変形を

表現している･また, (如,8S.8,)は面内変形に関連し

ており,それぞれ面内回転変形,面内せん断変形.面内

直接変形を表す.

相対変位と剛体変位関数の未知係数との関係は, (10)

式より

fd)-lB]ta)

ここに

(d)i-L¢Sか¢町8S81 8n｣

(a)i-Lap 0才･･･--a6A aP a2B -･･････ag｣

(12)

とマトリックス表示できる.

(皿)要素自由度

要素自由度の選択は一意でない.最も一般的には,(9)

式の剛体変位関数における未知係数a,U- 1, 2,･･････, 6)

をそのまま要素自由度とすればよい.この場合,各剛体

要素は独立に6自由度を有し, (10)式の要素間相対変位

の全6成分が許されることになる.

ここでは絵自由度教を極力減らすために,節点(三角

形頂点)に践たわみの自由度(uJ:.),要素重心点に面内変

位の自由度(u;,V;,o;)を設定し,これらの要素自由度

と未知係数a,の関係を定めよう.

Fig･2の要素Aにおける要素自由度と未知係数aタの

関係は次式により表される.

uJl'- h3)(xl'. y.I. C)aタ

uJ;- h3,(X;, y2', C)aチ

u131- h3)(Hal. yi, C)aク

u三-hlj(xg, ySl, C)a}4 (13)
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vi= h2j(xi. y61. C)aタ

05'- (1/2 9192)(∂(92V′)/∂X′-∂(glu′)/∂y')I'X;, y;, C)

- (1/2 9192)(∂(92h2j)/∂X′

-∂(glhl,.)/ay'Ht35,,yg,C'･ aチ

同様に要素Bにおける要素自由度と未知係数a亨　の関

係が

a,31 -h3,(I,I, y,I, C)aヲ

uJ41 -h,}(xi, y.I, C)aヲ

uJl'-haJ･(xl', yl', C)aヲ

u6'-hl}(X;. y61.C)aヲ (14)

V6'-h2)･(X6', y;, C)aヲ

06'= (1/2 9192)(∂(92h2∫ )/∂xJ-∂(glhl,)/ay')J

(=6,'y'6･ C) I aJq

と定まる･ (13), (14)式をaJ,a字について解くことに

より,剛体変位関数の未知係数と要素自由度の関係とし

て,マトリックス表示による次式が得られる.

fa)-lA](UJI

ここに　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(15)

fu')-Lw.'u'昌L'31 u'4'uSJ v5'0,'u6'vS'06'｣

要素自由度を上述のように設定した場合,要素間相対変

位成分として必要なのは, (10)式におけるめい如, 8S.

81のみであることは明らかであろう.すなわち,節点に

横たわみの自由度を設けているため,横たわみは節点に

おいて連続となり,ねじり変形と面外せん断変形は無視

される.

(iv)合応力

剛体要素A, Bは. (10)式の相対変位成分(¢S,6,,

如,8S.8,,8n)に抵抗するばね系(kmk,(,k川,kbs.

kpL.kb乃)により結合されているものとする.変形後にそ

れぞれのばねに生ずる力は,マト))ックス形で

ここに

(S)-lD] td)

(S)1-LMs M, M"Ns NI Nn｣

[D]- ｢k,s A,, A,nkPs kb, kbn｣

と表現される, (並)で述べた相対変位成分の物理的意味

との対応より, (Ms.Mt,Nn)は曲げモーメント,ねじ

りモーメント面外せん断力であり, (Mn,Ns,Nl)は

面内モーメント面内直接カ,面内せん断力である.過

常用いられる単位長さ当たりの合応力は. (16)式の各成

分を要素境界辺13の長さで除したものである.これを

fs)- LMs Mt MnNs NI Nn｣

と記す･なお,要素自由度を(15)式のように設定した場

令, Ms, Mn･. Ns, NLのみが必要となる.

(Ⅴ)剛性マトリックス

剛体要素間を結合するばね系に貯えられるひずみエネ

ルギーは, (12). (15), (16)式を用いると

V-i(dILfs)

-ifd)'lD]Id)

-与†a)'[B]E[D][B]ta)　(18a)

-iIu,)LlA]tlB]'lD]lB]lA]tu,) (18b)

と表される･ (18)式にCastiglianoの定理を適用するこ

とにより,次の剛性関係が定まる.まず. 1剛体要素に

独立に6自由度を設定する場合は, (18a)式より

tR)- (aV/aa)-lk]ta)

ここに,

(1HL-LL5M5 N5 X5 YS Z5L8 M6 N6

X6 Y6 Z6J

lk]-lB]tlD]lB]

(19)

であり,剛性マトl)ックス[k]の大きさは(12×12)

である.また, (15)式のように要素自由度を設定した場

合は(18∂)式より

(R']- (aV/au')-lk]tu')

ここに

IR')1- LFl'F2'F; F.'X5'Y三MSl X6J　(20)

Y; M6'｣

[k]-[A]l[B]i[D][Bl[A]

となり.この場合の[k]ほ(10×10)である.

3.2　境界要素

任意の境界条件を容易に導入するためには,構造の境

界上に剛体線要素を設けると都合がよい.この境界剛体

線要素と内部剛体三角要素間の剛性特性は. 1剛体要素

に独立に6自由度を設ける場合は, Fig･2における節点

2あるいは4が点Mに一致しているものと考えれば.前

項の定式化を何ら修正することなく得られる.しかし.

(15)式のように要素自由度を設定したい場合は,若干の

修正が必要となる･すなわち. Flg72の要素Aを線要

素とする場合は.要素自由度としてW2'の代わりに点

MにおけるS軸まわりの回転変位02Jを採用し,(13)式

の第2式を

02'- lsaチ+ msaを+nsa3A　　　　　　　(21)

としなければならない.ここに. (ls.ms,ns)は(ll)式

に与えられている.また,要素　B　を線要素とする場合

は,要素自由度W.)の代わりに点MにおけるS軸まわ

りの回転変位βiを採用し. (14)式の第2式を

Oi - leap+msa2B+nsa3B　　　　　　　(22)
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とすればよい.

3.3　要素分割線

要素分割線(要素境界線)は,シェル曲面を定義する

直交曲線座標系の種類によらず同一の数学的意味を有す

る測地緑により定義するのが合理的であるが,簡単には

直角座標平面に写像された(X′, y′)平面における直線,

すなわち, Fig･2における境界線13を例にとれば

X′(i)-(1-E)xl'+ X三

y'(E)- (1-E)y.I+ y3'　　　　　　(23)

0≦E≦1

を採用してもよいであろう.円筒シェル曲面のような可

展面においては両者は一致する.いずれにせよ要素境界

線が数式表示されて初めて,点Mの座標値,接線座標

(S.i),法線座標nなどが決定される.

3.4　ばね定数

弾性変形時のばね定数は,すでに平板曲げ要素ll,辛

面要素2)において用いられているのと同様の方法で-　す

なわも,要素境界線における曲率とひずみを(10)式の相

対変位成分を用いて差分表示し通常の応カーひずみ関係

式に代入することにより,次式のように決定される.

A,S-2 Dl13/(ll+l2)

k,I-2 D (1-y)l13/(i.+l2)

A,I-kpt l12,/12

kbs-Ell｡ i/(1+i,)(dl+d2)

kpl-Ell｡t/(1-y2)(dl+d2)

kbn-aEll,i/(1+i,)(ll+l2)

(24)

ここに, Jl｡はFig･2における境界線13の長さ, /1,/2.

dl,d2　はそれぞれ点2, 4, 5, 6から境界線13に降ろ

した垂線の長さ, Dは板の曲げ剛性. t　は肉厚.αは有

効せん断係数である.

塑性変形時の[β]マトリックスは,適当に仮定され

た降伏関数

I(Ms/MsD , Mt/M川, MJM"0 , Ns/Ns｡ ,

〃f/〃川. 〟"/〟"0)- 0
(25)

を塑性ポテンシャルとして塑性流れ別により定められる.

ここに,下添字0ほ各合応力成分の全断面塑性値を意味

する.塑性状態における[∂]マトリックスは一般に非対

角項を含むことに注意されたい･

4.結　　　語

本報告では,任意の直交曲線座標系により定義される

シェル構造の離散化極限解析に用いる曲面剛休要素モデ

ルの一般的な定式化を示した. 3節で誘導した要素境界

の剛性特性を通常の直接剛性法の手順に従い全要素境界

について加え合わせることにより,全体構造系の剛性方

程式が構成され.有限要素法における荷重増分法の手順

により最終強度解析が可能となる.本定式化の代表的な

適用対象は,円筒殻,球殻,トロイダルシュルなどであ

る.

(1981年2月19日受理)
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