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竹　内　則　雄*･神　尾　洋　一**･川　井　忠　彦*

Norio TAKEUCHI, Yoichi KAMIO and Tadahiko KAWAI

1.は　じ　め　に

川井によって提案された新離散化モデル1)は三次元の

一般式からすべての要素(たとえば梁,平面,平板等)

が誘導できる.梁要素もそれにもれず一般的な三次元の

式から容易に導き出せ,しかもせん断の影響を簡単に考

慮できる.2)この新離散化モデルは始め物理的考察に基

づいて開発されたもので,数学的厳密さに欠けていたが,

最近になって都井3】や渡辺4)らがこの新離散化モデルの

梁要素はHughesらの提案した有限要素モデル5)と等

価であることを指摘した.新しい梁要素は剛体変位場を

仮定しているためせん断の影響が簡単に入るなど有利な

点も多かったが,一方では仮想ピン要素の導入といった

プログラム上のテクニックを多少必要とした･しかし,

彼らの議論によりその欠点を取り除くことが可能となっ

た.

さて梁要素は通常の骨組構造のみならず,杭や矢板等

のように弾性床上の梁としても多く用いられる･有限要

素法(変位法)により弾性床上の実の問題を解く場合,

関数を含む複雑な剛性行列を作成しなければならず取り

扱いの面で多少面倒な点があった･しかし,新しい梁モ

デルでは弾性床上の梁をあたかもバネ支点を持つ梁のよ

うに扱うことが可能であり,取り扱いが非常に簡単にな

る.61これは骨組構造と平面要素を組み合わせた著者ら

の方法7)と同様に新しい梁モデルが剛体変位場を仮定し

ているためである.

本論文では都井,渡辺らの議論と著者らの方法から新

離散化モデルの梁要素を再検討し,新しい梁モデルを用

いた弾性床上の梁の解析法を提案する･さらに二三の数

値計算例を示し,その有効性を立証する･

2.梁要素の剛性方程式

三次元の一般式から梁要素の剛性マトリックスを誘導

する方法は文献2)に与えられている.ここでは別なア

プローチで説明を行う.今簡単のため問題を面内荷重を

受ける二次元状態とし,要素の重心に図2 ･ 1に示される

ような剛体変位仔すず)を考える･ここで,上付きの
~は局所座標系の成分であることを意味する･
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図2･1　新離散化モデルの梁要素

さて, Ⅰ要素とⅠ要素の結合部に(2･1)式で示され

る軸力,せん断力,曲げモーメントに抵抗する3種のス

プリング(k〃,ks,kM)を設定する.

〔β〕 -

lko"k s kOM]

kN- 2EA/(ll+l2)

ks-2aGA/(ll+l2) (2･1)

kM-2EI/(i.+l2)

ここで, EIは曲げ剛性, GAはせん断剛性, EAは軸

剛性, αは有効せん断係数を示す.さて,この3種のス

プリングに貯えられる歪エネルギーは重心の剛体変位を

用いて以下のように表される.

V=VN+Vs+VM

(

(2･2)

VN=kNC62一高)2/2 -kNSN2/2

vs-ks((62-l282/2)- 51 +l15;/2))2/2-ks8S2/2

VM-kM(82-g.)2/2-k岬2/2

ここで, BN, 8S, pは相対変位ならびに相対回転角でマ

トリックスを用いて次のように書き表すことができる.

(;S")-[-zl

0　　0　1　0

-1 -ll/2　0　1

0　　-1　0　0

(2･3･a)

あるいは簡単に次のように書く.

†8)-〔B〕(瓦)　　　　　　　(2･3･ b)

したがって, (2･1)式(2･3)式から(2･2)式の歪エ

ネルギーはマトI)ックスを用いて次のように表される.

V- (8)T[D](8) - †高)T[B]T[D][B](高)

-伝,)T[K](面,) ([豆]-[B〕'[D][B]) (2･4)

以上のようにして得られた局所座標系に関する歪エネル

ギ-の式を全体座標系の重心変位fzEJにより表すと以下
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のようになる･ここで[T]は座標変換マトリックスである･　　することができ汎用的になる･本論文の数値計算例はす

V-tu.1)T[T]T[K][T]fu,)-fu.1)T[K]tu,) (2 I 5)

([K] -[T]'[豆][T])

lT]-

cosβ -sinβ

sinβ　cosJ9

0　　　　0 ]

0　　0　1

このようにして得られた歪エネルギー(2･5)式に,カ

ステリアーノの原理を通用すると最終的に以下の関係式

が得られる.

(監)-tRI-[K](ui)　(2 ･ 6)

部材力はバネの設置された要素の結合部で以下のように

求めればよい.

†X)-[D][B]tTHu,)

3.部材接合部の処理方法

(2･7)

一般に,骨組要素は直列に結ばれている場合ばかりで

なく隈角部のように角度をもって結合していたり異材料

と結ばれているケースが多い.このような場合,新しい

梁モデルでは質量や長さを持たない仮想ピン要素(図3･1)

を媒体として部材を結合させていた.しかし,この方法

は従来の有限要素法の発想から生じないため,プログラ

ム利用者の入力データミスを引き起こす原因の一つとな

っていた･そこで,都井や渡辺らの議論を考えその方法を

採用する.詳細は文献3)4)に譲り概略のみ記述する,

図3･2を参属して説明する.新しい梁モデルでは剛体

変位場を仮定するため各部材の重心A～Eに自由度を持

つ･そして,各要素の重心にはさまれた接合部で剛性行

列を作成し全体剛性行列を組み立てる.そこで,かりに

⊂コで示される部材(二つの要素の重心点を節点とする

部材)を考え,この部材について剛性行列を作成すれば,

この剛性行列は本来の新しい梁モデルとまったく同様で

あり,積分点の取り方でHughesの要素と考えることも

可能である･図からも理解されるように,境界近傍やピ

ン要素が含まれている近傍で要素分割を細分すれば,従

来のピン要素という概念を使うことなくその影響を考慮

こここミミ7f- -- :-

図3･1　仮想ピン要素

C D E

1　　　　2　　　　　　3　　　　　4

図3･2　新離散化モデルの梁要素とHughesの要素

ベてこの方法を用いた.

4.弾性床上の梁の解析
一般に弾性床上の梁では要素のたわみがあるとそのた

わみに抵抗するバネが分布しているため反力が生ずる.

したがって要素のたわみを与える4階の微分方程式にた

わみの関数が含まれ,要素剛性マトリックスの作成はも

はや単純にはゆかない･これを避けるために近似的にバ

ネ支点を用いる方法も考えられるが,バネ支点の間隔に

より大幅に解が異なるので実用的にはならず,結局複雑

な剛性マトリックスを作成して解いているのが現状であ

る･ 4階の微分方程式にたわみの一次関数を用いただけ

でもその剛性マトリックスは複雑となるので,地盤と梁

との摩擦など到底考えられないし,地盤バネが非線形と

なれば,その剛性行列の作成は想像を絶する,

さて,ここで,骨組要素と平面要素を結合した著者ら

の方法を考えてみる.このとき,剛体変位場を各要素に

ついて仮定し,平面要素と骨組要素の間に平面要素とま

ったく同様なバネを分布させていた.これは骨組要素に

ついてみれば重心点に集中化を行った支点バネを持った

のと同様になる･そこで,新しい梁モデルを用いる場合,

上記の方法と同様に要素の重心の変位に抵抗する支点バ

ネを追加すれば近似的ではあるが弾性床上の梁と同様な

解析を行ったものと考えることができる.図4･1(a)

は剛体変位場を仮定した一つの梁部材が弾性地盤上にあ

るという状態をモデル化したものである. kh, ksはそれ

ぞれ,垂直,せん断の地盤反力係数である.梁要素は剛

体変位場を仮定しているので地盤反力は線形分布をする

ものと考えられる･そこで,次のような3種のバネを重

心に設定し支点バネとする.

KhV-JJTikh(V･圭o)dx- (kh ･l,v

K,0-J擁+圭e)xdx-(khl3n2) ･e

Ksu -J㌔ ksudx-(ksl)･u

/, Kh-khl

K,-khl3/12

Ks-ksl )　(4･1)

上記の関係から地盤反力Rは次のようにマトリックス

を用いて表すことができる.

R--

lKos Kh KO,](:a)
--ku　　　　(4･2)

令,全体剛性行列を組み合わせた時の連立方程式が以下

のように与えられる.

)lJJIJHJHMJJJ)IJlJIJH=JJHH)JlllJl‖lJlLJJLJHlH)川‖JIHH)川HHHllIlJLMll川HH)日lJIHHJJl)HJH‖ll川JllllHIllJl日日lIIJllJ日日IJIJll)HHJl川HJH日日lJH‖lIHIHJHJIJIH=ll)I川lHI川Il川HIHlIIIIlHlHHHlHHJ‖)HLJll川Il
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5.数値計算例

･主-二　≒〒

(a)弾性床上の梁の地盤バネ(b)積分後の弾性床上の梁の地盤バネ

図4･1新しい弾性床上の梁

Ku-P+R

-P-ku (4･3)

地盤反力が今の場合(4･3)式からも理解されるように

未知数となっているため,最終的に次のような方程式を

解けばよいことになる.

(K+A)･u=P

ここで, Pは荷重項を示すものとする

(4･4)

数値例として図5･1に示す地中の単杭の問題を取り上

げた.材料定数は図に示す通りであり,荷重条件として

杭頭にせん断力を与えた場合と曲げモーメントを与えた

場合の2通りを考えた.また境界条件として杭頭を図に

示す3つの状態に分けてそれぞれのケースについて計算

を行った.図5･2-図5･7は本法による計算結果と解析

解を比較したものである.要素分割は4, 8,16の3種類

を考えている.図の左下が曲げモーメントを正解と比較

1    2
iO;25　9　0　9　l　　ヲ

以上のように,要素内変位場を剛体と仮定することに　1.10

より分布バネの集中化が行え,近似的とはいえ要素分割

にあまり左右されない支点バネを用いた弾性床上の梁を　1･05

考えることができた.このような支点バネ的な考え方か

ら摩擦等の影響を簡単に取り入れることができる･これ

はせん断バネ範の存在からも明らかであろう･支点バ

ネの利点は計算プログラムが非常に簡単であるばかりで

なく地盤の破壊を考えやすいことにある.今回のモデル

ではせん断バネも含まれているので.接触面においても

モール･クーロンタイプの破壊規準を導入することも可

能である.また梁要素については従来の川井モデル21で

あるから簡単に塑性ヒンジを導入することができる.

本報では主に弾性解の精度を検討することによりモデ

ルの妥当性を示す.

常常常]L
Tip-Free Tip-Hi喝ed Tip-Clamped

Material Properties

Modull】S Of deformation

Coefficient of horizontal subgrade

Moment of inertia

Diameter　　(β)

Plle length　(L)

Shear force (P)

Bending moment (〟)

350 000 1くg/cm2

0. 5 kg/cm3

103 200 cm4

40 cm

l 000 cm

2000kg

300 000 kg･cm

図5･1　数値計算モデルと材料定数

1.00

4　8　　16

図5･2　先端自由･荷重肘の計算結果と正解との比較

図5･3　先端ヒンジ･荷重Mの計算結果と正解との比較

図5･4　先端固定･荷重〟の計算結果と正解との比較
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表5･1　本モデルによる変位解と正解との比較

TOi5　~0;25　9　04ー=｣
1

1 1　.I_　　　　　lLIO.0
4　8　16　　　　(m)

図5･5　先端自由･荷重Pの計算結果と正解との比較

Tip-FREE 儺IP-HINGED 儺ⅠP-CLAMPE 

EX- 泌Rﾒ�EX_ 泌Rﾒ�EXー 泌Rﾒ�

ACT 番U#�ﾒ�4�ﾂ�ACT 番U$辻�4�ﾂ�ACT 番U(uBﾒ�4�ﾂ�

P-2.i ��緜ツ��0.6709 ��緜ゴb�0.6756 ��緜��"�0.6725 0.6871 0.6877 �0.6858 0.6864 �0.6818 0.6821 

M-3.tm ���3S3"�0.3087 ���3S3��0.3093 ���3S�2�0.3065 0.3423 �0.3429 �0.3396 

0.3505 �0.3511 �0.3476 

表5･1は変位解を正解と比較したもので上段が4分乱

中段が8分割,下段が16分割の場合の計算結果である.

新離散化モデルは一般に変位の信頼性が低いが,梁要素

2(tm)　については変位も十分精度があるものと思われる･解が

図5･6　先端ヒンジ･荷重Pの計算結果と正解との比較

図5･7　先端同定･荷重Pの計算結果と正解との比較

したときの各要素分割に対する収束状況を杭の深さ方向

に対する点でプロットしたものである.どのモデルも,

おおむね10分程度で良好な結果を与えている.図の中央

は変位を正解と比較したもので分割が粗くても長好な一

致を示すことがわかる.右側は16分割の場合の曲げモー

メントを正解と比較したもので誤差は図から読みとれな

い程度に良好な一致を示した.

多少大き目に出るのは剛体変位場の仮定からくるものば

かりでなくせん断変形の影響を考慮したためであると思

われる.

6.む　　す　　び

新しい梁モデルを利用して弾性床上の梁の解析を試み

た.弾性床上の梁は杭ばかりでなく矢板やパイプライン

の問題等へも応用が可能で,かなり広範囲な領域で使用

することができる.本報はそのような問題への適用可能

なモデルを開発し,その弾性解の精度を調べたものであ

り十分使用可能であることが理解できた.

(1980年9月5日受理)
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