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塑性変形のサブレイヤモデルに.ついて
OTI Sublayer Model Simulation of Plastic Behavior

山　田　嘉　昭*･黄　　佑　　民*

Yoshiaki YAMADA and You-min HUANG

1.ま　え　が　き

サブレィヤモデル(sublayer model)は,フラクショ

ン(fraction)あるいはオーバレィ(overlay)モデルと

も呼ばれ,実在の材料のひずみ硬化特性を,並列に結合

した幾つかのモデル要素の力学的特性により,多曲線近

似の形で表現することを目的として導入されたものであ

る.このモデルは, PragerとHodgeの著書lIにより

広く紹介されたが,その起源はDuwez2･3)に遡ることが

できるようである.その後,数値解析とくに有限要素法

の進歩により,サブレィヤモデルを計算プログラムに組

み込み,圧力容器や配管の構造解析に適用しようとする

試みが多く行われるようになった.4～7)このモデルの適用

にあたっては,いずれの場合も,構成要素のヤング率E

を共有の一定値としていることに,共通の点が認められ

る.ところが,全体の挙動に対する各構成要素の寄与を

表す面積率あるいは体積率については,理論的な取扱い

や,配分の決定にいろいろな差異がある･本稿は,筆者

らの定式化を示すとともに,いままでに提案されたいろ

いろな方法相互の関係を明らかにし,非弾性解析におけ

る本モデルの応用を容易にすることを目的とするもので

ある.なお,モデル構成要素は直線硬化の特性を有して

いてもよいが,ここでは議論を簡単にするため非硬化性

の完全弾塑性材料としている.

2.一次元または単軸モデル

図1は,実在の材料の単軸応力-ひずみ曲線を,多直

線からなる折線によって近似して得られた繰図を表して

いる･図2に示すサブレィヤモデルは,このような単調

増加の負荷における応カーひずみ曲線ばかりでなく,逆

方向負荷におけるBauschinger効果,あるいは繰返し

負荷におけるヒステリシス･ループをシミュレートする

目的で導入された力学モデルである.図2では,簡単の

ためモデル要素の数は3つになっているが,一般的な議

論ではn個とする
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図1多直線近似の応カーひずみ曲線
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図2　サブレィヤモデル

本節の一次元モデルは,図1のように近似される単軸

応力場の応カーひずみ曲線のみに注目し,これを図3に

示す特性を有する非硬化の完全弾塑性材料によりシミュ

レートしようとするものである. Hunsakerほか4)が有

限要素解析に用いている方法は,これと同じである.以

下,議論を簡潔にするため,すべての構成要素は同一値

のヤング率居を有するものとする.

図3によれば,各モデル構成要素に降伏を生じるとき
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図3　一次元モデル構成要素の特性

のひずみ値は,要素番号の順序に81<E2<83<･.･とな

っている･したがって,要素1に最初の降伏を生じ,こ

の状態でのひずみE　において,サブレィヤモデルが受持

つことのできる荷重Pは

Pl-AIEEl+(A2+A3+-+An)EE

-AIEel+(A-Al)Ee　　　　　　　( 1 )

ただし

〟

A-∑A.･
1=l

(2)

Al,A2,-,Anは各要素の断面積, Aはそれらの総和を

表し,サブレィヤモデルが実在の材料の単軸応カーひず

み曲線を表すように,.面鏡比A./A,..･,An/Aを定める

ことがここでの課題である.

式(1)に対応する負荷の状態は,図1の応カーひず

み曲線上では,線分ABによって与えられる.したがっ

て,式(1)と同じひずみC　に対応する荷重Plとして

Pl-AEel+AEll(E-81)

=A(E-EEL)8.+AElle　　　　(3 )

式(1)と式(2)の荷重が等価でなければならないこ

とから

Al _a-Etl

A E
(4)

以下同様にして,要素2, 3,-に降伏を生じた状態を考

え,各要素の面積比を次のように決定すればよいことを

容易に示すことができる.

4&=EEl-E紹　∠生=Et2-Ez3 ...

A    E  I A    E

&-Et･--Ez･n,ただし, El,n-0

A E

したがって

(5)

Al十A2_EIEt2　Al+A2+A3_EIEt3

A E　'　　　A E

(6)

ここでの一次元モデルでは,図3からも明らかなよう

に,各要素の降伏応力は

Yl-Eel, Y2-Ee2, Y3-EE3,　　　　(7)

式(4)や式(6)の関係を用いると,式(7)のY2,

y3,-が次のように表されることは注目に値する.

Y2-Yl+E(82-81)-Yl巧至諾･

Y3 -Y2 ･E(83 -82)-Y2+ 1 _E(th(lei-Ae22))A ･ -

(8)

式(8)は,次のような考察からも導くことのできるも

のである.いま,図1の線分ABの部分について考える

と, AB間における荷重の増加はAEEl(82181)である.

モデルにおいて,この荷重増加を受け持つのは,弾性状

態を保っている面積(A-Al)の部分である.こうして,

式(8)のy2に対する表示が得られ,以下同様にy8,

-　についての表示を得ることができる.

3.三次元状態を考慮したモデル

この節で取り扱う方法では,単軸応力場における応力

-ひずみ曲線ばかりでなく, 3軸状態における挙動につ

いてもシミュレーションが行われるように,サブレィヤ

モデルにおいて,各構成要素が占める比率を定める.≡

次元のシミュレーションであるから,この場合の比率は

面積比というよりは体積比を表すものとみるのが自然で

ある.

材料を等方かつ非硬化性と仮定し, Misesの降伏条件

を塑性ポテンシャルとする場合,軸応力JJのみを受け

る弾塑性材料の構成方程式は次のように表される.8) ox

のみの単軸応力場では,相当応力盲と偏差応力が

言-oE･ 0;-‡oc･ Oy-03--i-oa (9)

のように与えられることに注意して
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二211])(ddd:E:I) (10)

ただしp-(冒:≡:監護芸:≡芸ヒ

ここで, V　はポアソン比を表している.

要素1のみが降伏し,残りの要素が弾性の状態にある

場合に対して式(10)を適用すると,サブレィヤモデル

において横方向の応力増分が零という条件から次の関係

が導かれる･対称性からdey-deZが成立することに注

意して

AIE
dqy-dog- (1+y)(1-2y) (〃der+dCy)

･謹告(deE-dey)

･ (1(.AJ)flltE2〃) (ydCE+dEy)-0

(ll)

ここで, Alは要素1の体積, (A-Al)は要素1を除い

て弾性状態にとどまり,まだ降伏していない要素体積の

総和(A-Al)-A2+A3十･･･+Anを表すものと解する.

式(ll)から

蕊(vdeE･dEy)十号(dEc-dey)-0 (12)

上の式において,各要素に共通として取り扱ったひずみ

増分dEcとdEyは,実在の材料のひずみ増分でもあり,

Misesの材料では相互に次の関係によって結ばれている.

dEy- -ydeEe -IdEEP= -vdEcc-i(dCx-dexe)

- -Idex･(I -y)deEe　　(13)

ただし, dEEe　とd6㌔は軸方向ひずみ増分の弾性および

塑性成分を表す.

応力増分をdo　とするとき, dEEC=do/Eである.一方

において,要素1のみに降伏を生じている図1の線分

ABに対応する状態では, do-EEldEgの関係が成立す

る･したがって,式(13)は次のように表示されること

になる.

dcy-[-i+(I-〟)告]dex (14)

以上で得た式(12)と式(14)から,モデル要素1の

割合を定める次の関係式

AI    EIE(I         "

7-E-(1-･2V)E,I/3, A-Al-∑Aj (15)}=2

が導かれる.以下,同様にして

…2=叶.
A E-(112y)EL2/3'

E-Et,Al+･-+Ai =

A E-(1-2J')Ef./3 I

冗

ただし　A-(Al+-+Ai)- ∑ AJ
j=i+1

式(16)は前節の一次元モデルにおける式(6)に代ゎ

る関係である.

ここでも,式(8)の1-Al/Aや1-(Al+A2)/A

などに式(16)から得られる関係を代入して,次の結果

が得られる.

Yl - Ee3,I

Y2 -Yl+ 3E12((ill.2;))EEL (6--Elユ) ,

Y3 -Y2 + 3E-2((ll-+2yy))EE2 (Ex3-632), -

(18)

ただし, 3軸のひずみ状態を考えているので, 81,82,

をEEl,Ex2, -　によって表し,軸ひずみであることを示し

ている･式(18)の誘導はHarper71が用いたのと同じ

論法によるものであるが,形式的にすぎるきらいがある.

そこで,以下のように別法によって式(18)の成立するこ

とを確かめることにする.また,その過程において,上の式

(18)のy.,y2,･･･が三次元の場における相当応力の意

味をもつことも明らかとなる.

議論を具体的にするため,図1の点B,すなわち要素

2にちょうど降伏を生じた状態を考えると,そこでの軸

方向ひずみはex2,横方向ひずみについては点Aにおいて
-J/exl,点AとBの間においては式(14)で与えられる増

分を生じることを考慮すると

ey2-一物･[-i+(I-〟)告](ex2-eEl)

(19)
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したがって

Ex2-egョ-(1+y)Exl+ 3-(1-2y)Etl/E(Ex2-Exl)
2

(20)

一方において,よMisesの条件では塑性ひずみの非圧縮性

を仮定しているので,軸方向の偏差応力最　と偏差ひず

み8;の間に,Gをせん断弾性係数として

o; -2cc; -号(Ex-ey)  (21)

の関係が成立する･ただし,単軸応力場ではEy-Ez式

(9)を用いると,式(21)から

訂-‡01-i(E3-8g)-蓋(Ex-Ey) (22)

式(20)を式(22)に代入すれば,図1の点B,すなわ

ち添字2で表される状態において

32 -31+ 3El2((ll-+2yu))Eil (ex2-Exl),盲.-EExl

(23)

yl,Y2を相当応力古1,言2　とみなせば,これは式(18)の

第1行と2行に一致する関係である.

4.む　　す　　び

本稿では,一次元あるいは三次元における材料の力学

的挙動をサブレィヤモデルによってシミュレートする場

合について,各構成要素に配分する面積あるいは体積率

の決定方法,および要素の降伏応力または相当応力値を

定める方法を統一的に取り扱った.三次元状態を考慮し

た場合の結果からは, Bessellngら5･6)が求めて使用し

ている諸関係式を導くことができる.たとえば,図1の

応カーひずみ線図の線分AB上における全ひずみ増分dE

と塑性ひずみ増分dE?の開係は

dEb-dE-dee-dCl讐-(1-普)dE (24)

式(15)をEl./Eについて解いて得られる関係を用い

ると,式(24)は

d89= 3三((11壬y2)yA)h/17A dE　　(25)

一般に, i番目の要素までに降伏を生じた段階では

2(1+y)∑AJA

dEL'-
31(1-2y)∑ AJA

dE　　　　　　(26)

終わりに本稿は,日本機械学会RC-SC55非弾性解

析の設計適用方法分科会における研究活動の中でまとめ

たものであることを述べておきたい.

(1980年6月25日受理)
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