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1.は　じ　め　に

構造物等の動的応答解析を離散化した系について行う

場合,解法としてモーダルアナリシス法がよく用いられ

る･この場合,解析しようとする系が非比例減衰を有す

るときは,系の複素固有ベクトルを求めなければならな

い.これはちょうど,質量および剛性マトリックス以外

の作用素(減衰マトリックスなど)を質量および剛性マト

リックスから得られる自然振動モードによって対角化す

ることができないケースに相当している.比例減衰系で

あるならば,質量および剛性マトリックスのみを含んだ

形の実固有値問題をサブスペース法等のベクトル反復法

を用いて解き,必要とする次数までの実固有ペアを効率

良く求めることができる.これに反して,非比例減衰系

では,同様の解法を適用して,複素固有ペアを算出する

ことは不可能である･ここでは, Jenningsりらのベクト

ル反復による非エルミートマトリックスの固有値問題解

法を,非比例減衰を含む一般固有値問題に適用を試みた

結果について報告する　こうして得たアルゴリズムによ

ってはりの横振動モードを計算し, Do喝2)のBlock-

Stodola法による結果と比較した.

2.解　　　　　法

一般に有限要素法等によって,離散化された系の振動

をモーダルアナリシス法によって解析する場合,減衰を

含む系では,次の式に示されるような2次の一般固有値

問題を解かなければならない.

(}2M+}C+K)X-0　　　　　　　( 1 )

ここで, Mは質量マトリックス, Cは減衰マトリックス,

Kは剛性マトI)ックス, Xは固有ベクトル,そして)は

固有値である･このとき, Cがレ～リー･ダンピング

(Rayleigh damping)などで与えられる比例減衰を表すも

のであれば,次の式

KX-a)2MX　　　　　　　　　　　( 2 )

で与えられる実固有億問題の解として得られる実固有ベ

クトルによってM, K,そしてCがすべて対角化可能で

ある･しかし,非比例減衰の場合にはM, Kのみでなく
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Cを含めた系の固有ペアを求めることが必要である.こ

の目的のため,最初に式(1)を次のように1次の一般固

有値問題に変換する.

Lox_-cK] (yxi-十oKOM] (gxI (3,

または

[_三二](gxI-^[三oM](yx) (4)

ただし(yxi-(lxXi･ ∫ :単位マトリックス

式(3)では,左および右辺のマトリックスがいずれも実

対称であるが,非正定借となっている.これに対して,式

(4)では右辺のマトリックスが実対称正定値であるが,

左辺は突非対称でしかも非正定値のマトリックスを有し

ている･式(3)は右固有ベクトルによって対角化するこ

とができ,式(4)は双正規直交系をなす左右の固有ベク

トルによって対角化が可能である.しかし,いずれの場

合でも固有ペアが実である保証はないため,複素空間上

でのベクトルを考えなければならない.ところが,数値

計算においては直接複素数を扱うことは避けるべきであ

る･こうして,実数表現によって複素ベクトルを取り扱

う目的で提案されたのが, JennlngSおよびDongの方

法である.

いま,Aを非エルミートマトリックスとし, j番目の

固有値をa]士iP)とし,これに結合する右固有ベクトル

をrJj=多SJ･とすると

ALT,+l'8,, rj-is,｣-

Lr, +i-S,, Y, -lS,｣
[α''こiP'｡,ニip,](5)

である,式(5)の後方から次のqJまたはqDをかけるI

qJ-持~ll']･qD-il:二; 11二;](6)
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乗罪の結果は,それぞれに対応して次のようである.

ALT･,. S,J-LrJ, S,･J

[_:I,ap]'] (5,,

ALr,+s,, T･,-S, J-

Lr,･S,･r,-S,Jl:', I;,'] (5-)

以上の結果,複素固有値および複素固有ベクトルを有

する系であっても,突ベクトルと実マトリックスで表され

た式(5′)または式(5′′)と等価に扱うことができることが

わかる, qJはJenningsら, qDはDongがそれぞれ提

案したものであり,いずれもユニタリ･マトリックスであ

る･こうしてここでの一般複素固有値問題について,最

低次のものからいくつかの固有ペアを求めるサブスペー

ス(subspace)的な方法を考えると,そのアルゴリズムは

Fに示すようになる. AおよびBを2n次元のマトI)ッ

クスとし,求めようとする固有ペアを2r組とするとき,

以下においてZkは　2nx2Y　のマトI)ックスを表すこ

とになる.

1) AZk-BZh_1

2) [a]h-ZkTAZh

3) [blk-ZgBZh

4) [b]k-J [alkek-QkAk

5) yh-Zheも

6) iti塩化

7) Zkll-Ykq

以F,アルゴリズムの各ステップについて説明すると,

1)これは逆反復の過程である.つまり

LoK二cK] (ihki-｢oK OM] (:kk二) (7,

をX々と　Ykについて解くことになるが,実際の計算で

は次式の境界にすぎないものとなる.

K:kk==X-kC_?k~1-"Yk~1) (8)

2)および3)系を2γ次元に縮小する. Jenningsらは縮

小されたマトリックスをlnteraCtion matrixと呼んでい

る･式(3)で与えられる系を用いた場合は

[a]k-Z言

L:IcK]
Zk--XkT_1 KXk-XkTKXk_I

-Xf_1 CXk_1

(9)

または,式(8)の第1行により

[a]k -Xを_1 MYk_i -XhTKXk_1　　(10)

lblk-Zg ｢oK OM]
Zk--X言KXk +XkT_1 MXk_1

(ll)

また,式(4)で与えられる系を用いた場合は

･a.A -Zt L; _三] Z点ニーXl-1 KXk I_XxhET三を-kh_1

(12)

または,式(8)の第1行により

[a]k -Xk'xk_1 +Xl_I MYk_1　　　(13)

lalk-Zt I I Z点ニーXt_lKXk+XhTxh_1

[b]k-ZI

lZ oM]
Zh-XIXk +XhT-1 MXk-. (14)

4)縮小した系での右固有ベクトルQhを求める･本報

告ではQkを求める方法としてダブルQR法3)を用いて

いる.

5)ここで元の空間での近似複素固有ベクトルYkが得

られる･ここでの演算はRayleigh-Ritzの過程に該当

している4),

6) Yhの各列ベクトルにおける最大要素を1にする1

7)式(6)に示した　qJまたはqDを用いて反復ベクト

ルを莫ベクトルにする.

以上が,本報告の方法の要旨である･これに対して,

DongのBlock-Stodola法は, 1)～3)の過程を式(3)

の代りに式(4)で与えられた系に適用したものである.

また, 4)の過程における縮小された系の固有値問題解法

にdouble diagonalization法を用い, 7)の実数化ではqD

を適用している一　なお,本報告のアルゴリズムを, qlを

用いて非エルミート行列の標準固有値問題に適用すると

Jenningsがlop -sided iterationと呼んでいる方法と

なるが,そのときの4)および5)の操作をStewart5)は

Schur-Rayleigh-Ritzの過程と呼んでいる.ただし,

Jenningsの場合, 2)と3)の系の縮小過程で　Zkllを

用いている.

3.計　算　結　果

前節で示したアルゴリズムに従ってプログラムを作成

し,計辞例題として図1に示す両端単純支持はりの問題

を取り扱い,その横振動モードを求めた.はりの断面は

直径0.2cmの円形,長さは10cm,ヤング率Eは2.Okgf/

cm2であって,比重量0.1×10-2kgf/cm3の材料からな

るものとする.有限要素分割数は10とした.減衰マトリ

ックスは,材料特性が単純Voigtモデルによって表され

その構成式が次のように与えられているものとして導い

る.

q=EE +扉　　　　　　　(15)
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ただし,再ま粘性係数を表す.はりの長さZ方向に,吹

のように7の変化を仮定することとした.

ワニaz+β　　　　　　(16)

式(16)においてα-0のときは比例減衰であるが,α≠0

であれば非比例減衰である.ここで示す計算結果では,

β-0.1×10~3 kgf sec/cm2　とし,非比例減衰の場合は

α-0.1×10~3kgfsec/cm3　を用いている.また,サブ

スペースにおいての反復ベクトルの数はr-4とし, 15回

まで反復したときの間有値の収束状態を観察した.

小さい方からの二つの固有値llと12の計算結果の収

5　　　　　　　10　　　　　　15

反復数

図2　DongのBlock-Stodola法(比例減衰)

5　　　　　　　10　　　　　　　15

反復数

束状況を相対誤差で表し,実数部を破線,虚数部を実線と

して図2-図5に示している.図2はDongのBlock-Stodola

法と同等の算法の場合であって,式(4)をアルゴリズムの

1)～3)の過程に適用し,またqDを用いている.この場合に

は,図に示した比例減衰系の結果でも十分な収束は得られ

なかった.図3は式(3)を用い,ステップ2),3)では式(9)

と式(ll)に従っているが, qについてはqDを適用した結果

で,図2と同じく比例減衰系こ対する解を示したもので,莱

数部については収束状態の改善が認められる･図4はqJ

を用いる以外は図3の場合と同じ算法であって,比例減

衰において一応10~15　あたりまでの収束が得られている.

そして,同じ算法で非比例減衰系について計算した結果

が図5である　このときの収束状態は比例減衰系での結

果を示した図4に比べて緩慢であるが,図2のDongの

方法を用いた場合などと比較すると良好である.また,

ここには示していないが,アルゴリズムのステップ2)に

おいて,式(9)の代わりに式(10)を用いた場合は収束が

遅くなる傾向があった･そのほか,ステップ6)での正規

化の過程において,各列ベクトルのノルムを1にする方

法を用いると,最大要素を1にする正規化の方法を用い

る場合に比べて収束が若干悪化する傾向が認められた.

5　　　　　　10　　　　　15

反復数

図4　本論文の方法による解(比例減衰)

5　　　　　　　　10　　　　　　　15

反復数

図3　Dongの方法の修正アルゴリズム(比例減衰)　　　　　　　図5　本論文の方法による解(非比例減衰)
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なお,本報告の計罪に用いた出発ベクトルは,次に示　　　衰系においては収束が遅れる.また,比例減衰系の場合

すようなものである.

0　　　　　　　　　01　　10　　01　　10　　･01　　10　　　　　　　　　　　0

2n x2　r

(17)

なお,図2-図5に示している相対誤差あるいは収束比

は次式によるものである.

実数部:l(Re(Jh_1 )-Re(}k))/Re(lk_1)l　(18)

虚数部: I(Im(lk_. )-Im(lk))/Im(lk_.) I (19)

ただし, Re(A), lm(A)はそれぞれ固有値の実数部およ

び虚数部を示す.

&.ま　　と　　め

DcngのBlock-Stodola法は計算畠が最も少ない利

点はあるが,本報告の数値計算例により収束の点で問題の

あることがわかった.これに対して, 2節に示したアルゴ

I)ズムにおいて,実数計算化にqJ,その他において式

(7),式(9)そして式(ll)を用いた場合には,例題で最

も良好な収束が得られた.比例減衰系に比べて非比例減

であっても,同じ系を実固有値問題として固有ペアを求

める場合に比較して多くの反復数を必要とするようであ

るが,これらは,式(8)～式(14)に見られるマトリックス

の加減算を有効桁数が制限されている電算機によって行

うことが原因の一つであると考えられる･なお,本報告

で取り扱った複素固有値問題の解法では1回の反復に要

する計算畠が多くなることから,まず質量マトI)･yクス

と剛性マトリックスのみから求められる自然振動モード

の近似ベクトルを式(17)などに代わる出発ベクトルとし,

それから減衰マトリックスを含めた場合について反復計

算を行うのが良いと思われる.以上で述べた複素固有値

問題解法における収束性を,このようにしていっそう改

善することが今後の課題であろう.

(1979年11月30日受理)
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