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新離散化モデルによる複合材料の一極限解析
-マクロとミクロを繋ぐ試み-

Llmlt Analysis of Composlte Materials by MeaTIS Of the New DISCrete Models
-An Attempt to Bridge the MacroscopIC and MICrOSCOpic Worlds一
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Tadahiko KAWAI

1.は　し　が　き

巨視的な立場では連続体として収り扱われている金属

材料も結晶学のレベルで考えると多結晶体と呼ばれる材

料である.また,これまで連続体力学の立場から研究さ

れてきた土質および岩盤力学は近年粒状体として取り扱

おうとする新しい試みが行われている.古くて新しい鉄

筋コンクリート構造は典型的な複合材料である.このよ

うな材料の変形や応力分布を連続体力学を用いて論ずる

場合素材間のとり(slip)や破断を考慮するにはおのず

と限界がある.

筆者はこの点を考燈して,不連続性(粒子性)を取り

入れた力学モデルを提案し,複合材料の強度解析を一つ

の新しい立場から試みつつある.この方法は有限要素法

の言葉を借りて言うならば簡易要素モデルを用いた一般

化極限解析法と言うことができよう.

本小論は筆者の提示した理論の概要とその研究成果お

よび将来への見通しについて述べたものである･

2,マクロとミクロの閤

一般に固体は非常にたくさんの粒子の集合体である.

これらの粒子は互いに引張り合う力が働いていてある形

を保っている.ここで言う粒子は極めて漠然とした概念

であるが金属材料の場合には一つの結晶,土や粉体,砂の

ような物質ではその粒そのものを意味するものとしよう.

このような粒子は小さくてもせいぜい10-2cmくらい

のものであるが,原子物理学や良子論の世界で扱う粒子

というのは.これよりはるかに小さい粒子であろう･パ

レット　ニックスやテテルマンらIlは取り扱う粒子の大

きさによって学問分野を図1のどとく分類しているのは

興味深い.

さてこのような粒子の集合体である固体に外力がかか

って変形するものとすれば,その変形状態は
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の二つの状態によって規定されると考えられよう.

ところがこの粗一つ-つの変形を追跡することは不可
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能であるから,当然のことながら粒子群の平均的挙動を

追跡してゆこうという考え方が生まれてくる･これがい

わゆる連続体力学(continuum mechanics)の立場であ

り,固体力学(solid mechanics)はその一分科で連続

体という立場から回路の変形や応力分布を求めてゆこう

とするものであり,材料力学,弾性学や塑性学はそれに

属する.

有限要素法はこのような固体の変形問題を近似的に解

くための一つの離散化解析法(discrete method)で有

限要素は連続的な拡がりのある固体領域をいくつかの小

さいが,ある大きさのブロックに分けた場合の一つのブ

ロックを表している.

有限要素はまたそれよりもさらに細かい有限要素の集

合体に離散化されるから.このような離散化の手続を数

千回,数万回と繰り返してゆけば,その最小の有限要素

はかなり実際の粒子のそれに近いものになってゆくであ
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図1　匿卜体力学と他の学問分野との関係
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図2　サブストテクチア(Substructure)の概念
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ろう. (図2)この考え方が有限要素法の世界,特に大規

模な構造物の解析のときに,しばしば使用されるサブス

トラクチュア(substructWe)の考え方であり,もしも

この方法が無限回操り返せるならば理論的にマクロの世

界とミクロの世界(少なくとも結晶レベルの)はつながっ

てゆくはずである.

さて,このような要素群についても当然のことながら粒

子群の場合と同様次の二つの強度が考えられるであろう.

十一　∴い..

ところがいわゆる連続体力学は要素群の平均的挙動を

追跡する■'ならされた場"の力学のあるために要素間強度

という考え方は一般に消失してしまって,もっぱら要素

内強度のみを考慮の対象としてゆく立場をとることにな

っている.著者はここに連続体力学の適用限界があると

思っている.その論拠は次の二つの例をあげるだけで十

分であろう.

(a)丸棒の振り2)

軟鋼の丸棒を換った場合の変形を従来の数理塑性学に

基づいて解析してみると図3のような結果になる｡

ところが実際に実験を行ってみると,モーメント換り

角曲線は図4(a), (b)に示すどとく大筋において図3

のそれと同じ結果を与えるが,図5(a), (b)に示した

ような二稽類のまったく異なる塑性崩壊のパターンを示

す｡これは今日の塑性学理論では説明できない事実であ

る｡

これまでの材料の強さに関する学説は,ほとんどすべ

て,連続体の考え方の上に立ち,ある点の破損や破壊が

その点の応力状態のみで決まると仮定している.中西2)

は長年に亘って行った精密かつ広範囲に亘る実験結果を

基礎として.これは実験事実と矛盾するとして独創的な

材料の破損,破壊の学説を立てた.

(b)切欠材の曲げ強度

また,近年急激な発展を遂げた破壊力学の分野での最

大の関心事はクラック先端に発生する弾塑性応力場の問

題であることは言うまでもなかろう.

一般に切欠材の最終強度を通常の有限要素法による弾

塑性解析を行ってみると真の解よりも高目の解を与える

ことが,Nagtegaalを始め多くの人々により指摘されてい

る.3)･4)

この状況を示したのが図6である.図中RBSMとある

のほ著者が最近開発を進めている剛体-バネ要素モデル

(Rlgid Body-Spring Modd)を用し)た場合の解析結果

を表す.

従来の有限要素法(FEM)は弾性域から弱塑性域(塗

性歪の小さい非弾性域)までは責の解とよく合うが,そ

れ以上荷重を殖すと求められる解は真の解と次第に離れ

てゆく傾向にあり,最終荷重は真の値よりもかなり高目
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図3　現状の数理塑性学による丸棒の換り解析結果
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(a)横断面降伏の場合

､-I-.

(b)縦断面降伏の場合

図4　丸棒の換り試験におけるモーメント携り角曲線

(中西･佐藤著,材料力学p, 13岩披全書273)
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図5　丸棒の換り試験における二つの変形パターン

(中西･佐藤著,材料力学p.22岩波全書273)

に出るのが普通である.このような結果が得られる理由

は何かというと, FEMは塑性域に入っても常に変位の

連続性を要求する連続体力学に基づいており,本来なら

とり(slip)が発生すべき個所でも変位の連続性が要求

され,これによる拘束が次第に大きく現れて計算される

荷重一塊み曲線は真の解から高い方向に向かってしだい

に離れてゆくことになるであろう.
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図6　切欠の入った2次元曲げ部材の荷重-携み曲線

Hybrid Displacement or Stress Method?

l              I

図7　FEM, RBSM, -イブリッド法の塑性問題における

適用範囲

表1 FEMとRBSMモデルの比較

要素 冽i(9>�ｺﾙ7��要素間強度 �4ｹw�j陏｢�

FEM �����6ﾒ�× �&Y�ｸ暫�稲9���ｸ暫��

RBSM ����(_〕 仂侘����ﾙ�ﾒ靆b�絢ﾒ����ｸ�鋳�

析離散化要素 �+X6ﾒ�⊂) �&Y�ｸ*�.h-��¥r�ﾞﾉ�8暫�

すなわち従来のFEMは弾性域ないしは弱塑性域まで

には適用できるが,塑性域が広礎園に広がるような強塑

性域まで適用すると兵の解とはかなり異った結果を導く

危険性がある.これに対しRBSMは本来極限解析専用

モデルとして使用すべきもので.これを弾性や弱塑性城

の解析に適用すると真の解とはかなり異なった結果を得

る恐れがある. (図7)

また従来のFEMモデルとRBSMモデルの本質的相

違をさきに述べた2種の要素内および要素外強度の立場

から比較してみると表1のようになり,望ましき新離散

モデル像はおのずと明らかになるであろう･

3.新離散化モデルの開発

前節の議論から望ましき有限要素モデルは要素内剛性

と要素間剛性を兼ねそなえたモデルでなければならない

ことになる.

このようなモデルとして著者は図8に示すように通常

94

生　産　研　究

図8　新離散化モデル　ー有限要素･バネモデル-

の有限要素モデルを2種類のバネで結合させた複合モデ

ルを考えた.すなわち相隣る要素間に働く直応力Cnと

努断応力Tsに抵抗する2種類の分布バネ系kd,ks　で

要素同志を結合させたモデルを考えたのである･

図8においてこの境界辺上のバネは一組のバネ系で代

表されているが,これは分布バネ系であると仮定する･

このバネ系をもって前述の要素間強度を表現しようと

するのかそのねらいであり,その応力一重関係式は次式

のようなマトリックス方程式で表されろものとする･

(1)

または　　f--k∂　　　　　　　　　　　　(2)

ここに, ′ほ境界辺上の境界反カベクトル(単位辺長当

たり),∂は境界辺上の隣接2要素の対応点の相対変位ベ

クトルを表す.すなわち,

8n-u,-u‥ 8S-U,-U,　　　　　(3)

である. (3)式はGoodman　の創始にかかるいわゆる

ジョイントエレメント(わintelement)のバネ系に採用

した応カー歪関係式と同じである.5)紙面の制約のため

に新離散化モデルの理論について詳述できないが.その

要点を述べれば以下のとおりである.

いま各有限要素の剛性マトリックスをK.･,節点変位ベ

クトルをu,また等価節点外力ベクトルをF,で表せば,

新離散化モデルの集合体に対する仮想仕事方程式は最終

的に次式のどとく与えられよう･

8 (持u,T K･ a, ) + 8(沖･･fK･･,uu)

一幸Su派･)-0　　　(4)

ここにK.,･は要素①と⑦の境界辺間に挿入されたバネ

の剛性マトリックスでまたu,7-a,-uJ･である･

この式で(2)式を参考にしながら
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んノ-iK.I,帆

とおくと(4)式は次式のように書き改められる

(5)

8(沖rK･ u･) +璃帰帆Iu,･,)-

一幸8-)-0 (6)

(6)式は鰭津61が命名した-イブリッド変位型モデル

(Ⅰ)に対する-イブリッドポテンシャルエネルギーの原

作である.

このようにしてんノを導入してゆくと物理的な発想に基

づく境界バネの考え方は消えて,純数学的なLagrange

の未定係数法の考え方が導入されたことになる.この

ことは,もしも境界バネの剛性が要素剛性よりもずっ

と大きければ,境界バネはほとんど変形せずに一つの要

素から他の要素に力を伝えることを意味している.この

場合の極限では通常の-イブI)ッド変位モデル(I )

(hybrld displacement model (Ⅰ ))に帰着することを

物語っている.

さて,この新離散化モデルでその要素変位場が線形の

場合には別の新しい簡易要素モデルが導けることを示そ

う.

著者は8)はさきに線形変位場uが要素剛体変位dと一

様歪Sに基づく変位の複合場として次式のどとく与えら

れることを示した.

u(X)-Hd(X)a+HE(X)s　　　　　(7)

ここにXは位置ベクトルを表し. Hd(X)およびHE(X)

は∬の一･次関数のマトリックスである.したがって(7)

式を(4)式に代入して独立変数をulから(a.8)に変換

すると最終的には次のような系全体の剛性方程式が導け

る.

円u

杓玩.I.

相川川川川と相川川川川川川u

ニ

}

J二6

円十川un相川相川相川u
＼~~　‥　　ノh<Tb瓦

d■･･,

bC.bji<b/_し

(8)

(8)式からCを消去すれば容易に次のような剛性方程

式が得られる.

Kd-F　　　　　　　　　　　　　　　(9)

ここに　K-Kdd-KdeK8-8lKed

F-Fd -KdE KEIEI Fe ) (10,

(9)式は要素の剛体変位dのみを未知畠とする平衡方

程式である.換言すると要累重心に節点をとり,その剛

体変位を節点変位とすると剛性方程式が作られることが

明らかになったわけでこれが著者が数年前に物理的な考

察から直観的に導いた剛体-バネモデルの理論的基礎を

B=_　席　研　究　　179

図9　RBSMによる2次元構造物のモデル化

EB : E一astic Body

RB : Rigld Body

､l

Normal Spring

FEM

(Fi.､ite Element Model)　　　RBSM

(Rigid Body-Spring Model)

図10　FEMモデルとRBSMモデルの相関性

与えたことになろう. (図9)

物理的には要素剛性が境界バネの剛性よりも,はるか

に大きくなった極限を考えると要素は変形せず(すなわ

ち剛体で).要素間バネのみが変形するモデルに帰着する

わけで,そこに著者がさきに提案したRBSM　モデルの

ルーツがある!.(図10)

4.薪離散化モデルによる極限解析の

一般化とその将来性

第2節において固体力学非線形問題解析における有限
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要素法の問題点について触れ. FEM解析の結果は固体の

最終状克削こ近づくに従ってしだいに真の解から離れてゆ

く傾向にあることを述べた.このことは要するにFEM

による非線形解析結果の精度については,なんら保証さ

れないことを示している.この点は前節で提案した新離

散化要素を用いたとしても同じことである･

その理由は極限解析の言葉を借りて言うならばFEM

ら, RBSMモデルも変位を未知畠にとるモデルであるか

ら,それらを用いた解は兵の解のいわゆる上界(upper

bound)を与えるに過ぎないからである.

したがってこれらの噸散化モデルによる近似解の精度

を保証しようと思えば,真の解の下界(lower bound)

の解を求めることがぜひとも必要となる･

ここに有限要素法の世界ではすっかり忘れられてしま

っている応力モデル(stress model)の重要性がクロー

ズアップされてくる.

応力モデルは本来要素内の応力の釣合いを第一に考え

要素間での変位の連続性は問題にしないモデルであるか

ら. tti=り"すなわち変位の不連続性が初めから入って

くる弾塑性応力場の解析には本質的に変位モデルにより
適しているのである･しかも一般に挟み性マトリックス

のサイズは小さく,また最大の利点としてこのモデルで

極限解析を行った場合,兵の解の下界を与えることであ

る.

しかしながらこのような数々の利点がある応力モデル

が, FEMの世界でほとんどかえりみられないのは応力

を未知量にとるため,変位モデルのように直観的でなく

その解析法は未開発の状態におかれているからである.

しかし何はともあれ以上の観点から著者の研究室では

変位型の新離散化モデルの開発と並行して,応力モデル

の開発も進めており,すでにいくつかの実用的モデルを

得ている.91さて現状の有限要素法のもう一つの欠点は計

算時間や費用が莫大にかかることである.その原因はお

そらく次の三つに起因すると思われる.

( i )大次元逆行列演算が不可避である･

(ii)荷重増分法.時間積分法による解析法が非線形

解析法の主流となっている.

(誠)繰返し浜界に対し解の計算精度の保持が極めて

困難である.

この難点を克服する道の第-は増分計昇をどうしてもせ

ざるを得ないような問題(たとえばクラックの伝播解析

など)に限り,大部分の問題を極限解析,特に仮想変形

法(mechanism method)で解析してしまうことであろ

う.その論旨を図解して示したのが図11である.

さて以上において新しい離散化モデルを開発して極限

解析法を一般化することにより構造解析,したがって設

計の合理化の道が開けてゆくであろうと述べた.しかし

ながら,その発展は今後の課題である.
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図11構造非線形問題解明のみち

まず第一に,極限解析理論は完全弾塑性体の微小変形

状態を仮定して展開された理論であるから,クラックの

発生も考えたより実際的な材料の構成式が使えるよう,

また固体の崩壊時には変形も大きくなるので有限歪の影

響も考慮した理論にまで拡張する必要があろう･また,

動的崩壊に関しては研究が未開拓で基本的な上下界定理

も定式化されていない.

このような極限解析理論が確立されたとして次に問題

となるのほ計算時間の点である.

構造設計においていま一番知りたいのは構造物の最終

強度であり,その崩壊のメカニズムである･破壊力学や

動的崩壊問題の解析においては荷重過程における変形や

クラックの発生,生長の情報が欲しい場合もあろう･し

かしながら大部分の構造設計においては弾性解析の結果

と最終耐力がわかれば,かなり設計が合理化できるので

はなかろうか.

このような観点に立って考えると極限解析法はまさし

くお跳え向きの手法ということができる.すなわち図12

`こ示したように,まず解析しようとする対象物の簡単な

模型実験を行って,変形や応力分布を計測するのでなく,

破壊や崩壊のメカニズムやパターンをできるだけ正確に

記録するのである(これは考えているほど容易ではない

かもしれない.あるいは,新しい実験技術の開発を必要

とするかもしれない).そして,その情報に基づいて対象

物のメッシュ分割を行い,メカニズムを仮定して崩壊解

析を行うのである.それも従来のような上界の解だけで

なく,下界も計昇し,その差が許容誤差の範囲を超えて

いる場合にはメッシュの最適化を行う.そして上界と下

界を設定した誤差範囲内に収まるようなところまで近づ

けられるならば,その解は十分設計に役立つものとなる

であろう.

このような計算方式をもし.確立することができれば

構造解析および設計合理化の道は見通しがかなり明るく

なるものと確信している.
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図12　極限解析および設計法の実用化

5.む　　す　　ぴ

q複合材料の最終強度解析は固体力学の非線形問題の中

でも最後に残された難問中の難問である.構造非線形問

題を本格的に取り扱う有力な手法として開発された有限

要素法も解の信頼性や計算時間の点で大きな問題を抱え

ていることを述べ,その打開策として一連の新離散化モ

デルによる極限解析法を提案した.

この方法の実用性については,すでに一連の基礎的例

題の解析によってかなり実証できたと考えているが,莱

際の問題への適用例が乏しく将来の研究にまつところ大

である.

しかしその見通しも決して暗くはなく,近い将来複合

材料を含む固体力学非線形問題の解析へ確実な第一歩が

踏み出せるものと信じている.

(1980年1月9日受理)
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