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新しく迎えた1980年代において,有限要素法の発展と普及を支えるものは,よく組織されたプロ

グラムの開発と,そのマイクロコンピュータ化にあると思う.プログラム開発では,対象として最も

一般的な三次元の異方性材料までを包含し,その非線形問題の解析を可能としなければならない･大

規模な問題の解析は,将来においても大型計算機にたよる必要のあることに変わりないかもしれない･

しかし一方でlも　小型で能率のよいシステムの開発が進み,数値解析ばかりでなく,論文や手紙の作

製などもパーソナル･コンピュータで行われるに至るすう勢は動かし難い.本稿では,このような情

勢と見違しのもとで,省資源のための新しい生産技術開発の基礎として行った研究の成果を述べる･

1.ま　え　が　さ

近年において数値化により実行される応力解析の技術

は,有限要素法を軸として急速な進,歩を遂げた.最初は

線形弾性の二次フ亡等方性体を対象とした解析も,いまで

は三次元の異方性体に及んでいる.とくに,元来,異jJ'

性体に属する複合材料の発展が,異万性体を取り扱u_FP.

論や計算技術の進歩を促すこととなった.一方では,エ

ネルギ機器の高温化に伴い,塑性や粘弾性などの非線形

の材料特性および大変形･大ひずみの娩何学的非線形性

を考慮した非線形解析手法の定式化も格段に進むにいた

った･こうして,詳細解析の結果や,それを得ようとす

る努力あるいは決定論的な思考なしに,推論による議論

を続け,あるいは反役する時代は終わろうとしているの

でないであろうか

有限要素法の限界が語られ,また将来が危倶されたと

きがあったことは事実である･しかし,その歴史は,コ

ンピュータの発達と相まち,困難祝されあるいは不HJ能

とされた解析を可能とする目覚ましさの連続であった.

こうした過程の中で,最初は発見的であった事柄に理論

的な基礎が与えられた例も少なくない.逆に,数値解析

の結果や経験が,解析理論の発展に貢献し,また力学現

象の物理的解釈を適切に行う上に役払った多くの事実も

見逃すことはできない.また,当初は異なった立場から

のル-テンが一一つに統一され,それにより達成された簡

単化が次の進歩のステップとなった事例も少なくない.

本稿では,前年度における特異有限要素'の開発研究ll･2)

に引き続き,本特集号の研究費によって行なった研究の

中から,三次元異方性体を対象とした有限要素解析ルー

チン,複合積層材について得た局部応力分布の解析結果,

および計算システムのマイクロコンピュータ化について

報告することにしたい.
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2.三次元異方性体と構成方程式

三次フ己連続脚体を,直交異万性の力学特性までを考慮

して収り扱うものとすれば,弾性問題では次の椀み睦マ

トI)ックス[cc]が鯛与することとなる.

[Cg 1-

1/El　｢'▲2/El-ylJEI　0　　0　　0

-Z/21/E2　1/E2　-y2,/E2　0　　0　　0

-i,31/E3 1的2/E3 1/E,　0　　0　　0

0　　　0　　　0　1/G23　0　　0

0　　　　0　　　0　　　0　1/Gal 0

0　　　　0　　　0　　　0　　0　1/G12

(1)

ただし,対称性から

zJ21 /E2-Z/12/El, ZJ｡1/E｡ -J/.3/E., Z/32 /E｡-y23/E2

(2)

したがって,式(1)の中で9つの弾性定数のみが独立と

なる.

式(1 )は,縦弾性係数El,･･･,せん断弾性係数G2｡,-

ポアソン比にあたるy12,･･･など,単軸やせん断の材料試

験で得られる工学的定数値を含んだ形となっている.し

かし,有限要素法において解析に直接関与するものは,

式(1)の[C〝]に対し,その道マトリックスとして定義さ

れる次の剛性マトリックス[8g]である.

rd,.d12d.3　0　0　0

lDe]-

d21 d22　d23　0　0　　0

d31 d32　d33　0　0　0

0　0　　0　d14　0　　0

0　0　0　0　亡も5　0

0　0　　0　0　0　d66

dり-d,- (3)

[Dclの成分の工学的定数値に対する換算式は

dll-忘(去一告)-義(.-y23y32,
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du-去(古窯)-読(トリ-,

d胡-去(去譜)-読(トレ12リ21)

d12-d2. -去(肯十竿)-読(りは+リ13リ詑)

1

南京(y2L十レ31y23 )

dI3=d,I-～=～
AEIE2    AE2E3

d乃-d"-去(普+誓㌣)-忘訂(リ23+U2ly.3)

1~両~ (ソ32+ソ12y31)

d44-G23, d55-G31, d66=G12

4=deil Col

1

官有;訂(トン12リ21 ~リ23ソ32-yS▲リ13~2y12リ23リ31)

線形弾件のHooke別は,式(3)の[∂β]を用いて次の

ように表示される.(oiとfE)を応力およびひずみのそ

れぞれ6成分からなるベクトルとして

(a)-lDc](E)　　　　　(4)

弾性の法則を,塑性および粘性を有する非線形材料に拡

張する場合,筆者の研究室では,かねてから図1に示す
一般化Voigtモデルにより力学的特性を表現する方法を

用いている･モデルの構成方程式は式(4)を拡張した形

で,また自然のこととして増分形式あるいは速度形式で

次のように表示される3･dl

(bl-[DC]Lと一合aト[Dc,](Al

-[DC](とト[D川Aト(ふai　　(5)

ただし

･DS･-lIト[Dq'lf∂碧}L∂f'auJ (6)

[De]-[Djl [D･9]-[D;]- [吋tag'禦L∂//ao｣[叩
H:

(7)

H:V-H'/C +L∂f/∂o｣[Dcg]Eag/∂oi　　　(8 )

iAl -[D;l([79]~l十∑[符,rl)Eol
∫

-[Degl∑[m]~1[Df]Eeli (9)

i

上の式に含まれている記号の多くは図1に示されてい

るとおりであるが,補足すると[7]はダシュポットの粘

性マトリックスを表し,その成分を桝とすれば式(3)の

[De]と同じ形を有している. (さ01は温度変化や吸湿に

よる伸縮がある場合のひずみ速度を表すが,式(5)の終

わりの表示のようにすれば,その(古0才の中には,この

瞬間弾惟

二次クリ

塑性成分

.J-　　　　　　　　　　　　　　IJ･･

c c
竺一　粥T

rL

I:.I :　　…･.･:　;l　　1....-弓-口出T
lDge] - lcoe]
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'[;gl]Coerl )単純競

∫:降伏条件

g:塑･rl=.ポテンシャル

温度,吸湿

単純Maxwell

Lt<J l　一般化Volgt (Kelvln)モデル

ような初期ひずみによるもののほかに,降伏応力に及ぼ

す温度やひずみ速度の影響等が含まれているとしてよい.

[Ⅰ]は単位マトリックス, Cは等jJ-塑性体のMISeSの

降伏条件,輿方性体のHiHの降伏灸件などでは1の値

を持つ定数である

初期の研究で著者の一人は,材料を等方性とする場合

について式(5)の貝休的な増方形衣示を求め5),それに

桁度のよい時間積分のルーチンを組み込んで,非線形解

析プログラムの開発を行った.現在, EPIC-皿の名前

で呼んでいるプログラムは,その成niの延長として生ま

れたものである6･7).しかし,理論の定式化やプログラミ

ングの技術が進んだ今日では,異ガ性を含んだ式(5)の

ままで計辞の実行が可能なようなルーチンを作成し,精

度向上のための上夫も,そのことを前提として行うよう

にするのがよいと思う　同じく,計辞ルーチンの一般性

を高くする&.場から,平面応力問題を収り扱う場今も,

解析的な表示式を特別に陽な形に誘導することなく,必

要な関係や項を三次ソ亡の式から数値的に求めるようにす

るのがよい

3.可変野点数要素による統一化

有限要素解析プログラムの中で,いまではよく用いら

れているパラメトリック豊素の多くは,最初は発見的に

見出されたものであった.セレンディピティ族要素はそ

の代表的なものである81･ここでは,セレンディピティ

族を含み,さらにプログラム構成の際に可変節点数の要

素9)の使用を可能とするような1-一般的定式化と2･10･111

それによって得られる三次元立体要素について述べる･

有限要素に結合した形状関数あるいは内挿関数を求め

る目的で,ここで使用する方法は階級基底01ierarchy-

basIS)の概念に基づくものである,この方法では,求め

ようとする内挿関数をm個の階級に分け,その各々に属

する関数No, Nl,-, Nmが次のように基底となる試
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行関数(trialfunction)S｡, Sl,-Smから導かれるもの

E lid lid桝　桝　椛1､　-1ヽ　　l＼
DBo　現　品

lid FJ

2　　2
′.＼　　.し

ぶ｡尽.lCq
lidlHⅦp

g　7-0
hlO o o

F/0000 i.

凡凡鵜-〟

Eo, I., ･･･.Zmは適､I'Jな大きさのETr).位マトリックス,N,

SおよびJにつけた添字0, 1, -, mはランク(rank)

を衣す.

㌘筒の節点を有する立体要素を例にとれば,図2に

分解して示したように,隅の8個の節点に関係するSと

Nはランク0,辺上の中点に位置ける12個の節点に関

係するSとNはランク1,面中心の6個の節点ではラン

ク2,最後に立体中心の節点ではランクが3である_

試行関数Sは,それぞれのランク内における内挿条件

だけを満足していればよいので,その決定は比較的簡単

である･ここでは, Lagrange族の内椿式を用いること

にすれば,隅の節点に関係するランク0のESolは

lSol-

∫l

∫2

Sa

S4

∫S

S6

∫7

∫8

(1-I)(1-7)(1-I)

(1+E)(1-甲)(1-I)

(1+E)(1+り)(1-I)

(llE)(1+符)(1-()

(llf)(I-甲)(1+()

(1+E)(1-甲)(1+I)

(1+E)(1+符)(1+()

(1-E)(1+甲)(1+I)

辺の中点におけるランクlのESHは

5(-1,-1,1)

(ll)

rank 3

図2　可変節点数8-27の三次元要素と基底節点のランク
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9　O_　は　12　13　14　1 -L'　16　17　18　_ 9　2○

○U　∫　∫　∫　ou cc　ぐり　ぐり　∫　ぐり　ぐり　∫
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(1-E2)(1-77) (1-I)

(1+E) (1-甲2)(ll()

(1-E2)(1+q) (1-I)

(1-f)I(1一行2)(1-()

(1-E2)(1-7) (1+()

(1+E) (ll甲2)(1+()

(1-E2)(1+巧) (1+()

(1-E) (1-可2)(1+()

(1-E) (1-で) (1-(2)

(1+E) (1一行) (1-62)

(1+E) (1+り) (1-(2)

(1-E) (1+77) (1-E2)

六つの面の中点におけるランク2のES2)は

∫　で)　ぐu Oj　∫　(J (1-EZ)(1-か2) (1-()

(1-E2) (1-772)(1+()

(1-E2)(1一行) (1-E2)

(1+E) (1-か2)(1-(2)

(1-E2)(1+符) (1-(2)

(1-E) (1一行2)(1-EZ)

(12)

(13)

立体中心では

fS31-ts27‡-(1-E2)(1-甲2)(1-62) (14)

式(ll)一式(14)の共底鯛数を式(10)に適用すると,吹

のように各ランクごとの内椅関数ENo1,. , ENJの表示

式が得られる.

ランク0の内椿関数LNoI

･1-Sl-i (N9･N12･N17)

-i (N21 +N23+N26)-か27

･2-S2-i(N汁N"･N18)

-i(Ⅳ21･N23･N24)-i N27

20 N3-S3-÷ (Nl｡+Nl･ ･N19)

-i- (N21･N24･NBS)-‡ N27

･｡-S4-i (Nll ･N12･N劫)

-i (N21･N25･N26)-‡N27

･5-S5-i (N.3･N"･N")

言(N22･N23･N26)-iN27
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･6-S6-‡ (NlJN14+N18)

-i (脂+Ⅳ㌦Ⅳ24)-‡ 〃27

･7-S7-i- (N14･NIS ･N19)

-i- (N22 ･N24･N25)-‡ N㌘

･8-S8-i (N15･N16･N20)

-i- (N22･N25 +N26)i N27

ランク1の内挿関数(Nl)

･9 -S9 1i (N21+N23)-i N27

･l｡-Sl｡-i (N21･N24)言N27

･11-Sll -i (N21+N25) -i N27

･12-S.2-i (N21+N26)-i N27

･13-SIS-i (N22･N23)-i N27

肌4-S14-i (N22+N24)-i N27

NIB-S15 1i- (N22 ･N25)-i- N27

･16-S16li (N22･N26)-iN27

･"-S17 1i (N23+N26)-iN27

NIβ-S18 -i (N23+N24)-i Ⅳ27

･19-S19- i- (N24･N25)-i N27

･20-S20-÷ (N25･N26)-i N27

ランク2の内挿関数(N2)

･21-S211i N27J N24-S24-‡ N27

･22-SZZ一言N21･ N25-S25-i N27

･23朝23-与N-･ N26-S26-i N27

ランク3の内挿関数(N3)

Ⅳ27-∫27

(17)

(18)
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上で行った内挿関数の誘導は組織的であり,また式15)

-式(18)のように得られた内挿関数の表示は,可変節点

数の要素を組み込んだプログラムの設計をきわめて容易

にしている.すなわち,隅の8個の節点を除くほかは,

存在しない節点に結合した内挿嶋数を0とみなし,それ

に関係した入力操作あるいは計算を全く行わないように

すればよいのである.たとえば,内部節点27と六つの

面中心の節点21-26が存在しないときは, Ⅳ21-･･･ -

N26-N27-0とおけば,図3(a)に示す20節点の三次

要素についてよく知られているセレンディピティ族81の

内挿関数が得られる.

ここで注目すべきことは,六面体要素の一つの面を線

に合併退化させることにより,図3(b)に示すような三

角柱要素が得られることである.同じ操作により,平面

の問題では四辺形パラメトリック要素から,三角形要素

が誘導されることになる.こうして,六面体あるいは四

辺形の系列に属する要素群と,三角柱あるいは三角形の

系列に属する要素群を単一のルーチンで放り扱うことの

できる可能性が生まれてくる,とくに,直辺を有するパ

ラメトリック要素では,合併退化によって得られる三角

5

3

(a)　　　　　　　　　　(ら)

図3　六面体要素の1面が線に合併することに

よって得られる三角柱要素

形要素の特性が,最もよく用いられている定応力･定ひ

ずみ三角形要素のそれに完全に一致する.したがって,

四辺形要素を基準とするプログラム内に三角形要素を自

動的に包含することができ,有限要素ライブラリあるい

はプログラム構成の大幅な簡易化が達成されることにな

る･さらに,要素に,応力やひずみ分布の特異性の表現

に適した特性を持たせることも簡単である2･川.

4.複合材料の局所応力とひずみの解析例

複合材料の中で,多く実用に供されている一方向繊維

強化材(lamina)は直交異方位を有し,それから製作され

る積層材(laminate)は層の形成が対称に行われる場合を

除くはかは,いっそう複碓な異方性を呈する.したがっ

て,複合体内部の応力は,試料が一つの軸の方向に引張

られる場合であっても,決して一様でない.以下では,

対称積層材が,図4のように定めた座標系の∬軸方向に

引張りを受ける場合について,前節までに述べた三次元

異方性体を用いた定式化に従い,応力やひずみの不均一
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分布を解析した結果12榊の中から,主重な点について示

すことにする.

図4の問題をoz=0の仮定のもとで解き,ll45/45]S

の対称積層材についてog, Try. Tzrの不均一応力分布を

求め,また近似的にoy-Tyz-0の条件が成立するとい

う緒巣を最初に得たのはPuppoとE＼eTBen川である‥

同じ問題に対する厳密解は後にPipesと　PaganolSlによ

って与えられ,同じ[-45/45]S　の硫屑材に対して,値

は小さいにしても,非零で不均一のoz,oy, Tyzの分布が

存在することが明らかにされた･ PIPeSとPaganoは,

i-i.,･体的な数値例題において,図5に示すような試料寸法

を用いた.また,疑素繊維によって一方向に強化された

エポキシ複合材を取り扱い,材料定数を次のように仮定

している.すなわち,たわみ性マトリックスを定義する

式(1)および式(2)に含まれている工学的定数のうち9

つの独立な圭L7.の値として

E1- 20.0 × 106 psi- 137.93GPa

- 1.4062 x lO4kgf/mm2

g2-E3-2.1×106psi- 14.48GPa

-0.1477 × 104kgf/m2

リ12-レ13-i/23-0.21

G23-G,1 -G.2- 0.85 ×106ps1- 5.86GPa

-0.5976 × 103kgf/mm2

以Fに述べる数値解析結果も,同じ寸法を有し,同じ力

学定数の材料からなる積層板について得たものである･

図6は実際の計算において用いた要素分割を示し,戟

屑の対称面Z-0の上側を64要素に分割している.個

々の要素は20節点を有するパラメトリック要素であり,

全体としての節点数は453である.要紫剛性や応力の評

価は3×3×3のガウス点における値を使用して行った

計算例において軸方向に与えたひずみiiiは10-3の大きさ

であり,計算結果の応力値は,いままでに得られている

結果との比較を容易にするため, psi単位で表示してい

る･なお, X-0および9-0の面も幾何学的には対称

面であるが,力学的挙劫については対称面であり得ない

ので,等方性材料やX, y, Zを主軸とする直交異方材

料の場合のように,全体の1/8の部分だけを使用した解

析を行うことはできない･

図7は,ト45/45]S　のangle-ply積層材で得られ

た対称面3:-0の近傍における軸方向応力oEおよび

せん断応力hyの分布を示している･ oEとTxyのいずれ

の応力についてもyに無関係な一様分布からの乱れがあ

ること,またとくにTIyについては,磁層の界面2-ho

をはさんでその符号が逆になっていることが注目される.

図8は,同じ積層材における層間せん断応力TZEの分布

を描いたものである･自由端面y-±bの近傍で,局所

的に不均一な応力分布が認められ,その範囲は試料の仝
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Cy

殴14　もIi層材の応力解析における座標系と記号の約束

阿5　解析した対称桃桝材の寸法と記号

欧16　もILi･屑材の応力解析に用いた要素分割

×108

図7　対称面X-0の近傍における(a)応力oI

および(b)Tryの分布
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厚さ(この場合は4h｡)にほぼ等しいところに及んでいる･

上で,ト45/45]S　のangle-ply積層材で得られた

結果と比較する目的で, [90/0]SのCrOSS-Ply積層材

についても計算を行った･図9は,例として,軸方向応

力けどの分布を示す･図7(a)の分布に比較して,層ご

との応力の分担は異なったものとなる･しかし,幅yの

方向にはほとんど一様な分布が得られている.

次に図10は, [-45/45]Sのangle-ply舶屑材にも

どって,面X-0の近傍(X/h｡-0451の繰上)および引

張負荷の点の近傍(X/h｡-7.459の線上)において,積層

の界面に近いZ/hD　の位置に生じているoz　の分布を示

している･試料の中央部では, ozの値が′トさく端末効

果も微小であるが,負荷の点に近づけば,顕著な端末効

果の現れることがわかる.

図11は.比較のため, cross-ply材におけるoz　の

計算結果を描いたものである.図の結果は,いずれも対

称面X -0の近傍(I/h0-0.45/の線卜)で得られたもの

であるが,図10のangle-ply材に比較して,不均一で

大きなqgを生じている･また積層の順序[90/OIsと[0/

9)]S　によって,分布に違いのあることがわかる.とく

に,感化繊維の方向が0度の屑を表層とする[0/90]丘の

配列では, Z方向に引張りのOz　をfl三じていることに注

目すべきであろう.なお,図11には, X方向に一般化

平面ひずみの状態が成立するものと仮定して, Wangと

Crossman16)が得た有限要素解も示している･

最後に,図12(a)と(b)は, cross-ply材における

層間せん断応力Tyeの分布を示す例である.積層の界面

I-hoの近傍では, Tygの値が大きく端末効果も願著で

あるが.表面あるいは対称面に近づくと,値の減少が認
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図8対称軸X-0の近傍におけるIttj間せん断力TzIの分布

図9　crossIPly材における軸方向応力orの分布

図10　応力oEの分17JJ

U./pJ

められる･なお,砿屑の順序によって, TyZの符号の変　女10も

われることは,前に図11に示したorの分布の場合と同

じである.

本蹄で示した数値例は,複合材料をはじめとして異方

性体では,等方性体の力学では予測することのできない

応力分布を生じることを示している.とくに,局所に集

中した不均一応力は,異方性体の破断や破壊に大きな影

響を及ぼす･局所応力は,有限要素法による詳細解析に

よって初めて明らかにすることが可能なものであり,詳

細解析を行うことなしに推測的な議論を繰り返すことは,

数値解析の進んだ今日では,正しいアプローチといい軽

いのである.

5.解析のマイクロコンピュータシステム

前節までに述べた三次元異方性体を取り扱う手法の一

般化と遊行して,著者らが進めてきた融究は,有限要素

法を含めた数値解析のマイクロコンピュータ化である.

1980年代における功向として,解析システムの小型･

メ-ソナルコンピュータ化は予見されているところであ

りm ,著者らの研究もまた同じ方向を指向するものであ

(a)

図11 cross-ply材における応力ozの分布

るといえる.

ここで小型システムというのは,設億に要する資用が

億小であるばかりでなく,管理と保守に必要な経資がほ

とんど零,したがって独立した-研究室単位でも維持が

可能であることを要件としている.また同時に,技術者
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図12 (a), (b) cross-ply材における応力TyZの分布

自身による組立てや拡張を許すものでなければならな

い.今後においても,大きな規模の構造問題の解析,と

くに非線形問題のそれを大型計算機にたよる必要のある

ことに変わりはないかも知れない･しかし,日常の大部

分の計算が小型システムに移行するすう勢は,ほとんど

動かし報いものといってよい.同じシステムは,構造解

析ばかりでなく,論文や手紙の作製時にタイプライター

の代替となることが予測される･また,実験データの整

理や事務の仕事にも利用できるとすれば,システムの価

値はますます高いものとなろう.

図13は,筆者らが組立てているシステムを示し,

構成の主要部はZilog Z-80からなるCPU(CentralPro-

cessor Unit)と64 KByteの客員を有する主メモリで

ある,システムの操作に必要なソフトウエアならびに計

算実行のためのプログラムは,外部記憶装置として機能

するプロッピ･ディスクに収められている.ディスク･

ドライブはフロッピ･ディスクを駆功し,内部記憶など

との間で指令やデータⅠ/0 (Input/Output)の作業を
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行う. S-100Busは,指令やデータの伝達径路であり,

そのほかに,適当なインターフェイスを通じて, CRT

(Cathode Ray Tube)によるデイスプレィ装置,プリン

タに接続している. CRTはシステムの操作,プログラ

ムの作成および実行を対話形式(interactive)によって行

うためのものである･プリンタは主として,プログラム

や計算結果を記録して保存する目的に用いる.

以上が,システムを構成している主要な部分であるが,

筆者らの研究室では,計算結果出力のために, 4色ペン

を有するプロッタを設備し,さらにグラフィックス･タ

ーミナルの設置を進めている･図13の中で説明を残し

た-ードディスクは,小型システムにおける記憶容畠を

拡張するために,計画中の部分である.また計穿速度の

向上をはかるために計算の並行処理(paral一el operation)

についても検討している.

現在,ディスクの操作に用いているシステム(Disc O-

pera血g System)はCP/Mと呼ばれるもので,基本的

なソフトウエアとしてはMBASICとFORTRAN-80･を

臆えている･実行可能なプログラムのうち,中型規模以

上のものは,現在のところ　COMPOSITE■ MATER王

ALS COMPUTATION(BASIC),およびFEM-4

(FORTRAN)の二つである.前者は,元来卓上計罪器

用に開発された凌合材料強度計辞用のプログラム18)杏,

本システムに適するようにBASIC言語に書き替えて

得られたものである.後者は,平面および軸対称問題解

析のための有限要素法プログラムで,弾性問題のほかに,

そのリスタート(restart)機能を用いることにより,いろ

いろな非弾性解析に適応できることを特徴としている.
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