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マトリックス・ハイブリッド法による
　　　　St．　Venantねじりの解析
　Analysis　of　Saint・Venant　Torsion　Problem　by　the　Matrix　Hybrid　MethQd

山田嘉昭＊・中　桐　　滋＊・高塚公郎＊＊
　Yoshiaki　YAMADA，　Shigeru　NAKAGIRI　and　Koro　TAKATSUKA

　　　　　　　　1．　ま　え　が　き

　St．　Venantねじりの問題はマトリックス変位法によ

って容易に解くことができる1），また同じ変位法によれ

ば山田・川井らが示しているように材料の非線形性を考

慮したねじりの弾塑性解析も一貫した方法で行なうこと

ができる2）．しかしながら変位法では，St．　Venantねじ

りの境界条件，すなわち断面輪郭線上で，法線方向の勇

断応力が零であるという応力境界条件が満足されてい

ない．筆者らはこの断面輪郭線上での応力境界条件を満

たし，さらにSt．　Venantねじりにおける応力解の精度を

向上させるため，要素内において釣合いにある応力を仮

定して全体の剛性マトリックスを構成するという，Pian

が最初に提唱したHybrid法3）一“5）を適用することを試み

た．ここでは，Hybrid法で得た結果のうち，とくに弾

性解について報告する．変位法においても，要素間の平

均をとるようにすれば，境界および物体内の応力分布の

数値的な近似を高めることが可能である．しかしHybrid

法では，境界条件があらかじめ厳密に満足されるよう理

論を組立てることができ，応力解の精度を系統的に向上

できる点が大きな特徴である．

　　　　2．Hybrid法で用いる応力関数φ

　Hybrid法では要素内において釣合いにある応力分布

を仮定する．そして変位については，要素間の内部境界

上についてのみ適合条件を満たす連続な分布を仮定し，

最小コンプリメンタリ・エネルギの原理を適用して要素

の特性（節点変位と節点力を結ぶ剛性マトリックス）を

求める．これ以後，系全体の剛性マトリックスを求める

方法は，変位法の場合と全く同じである．

　ここでは，St．　Venantねじりの問題において，ねじ

りの応力関数を要素内で線形，したがって要素内で応力

は一定と仮定する．また要素の辺上では，変位法の場合

と同様に線形の変位関数をとるものとする．このような

線形仮定のもとでは，自由度を大きくとると応力関数を

節点変位に結びつけるマトリックスが特異となるが，応

力関数の物理的考察からマトリックスの次数を下げるこ

とにより，特異性を取り除くことができる（以下の（2）

式を参照）．要素三角柱の一辺が断面輪郭上にある場合

について，且ybrid法の要素剛性マトリックスを導く方

法はすでに発表したので6），以下においては主に内部要

索について述べることにしたい．

　要素分割は変位法の場合と全く同様である．すなわち

図1に示すように，任意断面の一様な棒を軸方向に単位

長さ1の三角柱要素の集合に分割し，代表的要素を々ゐ
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　　　　　　　　　図1三角柱要素

とする．以下，添字i，ブおよびkは各頂点に関する量

を表わすものとし，マトリックス記号レ4」，〔B〕，｛C｝

はそれぞれ行ベクトルA，長方形および正方形マトリッ

クスB，列ベクトルσを表わすものとする．

　最初に要素の内部における応力関数φは，次のような

線形式で表示されるものとする．

　　　　　　　　φ＝α、＋α2詔＋α3y　　　（1）

ここでα1，α2，α3は未定係数で，各頂点における応力関

数φの値により，次のように定まる．

　　　　　　　｛ii極［il　i；ii］／i｝

ただし

縢骸1媚鞍∵鞍り
添字つきのXおよびgは頂点の座標，Aは三角柱要素の

断面積である．勇断応力τxx，％，はねじりの応力関数の

定義より，次式で与えられ，（1）式により要素内で一定

値となっている．

｛；ll｝聯嶽；：∴略｝

　　　　　　　　立〔一；：一；コ｛1：：ll｝

Pianの記号にしたがって上の式をマトリックスで表示
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すれば

　　　　　｛σ｝＝〔P〕｛β｝　　　　　　　　　　（2）

｛・｝一｛llコ・〔P〕一立L；：一；コ

　　　　｛β｝一｛lj：1：｝

（2）式では，三つの頂点における応力関数φ∫，φゴ，φkで

はなく，φ芦伽，φノー森の二つを独立な量としているこ

とに注意を要する．これは応力が，応力関数のこう配と

して定まるという物理的な特性に適合するものである．

　図1の各辺上の勇断応力の法線方向成分τfa，τki，τσ

の値はs5μ，　Ski，3uを各辺の長さとして，次のように

求めることができる．

T・…＝・T…s…cr一碑α一〔一う痂・轟の｛llコ

同様にして姻一恥一祠｛；ll｝

　　　　　Ti　・・　・〔一幅一酪の｛llコ

また要素の受けもつねじりモーメントMは

M－
轣轤P－・Txx＋郷）dxd…＝〔一加A副1二i］

ここでXo，　yoは三角形の重心の座標である．（2）式と

同様に以上の結果をマトリックス表示すると

ただし

　　　3．

｛s｝一〔R〕｛β｝

咽1；；霧

（3）

〕670‘70〔

　　　　　応力関数φと節点変位｛q｝の関係

　変位法では，比ねじり角θと各頂点における軸方向の

変位（すなわちゆがみの関数）ZUi，　W」，　Wkを未知節点変

位｛9｝の成分として用い，最小ポテンシャル・エネルギ

の原理を適用して剛性マトリックスを求める1）．Hybrid

法では，まずはじめに最小コンプリメンタリ・エネルギ

の原理にもとついて，要素節点変位｛9｝と応力関数｛φ｝

の関係を求め，それから剛性マトリックスを誘導す

る3）一’5）．Hybrid法では，内部境界上でのみ変位め適合性

が要求されるので，着目している三角形の辺上でのみ，

次の線形式が成立するものとする．

　zeコ・・＝｛（ai十biX＋CiY）Wi＋（a」十うμ＋らΨ）W」

　　　　　　　　　　　　＋（ak＋b，x＋CkY）Wk｝／2　A

　上の式で表わされる各辺上のゆがみwをw，Wki，

職ゴ，また棒に生じている比ねじり角をθとし，Lu］

＝＝　Lθ　zv」，　Wki　Wii」なるベクトルLu．1を考える．すると

（3）式の表面力｛S｝のもとで，この変位L刎を生ずる

ときになされる仕事は，次のように計算される．ただし

M，θについては三角柱の上下面に関する面積積分とな

ることに注意する．

　　　　　　∫LS」｛u｝ds－Lβ」〔T〕｛9｝　’〈4）

ただしマトリックス〔T〕は

　　〔T〕一〔P〕・〔L〕・〔L〕一一s「1畿会1：1露1〕

　　　　　　　　Lq」＝Lθ　Wi　τσゴ　uリk」

一方において，要素に貯えられるひずみエネルギσは．

（2）式により

弓∫∫AL・」〔M｛・｝dxd・

一麦Lβ」∫∫A〔P〕・〔N〕〔P〕dxdy｛β｝一参Lβ」〔H〕｛β｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

ただし

　　〔H〕一∫∫A〔P〕・〔N〕〔P〕dxd・，〔N〕一毒〔19〕

コンプリメンタリ・エネルギ∬、は，（4）式および（5）

式により次のようになる．

ll・一・U－
轤kS」｛u｝　d・－SLβ」〔H〕｛β｝－Lβ」〔T〕｛9｝

最小コンプリメンタリ・エネルギの原理にもとついて∬。

を艇｝について微分すれば，｛β｝と｛q｝の関係は次のよ

うに求められる．

　　　　　　　　〔H〕｛β｝一〔T〕｛q｝－0

ゆえに　　　　　｛β｝＝〔H〕－1〔T〕｛q｝　　　　（6）

すでに述べたように，以上の計算ではLβ」－Lφ一φ　fe

φゴーφ司としている，この場合もしLβ」＝Lφ‘φゴφk」

として同じ計算を行なうと，〔H〕は3×3の特異マトリ

ックスとなり，（6）式によって｛β｝と｛g｝の関係を求め

ることが不可能となる．これは応力関数には，その値に

物理的意味がなく，そのこう配によって勢断応力があら

わされることになっているためである．すなわちφ∫，

φゴ，φkではなく，φf一姦，φゴーφkの二っを独立と考える

べきである．

　　　　　　　4．　剛性マトリックス

　剛性マトリックス〔k）を用いてひずみエネルギσを

表わすと，その定義より

　　　　　　　　　u－；Lq」〔k〕｛・｝

一方において（5）式および（6）式を用いると

σ一
桙kβ」〔H〕｛β｝一去L・」〔T〕・〔H－・）・

　　×〔H〕〔H〕一・〔T〕｛9｝一音L・」〔T〕・〔H〕一・〔T〕｛9｝

したがってHybrid法の剛性マトリックス〔k〕hは
ll［1］［IIIIIHIIIIIIIMIIIIIiHllllllHIIIIIIIIH［11HllllH　IIIIIIIII川llllllillllll1HIIIIIillllllllllllllMllllllllilillllllUllMlllllllUlllll”IUIIIIIIIIIIIII川lllll”IHIIIIIIIIIIIIIMIIIiHllllMllllllUlllHllllUIUIIIHIIIIIIMIIIIIIIH川川ll川lllllHUUIIIII』
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〔k〕h＝：〔T〕T〔H〕－1〔T〕

礁i箋i騰；；∴認

なお，剛性マトリックス〔k〕hおよび〔k），（添字hおよ

びdはそれぞれHybrid法と変位法をあらわす）は，

次のように一般化された力（generalized　force）と一般

化された変位（generalized　displacement）を結びつけ

る関係式である．

｛1回1ト「劣飾｝

上の式のZ，，Zゴ，　Zkはそれぞれ三角形柱要素の三つの

側面（ブ々，ki，功×1上に作用する勢断力の1／2に等し

いものである2）．そして上の二つの式の類似により，

Hybrid法においても内部の節点における釣合いの式は

変位法と全く同じ意味をもつ．すなわち‘節点に集まる

三角形要素の重心を通る面に作用するX方向勢断力の総

和が零’という条件を表わしていることになる．

　最後に，節点変位｛q｝が得られれば（6）式，つぎに

く2）式を媒介として，要素内の勇断応力｛σ｝をつぎのよ

うに求めることができる．

　　　　　　　｛σ｝一〔P〕〔H〕－1〔T〕｛q｝

あるいは陽に表示すれば

隙職：〕劇

報llllllllllllllllllllllllltllltltlllllllltltllllllllt川lllllllll111111111111111111111111111111t闘lllll且llLIIIIIIIIIIIIIIIIHtlllttlll匪lllllllllllll闘lltlllllllllllll且匿1｛lttlllllltl旧lllllllllNILSIIII闘lllllUllllltlllltll田II

図2要素分割

x

隔

73

　69

60

なわち6分の1）の三角形についてのみ分割を行なっ

た．要素数および節点数はそれぞれ123と82である．

なお，計算にはFACOM　270－30を使用した．以下に計

算結果の主要点を示すことにする．

　（a）ねじり剛性　　厳密解と三つの方法で得た結果の

比較を次に示す．

　　　Method　I　M／θ　・2．538×108　kg　mm2

　　　MethodII　M／θ・－2．536×108kgmm2

　　　MethodIII　M／θ＝2．525×108kgmm2

　　　厳密解　　　M／θ・2．518x108　kg　mm2

いずれの場合も厳密解とよく一致しているが，全要素に

〔k〕ゐを用いたMethod　IIIの結果が最も厳密解に近い．

　（b）ゆがみの関数（warping）　図2の周辺AB上に

おけるゆがみ関数を表1に示す．表から明らかなように

いずれも厳密解とよく一致しているが，Method　I（変位

法）で求めたゆがみの関数の方がやや精度が高いことが

わかる．

表1周辺AB上でのゆがみの関数（w×103mm）

節点IM・・h・dIM・・h・dllM・・h・dエII解密解

このHybrid法の応力の表示式は，変位法における重心

点の応力の表示式に一致している．

　　　　　　　　5．計算結果
　例題として正三角断面棒のねじりを取り上げ，以下の

三つの方法で得られた結果を比較した．

　Method　I　全要素に〔k）・を用いる従来の変位法．

　Method　II一辺が自由表面（断面輪郭線）に一致

　　する要素についてのみ〔k〕h，他の要素については

　　〔k）・を用いる方法

　Method　III全要素に〔k〕hを用いる方法．

計算の際に用いた正三角形断面棒の寸法，材料の弾性特

性値EおよびV，与えた比ねじり角θ，および要素分割

を図2に示す．断面の対称性を利用し，図の斜線部（す
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　（c）勢断応力　　図3は周辺AB上での法線方向勢断

応力τnの分布を示す．厳密解では零になるべきもので

あり，Method　IIおよびII工も同じ結果を与えている．
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τn（kg／mm2）

　ノ’’ーノ

ﾁ
レ協F

∪

12
一一

図3周辺AB上での勇断成分τn（Method　I）

凶B

lfcだし各節点上では一節点を断面輪郭線上に持ち他の二

節点が断面内にある三角柱要素の影響を受けて，それか

ら求められるτ．が存在することになる．図に示されて

1いるように，Method　l（変位法）の場合にはかなり大

きなτ。が存在しており，これは変位法に附随する誤差

を示すものである．また図4および図5は，同じく辺

A

r」、（kg／mm2）

一一一 ｵ密　解
一一一一 lethod

＿Method

　／l
I／

　　1／

図4周辺AB上での勢断応力τXt

ry。（kg／mm2）

図5周辺AB上での勢断応力τy。

AB上でのτ。。，τy。の分布を示す．　Hybrid法の剛性マ

トリックス〔k）・　re用いることにより，舅断応力τ。。，τy。

の値も著しく改善されることが明らかである．y軸上，

すなわち図2に示す正三角形断面の中心線AC上の勢

断応力τxxを図6に示す．図のように内部要素について

も〔k〕hを用いることにより，よい結果が得られること

がわかる．

　　　　　　　　　　6．結　　論

　Hybrid応力法を適用すると，　St．　Venantねじりの応

力境界条件を満たすことができ，応力分布について精

度の高い解を期待することができる．本研究では，例題

τxt（kg／mm2）

15

10

一5

1！叡．

一・一 ｵ密解
一一一一 lethod　I，ll

－Method皿

図6正三角形断面中心線AC上での舅断応力τ。。

として正三角形断面棒を取扱い，このことを確かめた．

本研究の方法は，マトリックス〔踊を，弾塑性の応カー

ひずみ関係を示すマトリックスに変えると，弾塑性問題

や材料の異方性を考慮する場合にも，容易に拡張するこ

とができる．そして弾塑性問題では，要素の刻々の降伏

を追跡することになるので，Hybrid法の応力解の精度

が高いことは，とくに有利と考えられる．またHybrid

法は，St．　Venantねじりの問題ばかりでなく，連続体

の二次元や三次元の問題にも適用可能である．

　St．　Venantねじりの問題については，断面に穴のあ

る棒，さらにその弾塑性ねじりの際に生じる除荷現象

（unloading　phenomenon）1こついて，さらに研究を進

める必要がある．　　　　　　　（1969年9月9日受理）
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