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　　　　　　　　Kirchhoff－Loveの仮定に基づく連続体基礎論
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序　Kirehho董f・Loveの仮定に関する矛盾

　ガリレオが片持梁の破壊について考察を始めて以来，

Varignon，　Bernoulli，　Euler，　NTavieri）等の手を経て後

Kirchhoff3）は平板について次の事柄を仮定した．すな

わち平面保持および法線保持と中央面の伸縮を無視する

ことである．シェルに関しては，中央面の伸縮を無視す

ることは出来ないが，たとえばNaghdi：〕の表現を倦り

ると，8酪＝伽＝0となり，厚さ変化を無視する仮定が

加えられている．一方，Love3）の仮定とは，応力に関す

るもので，厚さ方向の応力σ33を無視するものである．

　この二つの仮定，すなわち歪に闘するKirchhoffの仮

定，および応力に関するL。veの仮定に基づく連続体を

簡単のために本論ではK－L連続体と呼ぷ，シェル，ア

ーチ，平板，梁などがその代表的なものであるが，これ

らの理論はいずれも次の二つの矛盾を含んでいる．

　i）勢断歪　ea3＝Oと仮定して，なおかつ面外卯断

力を勇断応力度の稜分量として定義すること．

　Generali三ed　Hooke’s　Lawによれば，

　　　　σ”3＝　Ga3T3e73　　　　　　　　　　　（1）

　勢断歪をゼロとする立場からは，卯断応力度の存在を

認あることが不可能になり，したがってこれの稜分量と

して面外卯断力を定義することは困難である．また勢断

応力がOであるという考え方は経験的事実に反するもの

である，

　fi）e33＝＝O，およびa33＝Oを同時に仮定すること，

　　　　〔zil〕一〔Gaevs　G醒β33GS3rS　G3333〕〔ll：〕　　（2）

　（2）式にて，8調とσ33を共に0とおくことは，e7sが

⑪でなければ，G33vs＝Oが成立する．　Generalized　Ho・

oke’s　Lawは物質の機械的な性質を示すいわゆるCon－

stitutlve　eqllationである．これを考えると，その矛盾

は明らかである．物質が変らない限り，この関係は不変

であり，したがって仮定によりζれをゆがめることは，

その意味が明確な場合を除いて避けられなければならな

い．本論の目舵はこれらの矛盾にっいて考察し，少なく

とも明確な基盤の上に立つ統一論を展開しようとするも

のである．

　1．変形前後の媒体内の点の対応，およびKirchhoff

　　　の仮定〔幾何学的仮定〉

　応力定義はGreenO等のものに従い，変形前1後の対応

v

をベクトルで行なうことにする．11『でぴされるよっに，

位置ベクトルおよび変位ベクトルは

　　　　児十U＝r　　　　　　　　　　　　　　　｛3）

いま，この変形前後の点を示す位置ベクトルがC。nvec・

ted　coordinate　x3についてiNaaclaurin　l餅｝ll可能5｝醇，で

あるとする．

　　　　R（xa，　x・）－R何。）＋ノ聴：・Pl｝

　　　　　　　　　　　　　　　　vx

　　　　　　　　　＋㈲量亜！・旦＋＿．．．

　　　　　　　　　　2　（∂x3）2

　　　　　　　　：＝＝R（xa，　O）＋x3G3｛xa，　0）

　　　　　　　＋∫静罵・）＋……

　　　・（x・・　x3）一・岡＋x・嘱ゆ

　　　　　　　＋工鋤2∂含ア（x”・　o）＋＿．

　　　　　　　　　　　　（∂エ註）2　　　　　　　　　2

　　　　　　罧ア（xa，　o）÷．r39n（工匡，　o）

　　　　　　　＋璽狂伽（娯。）＋．＿・．

　　　　　　　　　2

（3）（4）（5）式より

　　　U＝r｛xu，　O）－R（エα，　O）＋x3〔σ3（xa，0）
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一G・〈x・…）〕＋撃〔9・…（x・・。）

＋一・@Gs，コ｛x”，0〕＋……

（4）

（5）

（6）

一般の場合，この展開の収束性にっいて何らの保証は鮭

られないが，K－L連続休のごとく，一方のみが他の方

向に比較して，微小な寸法を有する場合にほ，最小寸法

の方向にX3軸を選ぷことが可能あり，また，このよう

な連続体の変形は，xlに対応する変化が微小である場

合が多い，したがって位醗ベクトルr〔、が，X3＞の．T：に

関する1階導開数は微小であり，さらに筒階のものにつ
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いても岡様のことがいえる．ゆえに少なくともK・－L連

続体についてはMaclaurin展開の収束性は保証されて

いるといえよう．変形前の状態において，ゴ座標は

£1が座標面に直交する直線座標とする．位置ベクトル

R（X”，　X3）の1階導園数は，単位ベクトルとなり，これ，

をG，とする（4）式は，

　　　　R（ヱα，ta）器・R（ユr“）→－x・eG3（xa）　　　　　　（7）

変形後の状態においてが軸は一般に曲線座標となり，

単にX3について一次の項のみの表現では済まされぬ場

合がある．完全な平面保持の成立する場合には，X3軸

は変形後の状態にても直線座標であり，したがって（7）

式と同様の表現が与えられる，

　　　　r（xa，　x3）＝戸（ユコつ十x3哲3（ユ：a）　　　　　　　（8）

しかし，この場合序文で捲適した矛盾を避けることがで

きない．ただ変形後でx3方向が主歪方向に一致し，　xlx2

座標面が主釜面であるような場合（Pure　Bending）には

この状態が成立する，一般に1まあくまでも近似的に平面

および法線保持が成立しているものとみなさなければな

らない．つまり，r（ヱ゜，が）のがに対応する変化が微小

であれば（7）式の衷現で0次1次の項に比較して，二次

以上の項は無視できるとする立場が，やはり，（8）式の

表現を興えることになる．逆にいうて，がの二次以上

の項を無視する立場で変形前後の対応を考える限りは，

勇断歪が微小で近似的に平面および法線保持が成立して

いる状態を仮定したζとになる．

　（3）｛7）（8）式より

　　　　u』F（x”）　－R（x”）＋xs（bs－e3）

　　　　　＝UaGa÷UsGS

　　　　　＝（Ua＋xStea）Ge÷｛Wj＋xsβ：s）G3　　（9）

　一方歪については

　　　　伽一圭〔u・n＋VTt　iL＋砺恥　　（・・）

　（10）式を面量へ変換nすると，

　　　　2　e。”＝：〔μ。’7，β＋，Ltβ’ア帽＋xs（μ。’rc．β＋μ声，。）

　　　　　　十2Lφαβ→－xs（ψαβ一｛一ψβ醒）一←2（ユ：3）9ραβ〕（11）

　　　　2ea3・＝’βa十rgs十β77α7十β3γσ3

　　　　　　÷ヱ言（βコ，ロ＋βvraV÷βゴ冒αコ）

　　　e・s－Ps＋炉岬・β・

ここで，7“β＝Uattβ一う督β切，κ雌犀β剛β一うαββ3

　　　　γaS＝w，帽十brtiUi，　Ma3＝β3胆＋baXrex

　　　　ea・一圭（r・’r・”＋r・・γes）

（12）

（13＞

ea・一音〔酬＋ra・…〕

9・e一
airc・・a・〆＋rc蜘）・　＃〆一δ〆一ゐ〆・x3

　　　　　　　　　　　　　　　　　究　　速　　報
　　　　bβV：　茸喜二：二遅…本膏レ量

　Tae，　t；afi，γcrヨ，　tVa3などが1〈・－L連続休のStrain　Mea－

sureであ’るが，これらは一種の中問量である．したが

ってこれらの二次の項もφ。β，Cb。fi，ραβのごとき表現を

与えて，独立な扱いをしている，

　厳密に平面および法線保持を主張すると，矛盾を避け

ることはできない，（5）式において2次以上をO次工次

に比較して省略するという立場に立つならば

　　　　eq3≒O，　e33≒O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

が従来の仮定に代わるものである．（12）（13）式より

　　　　fl・・　－rcr3＋r・・r…　P…一一ll－r・・r・3（・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　（15）および（16）yは近似的に（14）式を満足するもので

あり，来知量一βが，消去され7，たことを示している，

　変形前後の対応がVectorialに（9）式で行なわれてい

る場合には，ea3，・e33が微小であるζとを前提にしてい

る．したがって1〈irchhoffの仮定に基づかぬと主張しな

がら変位を（9）式の形で表現している理論2，8）は，結果

的にはKirchhoffの仮定に基づいたものと大同小異で

ある．

　これに華つかぬ場合には，x3についてO次1次2

次……の項のベクトルを未知量とした扱いが必要であろ

う．しかし，この場合Surface　C。nditienが問題とな

り，この点を矛盾なく扱つた理論は見当たらぬようであ

る．

　　　　　2．　Loveの仮定（物理的仮定）

　Kircbhoffの仮定が幾何学的であるのに対して，　Love

の仮定は応力に関するものゆえ，いわば物理的なもので

ある．本節においては，三次元弾性論から，二次元もし

くは一次元化して行く際に，応力について，どのような

仮定がなされなければならないかを明らかにしようとす

るものである．

　三次元弾性体に関するConstitutive　eq．は，

σtS＝EtMeu

E静’－
Q（缶）〔G・tGit＋Gi・G・k

　　．＋、悲α’（；M〕

（17）

（18）

　　E：Young，s　modulus，　v；ボアソン比GU：変形前

の計量反変成分座標をGa3　・O，　G33　・1のごとくに選ぷ

と，（1），（2）式の互に独立な変換関係が得られる．

　（2）式よりe33を消去すると，

　　　　aa・一芸艶一（脾遭餐馴嗣

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19＞

ここでσaβ》（EC「P3SIES333＞aS3と仮定すると，二次元化
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されたStress・Strain関係式が得られる．この仮定が

Loveの仮定に準ずるもので，本論にて物理的仮定と呼

ぷものである，したがって，

　　　　σaβ　・G”P7εeTe　　　　　　　　　　　（20）

　　　　α卸一、雲“，［v（；・・G・e

　　　　　　　＋穿（（；・・G・・＋ぴ例（2・）

同様にして，一次元的な場合には，座標をG”3＝　O、G12

＝G21＝・O，　G33＝Gee＝1のごとくに選ぷと，（19）式は，

　　　　〔；：1〕一［9：：ll：：：：：〕〔：：1］　　（22）

　　　　［；：：］一［9111：：：1：1〕〔：；：〕　（23＞

と互に独立な二つの変換に分けられる．

　（22）式よりe22を消去すると，

　　　　σ1Lりσ盟出E・（G1上）2・e1・

ここでall＞＞2　a22を仮定すると，アーチの応力歪関係式

が得られる，すなわち，

　　　　aZ1＝E・（G11）：・e：エ　　　　　　　　　（24）

さらに座標をGll＝1のごとくに選ぶなら，梁の応力歪

関係が得られる．

　　　　6i1　＝E・esi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25＞

　1節および本節において述べられた二つの仮定に基づ

く連続体をK1rchh。ffおよびLoveにちなんで，改め

てK－L連続体と定義する．これは三次元連続体のSu－

bspaceを講成していることはいうまでもない・

　　　　　　　　　3．基本式
　筆者は文献（10）にて，初期応力を考慮しt；　K－L連続

体のすべての基本式を提出する変分定理を発表した．そ

の主旨は，Hu・Washizu　Princ三pleY｝を二次元化したも

のに，さらにKir¢hhoffの仮定に基づく条件式（15），

｛16）を変位で表現したものを付帯条件として，加えたも

のである．ζのFunet三〇nalを示すと，

　　　　F｛砺、叫β砺βコ，r“e、　SaP、　¢．fi，　（P・fi，　P・s，

　　　　　　　　づ　ゴ　　　　N
　　　　NaBハ4躍β，　N「s，　M，β，　Q，コ「）

　　　　　一∬〔w（7・P・・…B・・di・・，・ip…　s？・fi）＋）（｝・・r・fi

　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　e
　　　　　　e　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　ny　　　　　　　　　o
　　　　　＋Mβ血K。fi＋N’　Pip．fl＋M’flg．β＋K’eg．β

　　　　　　ヰ　　　　　　　　　　　　　＊
　　　　　’一　Nβa（rae－．AaS）一．Mfia（κdP　’一　Baβ）

　　　　　一寿・｛φ…言楓鹸細｝

　　　　　　，t
　　　　　－M齪β（ψαβ一、Ba「A，母÷ノ1π3ヱ3β3）

　　　　　一燕・｛9a・一き乱臨配β轟・）｝

　　　　　　ゆ　　　　　十Q症（β崔十A　crS　一・　．i1a”Ars）
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＋デ（β・＋吉且蜘一臨一鋼4・

　　　ヤ　　　　サ　　　　ヤ　　　　け一∫σ抄β（｝iLPx＋孫β匹＋穿β＋万rβ）ds

ヤ・｛養船（t・函）＋羨鵬一忍）

　　　　　＋導fi（zv’＿萄）＋、fzβ（β，一酉，）｝ds　　　　　　（26）

　（26）式の第一変分の結果が本節にて示されるものであ

る．

　i）釣合方程式
　　　　　　　　キ　　　　　　　　　　ヤ
　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N
　　　　Nβ㍉，β一N°βう♂！生加＋（N酊βAβ瓦）”・

　　　　　　ヤ　　　　　　　　　　　　ヤ
　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　－」lttaβbaXBβ3＋（、Ad”fiBaX）ttP－baxQ”

　　　　　　　　　　　＊　　　　　　　　＊　　　　　　＊　　　　　＋Q”bpXA。P－一（QaA3x）tsa－Tb．XA3v＋Pk

　　　　　＝O　　　　　　　　　　　　　（27）
　　　　　　　　ヤ　　　　　　　　　　　ヤ
　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　う，βNP・＋．Naβb。’A．fi＋（．N“β・4βの，1・tt

　　　　　　キ　　　　　　　　　　　ヤ
　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－v

　　　　　＋ハ4”βb．βB。’＋（Ma”．BfiS），，。＋Q㌔

　　　　　　ホ　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　
　　　　　一（QaA．♂）仰一Q”ba’Ap3十（TA’）nr＋ps

　　　　　＝．O　　　　　　　　　　　　　（28）

　　　　　　　　　　モ　　　　　　　　　　　　モ
　　　　ぬ　　　　ホ　　　　　　　N　　　　　　　　　　　ny
　　　　Q』Mβx，，β一M喝β㌧4。3＋（A4”fiAfiX）’何

　　　　　　　ホ　　　　　　　　　　＊
　　　　　　一一K”βba”Bfi3十（。κ侮βBβ、），tff　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　ウ
　　　　＊　　　　　＊　　　　t・t　　　　　　　　　　N
　　　　T冨う，βルrβ’＋M摺βう。’A．e＋（ハ4“βん3）・認

　　　　　　　ネ　　　　　＋K“βう、。－Bβ’＋（K”βBβ3）胆　　（30）

＊　　　　　　　　＊

QiおよびTは，　Lagrange’s　Multiplierであり，ζの

物理的な意味は，aa3，　aSSの厚さ方向へ積分した合応力

に当たるものである，KirchhoffおよびLoveの仮定に

よ1），（26）式中でσaS，σ3sの項は他の項に比較して徹小

ゆえ，省略されていたものであるが、付帯条件として

（15），（16＞式を採用することにより，｛26），（27）式にて

その積分量が定義された．

　の境界条件

　　　　　　　　　＿　　　　2t
　　りβ五偽＝，β（Nβ瓦＋．NM”A．X十McrPB．x

　　　　　　ゆ　　　　　一QfiAsx）＝＝vβnfii

　　　　　　　　　　遣　　　　章
　　りβ煎β』りβ（Mpx÷MaeA。x＋K”　PB・’）

　　　　　＝＝vfime1　　　　　　　　　　　　．（31）

　　　　　　　　　ホ　　　　　　＊
　　），　die　＝vB（Qβ一Q馬4ae十N“　fiAaS

　　　　　　：
　　　　　十MaPBαs十rA』e）．・VsgP

　　　　　　　£　　　　t
　　り圃β功β（Mαβん3÷κ冒βB。3）＝Ve”2β

　　　　Ux－fix＝：O，　βx一βL盟O，　τ〃一一tu＝：0，β3一βs　＝＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

醐㎜1購脚㎜甑欄卿”蝋眼欄蹴凶1欄旧1欄職lll剛1甜1翻皿楓嘲㎜II岡糊鮒庭1柵闘lttlltUJtnl”IIII剛1！匝1欄II冊1自蹴1剛舶㎜1旧皿㎜1㎜1”欄叩鵯1鵬IIIM曜lml醐1回伽im闘鵬
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ただしアステリスクは，初期応力と未知鼓との和を示
　　　　　　　ぜ　　　　　e
し，たとえば，N卵翻N婿＋A「aPを意味する．

　初期応力状態は線型の基本式を満足するものとする，

　合応力については
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H：平均曲率，K：全曲率
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iv）合応カー歪関係式（Constitutive　Equation）
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Gt「fiは中央面の第一基本計量反変成分である．

　（36），（39），（40），（41）式より
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㈹式の各式はいずれも・》姫こ基いて省略が行な

われている．

　　　　　　　　　4．結　　　び

　従来の理論，特に線型理論においては，Siz面および法

線保持を主張しながらも，その数学的表現があいまいで

あったために，実際は近似的に平面法線保持を仮定した

に等しかうた．意味の上で矛盾を持つにもかかわらず，

結果に誤りのなかうた原因はここにあるといえよう．

　最後に，貴重な助言を寄せられた大学院の登坂，大山

両氏に心から感謝する次第である．

　　　　　　　　　　　　　　（1969年7月31日受理）
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