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有限要素法による平板の大たわみ問題の解析

Analysis　of　Large　Deflection　of　Plates　by　the　Finite　Element　Method．

川井　忠彦＊・吉村　信敏＊
　Tadahiko　KAWAI　　and　　Nobutoshi　YOSHIMURA

最近構造工学の多くの分野で注目されている有限要素法（マトリックス法）をもちいて，板の大

たわみ問題を解析し，いくつかの例題をといてその実用性を躍認することができたので報告する．

1．　ま　え　が　き

　大たわみ問題の有限要素法による解析は欧米において

はすでにかなり前から骨組構造についておこなわれてお

り，わが国でも藤野・大坂によるッリ橋の解析1），坪井・

大山によるテンション構造の解析2）がおこなわれてい

る．筆者らはさきに有限要素法をもちいて平板の平面応

力場における有限変形問題について“くりかえし法（It－

eration　methed）”による解法を研究したが3），さらに研

究をすすめて，板の曲げにおける大たわみ問題を解析し

かなりの成果が得られたので報告する．

2．基　礎　理　論・

　図1にしめすように，平板の中央面内にx，y軸をと

り，これと垂直に2軸をとる（右手系を採用）．そして

X，yおよびZ軸方向の変

位をそれぞれU，Vおよ

びωとする．

　さて板の曲げに関する

線型理論では．τ，y方向

の縦ひずみε。，εvおよび

これらの軸に関するせん
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，t‘
断ひずみγ。yは板の中央

面の伸びを無視してつぎ　　　図1座標軸と変位

のようにあらわされる．

留一一ﾍ卵一一帯r・y・一一翫鑑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

しかしたわみが大きくなると，もはや板の中央面の伸び

は無視できなくなり，（1）式でしめしたひずみの他に

つぎのようなひずみを考えなければならなくなる．

　　　　晒彩＋音（∂ω∂x）皆一霧＋音（雰ア

　　　　　　　∂v　　　　　　　　　∂u　　　　　　　　　　　∂ω∂w
　　　　γ・・』…［iE＋砺＋…房万　　　（2）

したがって，全体のひずみはつぎのようになる．
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ここで，中央面の伸びも考慮に入れた板のひずみエネル

ギを計算しておく．平板のひずみエネルギUは一般的

につぎのようにあらわされる．

　　　　U－2（1㌔∫∫∫｛E・2＋2・・E・・Ey＋E・2

　　　　　　＋（1－P）　　γxy22｝dxd・d・　（4）

　（4）式に（3）式を代入し，被積分関数のうちzに関す

る1次の項はその方向に積分するとゼロになることに気

をつけて計算すると，結局つぎのような式が得られる．

　　　　U＝＝U，十び2十乙Z3十U4　　　　　　　　　　（5）

　　　　u・　・2（Eh1－v2）∫∫｛（離加器＋（誹

　　　　　　＋㌢（雛）2｝4卿　（5－・）

　　　　u・－9∫∫｛（霧）2＋2v（1袈）（謬）＋（劉

　　＋2（・一〃）轟

　　　EhU3＝＝＝－

　　2（1－v2）　　　　　　　　　　　∂y

　　　∂v　∂u　∂ω2　　＋（
　　　一十P－　　一
　　　∂y　∂x　∂y

＋（1－〃）霧＋雰魏4吻
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（5－2）

（5－3）

仏一
W（EhP－v2）∫∫｛（雰ア＋馴翫吻

（5－4）

ここにhは板厚，Dは曲げ剛性である，

以上で大たわみを考慮した場合のひずみエネルギ式が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　もとあられた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　これに有限要素

　　　　　　　　　　　　　　　　　　法をあてはめて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　問題をとくわけ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　であるが，その

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ためにはまず板

　　　　　　　　　　　　　　　　　　の曲げ変形およ

　　　図2長方形平板要素　　　　び面内変形に関
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する変位関数（Shape　function）を仮定する必要がある・

ここで使用する有限要素は図2にしめすような長方形平

板要素とする．

　曲げ変形に対しては，Greene4）によって提案された変

位関数をもちいる．この関数は要素の各辺上でたわみお

よび傾斜角の適合条件を完全にみたしており，つぎのよ

うに与えられる．

　Uリ＝＝　q、（ξ）qi（η）ω1＋aq・（ξ）OP3（η）θ．・＋bq3（ξ）OP1（η）θV・

　　＋ψ2（ξ）9i（η）ω2＋aOP2（ξ）q3（η）θ．2－i－bq4（ξ）q1（η）θV2

　　＋OP2（ξ）q）2（η）ω3＋aOP2（ξ）q4（η）θ．3＋bOP4（ξ）OP2（η）θ，3

　　＋91（ξ）OP2（η）τσ4＋aql（ξ）OP4（η）θ．4＋bq3（ξ）902（η）θ，4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

ここにξおよびηはXおよびy座標を無次元化表示

したもので

　　　ξ　一＝　x／b，　　η＝z／／a

またg1～q4はつぎのようにあらわされる．

　　　q・（s）＝1－3∫2＋2s3

　　　q2（s）＝3s2－2s3

　　　　1：1；；＝㌘　／

（6－1）

（6－2）

節点変位は各節点におけるたわみとX軸およびy軸まわ

りの傾斜角であって，つぎの列ベクトルで定義される．

　　｛δ，｝T＝｛ω1，θ．1，θvl，　Uリ2，θ．2，θ，2，　W3，θx3，θ，3，

　　　　　ω4，θ．4，θy4｝　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

ここに ｰレ磯いゴー職4）
これに対癒して節点力は各節点におけるせん断力とX軸

およびy軸まわりの曲げモーメントであって，つぎのよ

うに与えられる．

　　｛’、｝T＝｛Fl，　M。1，　Mv・，　F・，　Mx・，　My2，　F・，　Mx・，

　　　　　Mv3，　F4，　M，4，　Mv4｝　　　　（8）

ここに上添字Tは転置行列をあらわす．

　一方面内変位に関しては，変位をつぎのように仮定す

る，

　　　　綴：器工雛翻｝　（9）

ここにα1～α8は未定係数である．

　（9）式はあきらかに変位の適合条件を完全に満足し

ている．節点変位は各節点におけるXおよびy方向の変

位である．

　　　　｛δ，｝T・＝｛ec　1，　u2，　u3，　u4，　Vl，吻，　v3，　v4｝（10）

これに対応する節点力は各節点におけるXおよびy方

向の力であってつぎのようにあらわされる．

　　｛f，｝7＝｛X1，X2，X3，X・，Y・，Y・，Y3，Y・｝（11）

各節点におけるX，y座標を（9）式に代入して未定係

数α1～αsを決定し，変位関数を節点変位であらわすと

つぎのようになる，

，u＝（1一ξ）（1一η）π1＋ξ（1一η{ξη　u3＋（1一ξ）ηu4）u2 @）
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　　　　嘆1㌫幾蝋1一η）z’2　」（12）

　ここにξ，ηは（6－1）式でしめしたと同じものである．

　（6），（ユ2）式を（5）式に代入して積分すれば，ひ

ずみエネルギが節点変位の関数としてあらわされる．そ

して，このような節点変位をおこさせるに必要な節点力

のベクトル（｛F，，Mxl，　Mvl，…，　My4｝Tあるいは｛X1，

X2，…，　Y4｝7）の成分はCastiglianoの第1定理により，

Uをその対応変位成分（ω1，θ。1，θyl，…，θy4あるいは

Ul，　U2，…，　V4）について逐次微分することによって得ら

れる．

　まず，上記の操作にしたがってω1，θ。1，θy1，…，θ，4に

よってUを逐次微分して曲げに対する節点力の成分F1，

M。1，Myl，…，　My4を計算する．ひずみエネルギUのう

ち，U，はWl，θ。1，…，θ，4の項を含まないので節点力

へめ寄与はゼロである．またU2は，線型曲げ理論にお

けるひずみエネルギであるから，これから線型曲げに対

する剛性マトリックスk・が得られる．U，およびU4

からは膜力（membrane　force）の影響による付加的な

剛性が計算される．すなわち

　　　1　　　12　　　1　　　96　　　　ユ　　　364　　　　1
　　・2fb　・・　12kb・12∂b　＋　12ka、・96δa、＋12k。2・364δ。2（13）

　　　　sここにmAはAがm行n列のマトリックスであるこ
とをしめす．ここで曲げに対する節点変位｛Wl，θ。1，…，

θ，，｝Tを｛δ1b，δ2b，…，1　S12b｝7とあらわし，また面内変形

に対する節点変位｛ec1，　U2，…，　V4｝7を｛δIP，δ2’，…，δ8P｝7

とあらわすとすると，｛δ。1｝と｛δ。2｝はつぎのようにな

る．

　　｛δ。1｝T－｛δ・Pδlb，δ・・δ2°，…，δ・アδノ，…，δ・Pδ12b，

　　　　　　δ，・δ、う，δ〆δ2ゆ，…，δ」・δノ，…，δ♂ρδ・2δ，

　　　　　　δ8・δ、b，δS・　62’，…，δS・δj’，…，δS’δ・2b｝

　　　　　　（i≦8，　ブ≦12）　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　　｛δ。2｝T・・｛（δ・∂）3，δ2b（δ・b）2，（δ2b）2δ・b，（δ2り3，

　　　　　　δ3b（δ・b）2，δ3’δ2’δ1b，δ3b（δ2b）2，（δ3b）2δ・b，

　　　　　　（δ3b）2δ2δ，（δ3b）3ジ・・，δ・bδj’δkb，…，（δ12b）3｝

　　　　　　（12≧i≧ブ≧k）　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　つぎにUl，　u2，…，　v4によってUを逐次微分して面

内変位に対する節点力の成分x1，　x2，…，　Y4を計算す

る．ひずみエネルギUのうちU2とU4はUl，　U2，…，

v4の項を含まないので節点力への寄与はゼロである．

またひ1は平面応力場における線型ひずみエネルギであ

るから，これから平面応力場に対する剛性マトリックス

k，が得られる．U，からは膜力の影響による付加的な

剛性が計算される．すなわち

　　　　1　　　8　　1　　　78　　　1
　　　　8f，＝8k，8δP十8ka378δa3　　　　　　　　　　　　　　　（16）

ここにδ。3はつぎのようになる．

　　　　｛δ。3｝7＝．｛（δ・り2，δ2’　6・b，（δ2b）2，…，δ・bδJb，



20巻・8号（1968．8）

　　　　　　　　・・，　（δ12b）2｝　　（12≧i≧」）　　　　（17）

　（13），（16）式で各要素について節点変位と節点力の

関係がもとめられたので，境界条件を考えて（13），（16）

式を整理して加え合わせれば平板全体について節点変位

と節点力の関係が得られる．しかしこれは3次の連立代

数方程式となり，これを陽にとくことは実際上不可能で

ある．そこで（13），（16）式のうち非線型項を付加節点

力として解釈し，つぎのように書きかえる，

　　　ユ　　　12　　1　　　　1　　　　　　　　　　1
　　12f・…　12k・・12δb＋12f・1（δ，，δ・）＋12f。2（δ、）　（18）

　　1　　　8　　1　　　1
　　8fp＝＝8kp　8δP十8fa3（δ，）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

ここに　fa1（δp，δδ）＝＝ka1δal

　　　　f。2（δ・）　＝＝　k。2δ。2

　　　　’。3（δ・）　＝ka3δ。3

またf。1（δ。，δ・）は付加節点力f。1がδpおよびδbの

関数であることをあらわしている．f。2，　f。3についても

同様である．

　各要素についての節点力と節点変位の関係（18），（19）

式を境界条件を考慮しつつ整理して組みあわせ，平板全

体について節点力と節点変位の関係をもとめると，つぎ

のようになる．　　　．

　　　F・＝：K，d，＋F。1　（d。，　d・）＋F。2（d，）　　（20）

　　　F戸κ，d，＋F・3（d・）　　　　　（21）

ここに瓦，Fpは面外および面内の節点外力である、

5．数値　解　法

　問題は（20），．（21）の両式を同時に満足するd・およ

ひdpをもとめることに帰着したが，付加節点力の項が

dpおよびd・の2次または3次の関数であるから，線

型の問題のように容易にとくことはできない．そこで，

この解法として“くり返し法（lteration　method）”を採

用した．以下その演算操作を説明する，

　①；（20）式の付加節点力の項を無視して，線型の曲げ

に対する解をもとめ，これをd・の第0近似解d・（°）と

する．すなわち

　　　　d，（o）＝Kb－－1F，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

　　　　　　　　　f　②；①でもとめたdb（o）を使って（21）式の付加節点

力を計算し，これを左辺に移項してdpの第0近似解

dp（o）をもとめる，すなわち

　　　　dp（o）＝＝　Kp’1（F，－Fa3（d・（o）））　　　　（23）

　③；①および②でもとめた第0近似解d・（o）および

dp（o）を使って（20）式の付加節点力を計算し，これを左

辺に移項してd・の第1近似解db（1）をもとめる．すな

わち

　　d，（1）＝Kb－1（Fb　一’Fal（dp（0），　d，（0））－F。2（d，（0）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

　④；③でもとめたdbq）を使って（21）式の付加節点

力を計算し，dpの第1近似解♂pωをもとめる．すな

わち
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　　　dp（1）＝Kp－1（－Fp　－F。3　（db（1）））

⑤；このようにして

　　　d，（”）≒d・（得一1），dp（”）≒dp（n－1）

（25）

（26）

になるまで計算をくり返す．実際には仮定した節点変位

とそれをもちいてもとめられた節点変位との相対誤差が

ある限度以下になるまで計算をすすめるわけである．

　以上が“くり返し法”による大たわみ問題解析の概略

であるが，実際に数値計算をしてみるとこの系はかなり

sensitiveであるので，　d（i’1）だけを使ってd（‘）を計算

していると，d（i）は振動しながら発散してしまうので解

をもとめることができない。この現象をさけるため，藤

野・大坂1）がツリ橋の大たわみ問題を解析した際にもち

いた手法を導入した．それはd（i）を計算するとき，非

線型項に代入すべき節点変位には一つ前の段階でもとめ

られた近似解d（i”1）を使うだけでなく，そのもう一つ前

の段階の近似解d（i’2）をも考慮に入れてd（i’－1》と♂（‘騨2）

にちがう重みをつけて加え合わせた値dm（i“‘1）をもちい

るという方法である．すなわち

　　　　dm（i－1）　＝（1一β）d（i－2）＋βd（i－1）　　　　　　（27）

ここに　0≦β≦1　である，

　d（‘－1）だけを使って付加節点力を計算するということ

は，β＝1にしたことになる．

　計算時間の都合でβのとるべき値についてこまかな検

討はできなかったが，一般にβ＝O，3程度にすれば問題

ないことがわかった，ただし荷重が小さくて線型に近い

場合はβ＝0．5をとっても収束する、ようである，

　以上述べたように有限要素法と多少改良を加えた“く

り返し法”を併用することにより板の大たわみ問題はか

なり実用的に解析しうるものと思われる，

4．解　　析　　例

ン

／

C B

已

＼
1

厳

§

500m／m

一ト A 多

鞘

！

　はじめに従来の研究成果と比較するために，下向きの

等分布荷重をうける周辺固定正方形板（1m×1m×2mm

E・2×104kg／mm2，　v＝・o，3）について解析をおこなっ

　　　　　　　　　　　　　　　　た，対称性から全

　　　　　　　　　　　　　　　　体の114について

　　　　　　　　　　　　　　　　考慮すればよい

　　　　　　　　　　　　　　　　が，これを図3に

　　　　　　　　　　　　　　　　しめす．境界条件

　　　　　　　　　　　　　　　　は，OA上の節点

　　　　　　　　　　　　　　　　について

　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ．　＝＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v・＝0

図3　周辺固定正方形板
　　　（全体の114）

CO上の節点で　θ，＝O，　u＝O

　ABおよびBC
上の節点で

　ω＝＝θε＝　θ”＝O，

　u＝・v＝＝O

3
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　さて解析しよう

とする領域OABC

を図4にしめすよ

うに25の正方形

要素で分割した

（節点数36）．節

点外力は，各要素

に加わる全荷重を

それを構成する四

つの節点に1／4ず
　　　　　　　　　　　　　図4　要素分割
つふり分けた．面

内方向には外荷重は加わっていないからF・　＝Oである

ことはいうまでもない，単位面積当たりの荷重qをO．・1，

0．2，0．4，0．　6，0．8×10“4kg／mm2の5通りにかえて計

算をおこなった．“くり返し法”による解の収束のよう

すを0点のたわみについてしめしたのが図5である・な

　ω。（m／m）

9　　　　z　　　　／

／／

∫

　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　15

　　　　　　　　くりかえし回数

図5　“くりかえし法”による解の収束のようす

お，許容誤差は0．5％とした。図中にはβの値も書き

こんである．

　図6は0点におけるたわみについてqを変えながら線

型解と大たわみを考慮した解を比較したものである．同

時にStewart　Way5）がエネルギ法を使ってもとめた解

もしあしてあるが，有限要素法による解とよく一致して

いることがわかる．一般に，たわみが板厚程度（この場

合2mm）までは線型理論でよいとされているが，この

結果をみると線型解でたわみがちょうど板厚と等しくな

るような荷重（q≒o．24×10－4kg／mm2）でも大たわみを

考慮すると，たわみは線型解のそれの75％程度とかな

りの差を生じる．したがってたわみが板厚程度であるか

ら大たわみの影響は少ないという理屈はすべての場合に

っいては成り立たないことがわかる．ただし大たわみを

考慮すれば，たわみは小さくなるので，線型理論は常に

安全側の解を与えることになる．

4
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（E＼窟）§

3
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一一一一エネルギー法
　　　（Stewart　Way）

　　0．2　　　　　0．4　　　　　0．6　　　　　0．8×10－’‘

　　　　　　　q　（1《9／Mm2）

図6　0点の荷重一たわみ曲線

　図7は0点およびA点における板の上面および下面の

σ、についてqを変えながら線型解と大たわみを考慮し

た解を比較したものである．変位（たわみ）の場合と同

じように，大たわみを考慮すると応力値は線型解にくら

べてかなり小さくなることがわかる．したがって線型理

論をもちいて設計すればもちろん安全側．CD解を与える

が，かなりover・scantlingの場合もありうるであろう・

σ（kg／mm2）
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、
、
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0．8×10’4

一4

　　　　　－一一一一一線型理論

　　　　　　　　大たわみ理論（有限要素法）

　図7　0点およびA点における板の上面および

　　　　下面の応力

　もう一つの例題として相対する2辺固定・その他の2

辺自由の正方形に集中荷重を加える場合（図8）をとり

あげた．点Nに荷重PNを加える場合について計算をお

こなった．対称性から板の上半部のみを考慮することに
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して，50の要素

に分割した．図9

に荷重をだんだん

増していった場合

の荷重一たわみ（N

点）曲線を筆者ら

の研究室でおこな

った実験値ととも

にしめしたが両者

はかなりよく一致

している．時間の

関係でこの報告に

L400m／m

⊥．

一一ｨ一

図8　2辺固定・2辺自由正方形板
儲：1×1°4kg／mm2）

はのせられなかったが，ひずみゲージによるひずみ測定

も近い将来おこなう予定である．

5．プログラミング上の工夫

すでにのべたように本解析法は“くり返し法”を採用

tVN（m／m）

3

2

1

0

O

　ノノ　　

o

ノ

’　　　一一一一線型理論
』

＿大たわみ理論
　　（有限要素法）

　o　実験値

　　　　　　10　　　　　　　　　20

　　　　　P“（kg）

図9　2＞点の荷重一たわみ曲線

　　しているので，

　　計算時間を短縮
O
　　するためにいく

　　つかの工夫をお

　　こなっている．

　　（22）～（25）式

　　を参照すればあ

　　きらかなよう

　　に，逆行列演算

　　はどのくりかえ

　　し過程について

　　も共通であるの

　　で，あらかじめ

　　計算して磁気ド

　　ラム中に格納し

　　ておき，くりか

　　えし過程では付

　　加節点力の算出

をおこない，これと磁気ドラム中に格納してあるデータ

とによって節点変位を計算することにした．またk。1，

k。2，k。3の計算にもかなりの時間を要するので，同じ形

状の要素に関しては計算の重複をさけるように工夫し

た．なお使用計算機はHITAC　5020，5020　F，5020　Eで

ある．

6．結 論

　平板の大たわみ問題が，“くり返し法”を採用し有限

要素法によって解析できることをしめし，その第一歩と

して横荷重を受ける正方形板の大たわみ問題をといて，

その実用性を確認した．

　　　　　　　　　　　　　　（1968年5月27日受理）
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　（P．43よりつづく）

cm2，　ls＝6．　Ocm，　ln　＝・　4．　3　cm，1ノ・＝＝　1．2cm，　Kノ・＝1．76　kg・

cm／rad，　V飼＝2．5cm3，　xo＝＝O．017cm，　C，十C3＝・C1’十C3’

＝10－4cm2・sec－1，　σ2＝σ2’＝・1．74×10－2　kg・sec’－1・cm－1

である．p、・＝5．　Okg！cm2の場合，ノズルaに対しては

式（7）．の係数がa2＜O，　a3＜0，a4＜0となり不安定，

ノズルdに対しては安定となる（ただし，ノズルaに

対して瓦＝－13．3，ノズルdに対してN．＝2．　O）．

6．む　す　び

　カフィードバック空気圧サーボ弁が，ノズル噴流力の

非線形性によって自励振動を起こすことを実験的に確か

め，その理論的裏づけを行なった．

　この自励振動はディザとして利用できる可能性があ

り，また，V。を変化すれば発振周波数が変わるので空

気圧発振器にも使用できる・　　（1968年5月28日受理）
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