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有限要素法（Finite　Element　Method）

　　　　　による回転体の応力解析
　　Stress　AnalS’si30f　Axis｝・rnmetrie　S．olids』y　the　Finite　Element　Moしhod

川　　股　　重　　也＊

　Shigcya　KAI”VV，AMATA

マトリックス法の亜要な分野の一つで，任窓形状の連競体の応力解析

に偉力を発揮する有限要素法を，回転体の場合の例によって解脱した．

　　　　　　　　1．はしがき

　槽造物に外から力が加えられる時の，内部応力や変形

を計算によって予測すること一すなわち応力解析は，

構造物の設計にとって，避けることのできない関門であ’

り，多くの場合，設計者にとうて最も頭の痛い仕事とな

る．それは，教科書にのっている微分方程式の解が，ご

く単純な形一直線のはり，円孤のアニチ，四角の板，

まるい板，球形のドーム，円筒の容器など一一のiしか

も限られた支持条件についてしか逓用’しないのに対し

て，現実に設計する構造物が複雑な形状と組合わせをも

っているからである．

　モこから先は，RUNGE－KUTTA法や差分法といo

た数櫨解折を忍耐強く押し進めるか，実験を行なうこと

になるが，いずれにしても相当の労力と時閥を必要とす

る．

　近年注目されているマトリックス法と呼ばれる一連の

応力解析法は，電子計算機の合理的使用により，任意形

状の構造物のいろいろな問題を迅速に処理しうる数値解

析法であり，設計者を応力解析の重圧から解放して，よ

り生産的な頭の使い方を可能にすると信じられている．

　マトリックス法の申で，骨組の解析法とならんで重要

な部門である有限要素法は，達続体を，三角形，四角形

あるいは四面体，直方体等の有限な大きさの要素に分割

し，分割線の交点一鰭点と呼ぷ一の変位を未知数と

して紹析する方法である．有限要素法は，2次元応力・

ひずみ問題3次元立体のほか，平面板，曲面板等，広

い範囲にわたって適用可能である。

　この中で，2次元問題と，モの拡張としての回転体（平

面図形を軸まわりに回転させてできる立体）の弾性癒力

の問題については，分割を細かくすることにより確実に

正解に近づくことがわかっており，実際に大規模な問題

の解析にも成功しているし，汎用の計算プログラムも作

成されている．3次元の一般立体（回転体でt4いもの）

では，形式的には2次元問題の拡蛋に過ぎないtOSr未知

数の数が膨大となり，計算機の容量の点でいまだ実用の

段階には達していないようである．また，平面板，曲面

板など，板の曲げを含む分野では，分割度と正解への収

　束の関係にいまだ不安定な要索があり，確実に，しかも

1急速に正解に近づくためには，まだ研究の余地がある．

　　ここでは，有限要業法のうちで，比較的簡単で，実用

価値も高い回転体の弾性応力の解析法を，主として著者

　の経験をもとにしで解説する．

2．　要棄への分割

　まず平面から考え始めるとして，平面をみ割する場合

の簡単な要素の形として，三角形と長方形が考えられる．

図1　長方形要業による分割

図2　三角形要業によ

　る分割

りあるものといえる．
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このうち，三角形要素の方がど

んな境界形にも適合し，内部の

分鵠形式にも制約がなく，たと

えば急激な応力分布の変化が予

想される部分（応力集中点など）

のみ細かく分割することなどが

可能なために，汎用プログラム

としては一般に三角形要業が採

用される．・

　同じ分割度について比較する

と，三角形要素によるものより，

長方形要素によるものの方が幾

分精度がよいことがわかってい

るが，三角形の上述のような利

点は精度土の不利を補ってあま

3．変　位　関　数

　有限要素法では，まず要素内での変位分布のモードを

仮定する．このとき，要素の変位を，頂点の変位で代表

させる関係から，頂点変位の臼由度の数と同じ数の変位

分布のモードを仮定する．この仮定した変位分布を表わ

30



20y｝－5号　（1968．5⊃

す関数を変位関数といい，これの仮定の良否が，解析の

成否を左右する最も重要なポイントとなる．

　さて，回転休の三角形要素について変位関数を定める．

回転立体の回転軸を含む平面を考え，「この平面上に三角

形lntnを描く．ζれを11ラジァンだけ軸まわりに回転

させて生じる立体を，この場合の要素と見なす（図4）．

書“

嵜

言1

園3

「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f
　　　　　　　rt　　　　　　　　　「旙　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　図4

　円筒座標r，e、＝を用い，簡単のたとうに問題を軸対称

閾題（応力・変位の分布が，回転軸について対称な場合）

のみに限定し，さらにシャフトのねじりのような問題を

除外することにすると，リング方向の変位，が省略され，

生じうる変位はU，Wのみで2次元問題の場合と同じで

あり，応力は2次元問題におけるar，　ar，　r・・に，リン

グ方向の応力σeを追加したものとなる（図3）．これら

の変位と応力は，軸薄称の条件から，回転方向θには無

蘭係で一一定であるから，任意θの位置でのr＝平面上

の要素について考えれば十分である．

　さて，要素の3頂点に二つの独立な変位＃，’Jがある

から，この要素は六つの変位の自由度をもつ．これに対

して，要業の㍑断面内で，変位の直線分布を仮定すると・

u＝A十」3x十Cy，7＝D÷Ex÷Fyにより，計六つの変

位のモード・を仮定したことになる．

生産研究　　225

　有限要素の分割度を高めた時に正解に収束するために

は，一般に変位分布の仮定が次の3条件を満たさなけれ

ばならないといわれている1〕・2，．

　1）変位関数が要素の任意の剛体変位を表わしうるこ

と．この剛体変位とは，要素のひずみをともなわない変

位のζとで，2次元変位の場合は，Xおよびy方向の平・

行移動（Translat三〇n）と任意点まわりの回転（Rotation）・

の3成分がある．要素みずからの変形が原因でなく，変

形する他の要索の集稜にのっているために動くのが剛体

変位であると考えてもよいだろう，この剛体変位を与え

得ないような変位関数を用いた場合は，要素に無理な拘’

束を加えていることになり，正解には収束しない．tt，

vの1次分布の仮定がζの条件を満たすことは明らかで

ある．

　2）要業内で一定ひずみの状態を表わし得ること．要

素が無限小になれば，要素内で一定ひずみとなるから，

変位閨数に一定ひずみの成分を含まない場合には，分割；

を細かくしても正解に収束しないζとになる．仮定した

1次関数から出てくるひずみは一定ひずみのみであるか

ら明らかにこの条件を満足する．

　3）隣接する要素の境界線上で両側の要索の変位が連

続し，くい違いやギキップが生じないこと（適合変形の

条件）．ここで仮定している線形分布の変位場では，変形・

前に直線であった境界は，変形後も直線であり，かつこ

の直線境界上で変位は1次変化する．このことと，相隣

る要素はこの直線境界の両端にある2節点を共有するか

ら，境界上の変位は両側で完全に一致し，i変形は適合す

る．

　さて，変位関数は，任意の頂点変位が生じた場合の，

要素内の変位場を与える関数であるが，上のような性格

をもっ直線分布を仮定すると，簡単な行列演算により，

次のような形に表現することができる3〕・d｝．

　三角形エレメントの頂点1，m，，tの座標を二っのベ

クトル

　　　　；；：穏1：二：｛｝

で表わし，頂点変位のベクトルを

　　　　d、＝｛Ut　Um　un；Wl　Wm　wrt｝

（1）

（2）

で定義する（図4）と，頂点に単位の変位Ws＝1（S＝1，”1，　n＞

が生じたときの変位場は

　　　　鵠二賢富り　㈹
またV、＝1（5＝i，fn，n）が生じたときの変位場は

　　　　謂二1島認1：IA｝

で表わされる．ここで

　　　　φ＝［1プ　£］

　　　　A・＝［e3　rv　Zv］一’1

（3－b）

（4＞
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　　　　　託讐瞳　（5），

である．変位関数の係数を与えるA行列は，（－5）式の

ように，，各頂点の座標値か島作られる行列の逆行列であ

b，これ以後の便宜上逆行列をヨコに区分して，これら

の行ベクトルにa，β，γと名づけておく．

　ここで求められた変位関数は，響次元問題の場合とま

eたく同じである．

∴’　　　　4．ひずみおよび応力’

　回転対称の応力状態におげる変位とひずみの関係は，』

’一：：：髪毒窪｝（6）1

であるから∫（3）式で表わされた変位場を（6）式に従

って徴分すれば，各頂点に単位の変位が生じたときの要

素内のひずみ（const．）が得られる．これを行列の形で

表わすと（5）式のet）Jβ，　Tを用いて次の形となる．

　　　　E・＝［inr　E。m　i。n；iwrτ面Vwn］

　　β

1a＋β＋童丁『

プ　　　　　　7墨

　　0
　　・7

0

0

γβ

（7）・

　ここで，たとえば，列ベクトルF。1は，頂点1　te　u＝＝1

を与えたときのひずみを表わし，成分の配列は次のとう

りである．

畷〕一，　（8）、

　．単位の頂点変位によるひずみEを用いて，任意の頂

点変位の組合わせに対するひずみは，

　　　　1≡「鴇：Edt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

で与えられる．

　このひずみに対応する応力度（const．）は，弾性マト

リックスPを乗じればよい，一殻の場合Dは

の形をとり，等方体については

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

となる．ここで
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　　E；ヤング係数，り：ボアソン比

である．

5．要素の剛性行列

・隼産研兜

（11）

　エレメントは内部応力によって変形し，節点変位を生

じる．有限要素法では，内部応力をこれと等価な（釣合

う）頂点の仮想集中カー一頂点力…－tc置き換える．これに

より，内部応力のつりあいを，節点力のつりあいの聞題

におきかえることができる．さらに，頂点力を頂点変位

で表わせば，つりあい方程式を，節点変位で表わすこと

ができる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r
　　　　　　　　　　　図5

　頂点力を

　　　　f，　＝‘｛．ノ「rt　」fr　th　J『rn；f＝，　ノ～瑠　　」『」n｝　　　　（12）

とし，頂点変位との関係を

　　　　f．＝K．dt　　　　　　’　　　　（13）

とおく．この時の係数行列Ktは，単位の頂点変位を生

じさせるのに必要な頂点力を表わし，要業の剛牲行列と

いう．

　頂点力を内部応力と等価とするためには，仮想仕事

（virtual　work）の原理を適用し，頂点力ftが頂点変位

deによってなす外部仕事が，応力σがひずみEによ

vてなす内部仕事に等しいとおく．すなわち

　　　　d・・f・・　S．。1ETodV　　　　　（14）　’

ここで添宇丁は転置行列を，積分は要素全域にわたう体

積積分を衰わす．（14）式に（9）および（10）式を代入

し，共遍項d，Tをおとすと，

　　　　f・－Sv。IE’DEdV・dc

すなわち

　　　　K・・∫，．IE・DEfidV　　　（15）

により要業の剛性行列が表わされることになる，

（15）式に，すでに求めた君およびDを代入して，

積分を行なって得られる剛性行列を

　　　　K－－t〔髭：　　盈；〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ユ6）
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とおくとき，等方体に対して成分の小行列は次のとおり

である．

　Kn：＝｛2（Eu＋E置2）βTβ＋G“r7r｝Ψ宝1

　　＋（En＋E，，）｛（aTβ＋β「at）V2＋（β7γ十γ7β）「V3｝

　　＋E・・｛4α砿＋、（rTa＋CtTr）v5－←γ7γ殉

　Kn＝（2Ei2β’r＋Gd｛rTβ）Vl＋E12（CtTr　1ノ至＋r「r　V3）

　K垂，＝Kエ2r　　　　　　　　　J，

　K2z盟（E「11r7r＋G，‘β7β）T～1　　　”

ここでVl，　V2，…「Veは体積稜ラ｝を表わし，老の内容

1・ま

・一
?i・’＋・・＋rn）

・一
氏i・1＋・・＋2n）

A，．，⊥1「・：t

　　21　r師2nt

　　　ユ　rn窓n

を用いて

　箪一∫粕14v－∬・4・4・一耐

　　Tlr2一乱1子4v－∫∫蝕M

　　Iろ一乱，多幽∫∫・舩一創

　　距乱，シv－∬÷燃≒÷A

　　τZs一島1舞4γ一∫∫チ燃≒多五

　　τ・・　・s．o、｛dV＝＝∬

　　　≒歩｛（穿り（　）（

と表わされる．

（18）

1（19）

　　　　　　　　　懸副

　　　　　　　τ曳～砺は，要素の大きさが，要素璽心

の回転半径rに比ぺて小さいと｛≧に成立つ近似武であ

る．

　6．　全体の副性行列（つりあい方程式の係数）

　　と支点の処理

前節で求めた要索の剛性行列1ま，たとえば，図6の三

図6
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角形（3，4，5）についてその内容を示すと，

T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u3　　　・u4　　a5　・　　w3　　　w4　　w5

　　　　　　　f，3

　　　　　　　f，a

一πe（3，45）－fr・

　　　　　　　fを3

　　　　　　　f．4

　　　　　　　‘f．S

のようになっている．

a工1　a12’a工3

a2：　・a22　　　・

a51　　’

a14

o

a15　｛216

■

a45

■　　　　　　　■　　　　　　　　　●

．　　　召EG

　　　　　　　　　　，e　eで，たとえばa4sは頂点4に

おける単伽坊蔽伽F1によ？て牛じる願3
のZ方向の頂点力f．3を衰わしている．

　　　　　　　　　　　図7

　次に携造全体のつりあい方程式を考える．図7に示す

ような断面をもつ回転体の，たとえばi点のZ方向のつ

りあいを考えると，f．’なる頂点力を引き起こさせる変

位は，i点を頂点とする（a）一（e）の五つの三角形の

名・頂点の変位であり，結局i点自身と工～5の各節点変

位が闘係することになる．

　結局，考えている点に集まる要素の頂点力の和が節点

力となり，これが外力pと等しくなければならない．

このつりあい条件は，

　　　　Kd－P　　　　　　　　　　　　（20）

と衰わされる．ここでdは各節点の独立変位，Pは節点

に加えられる外力である．Kは繕造全体の剛性を表わす

行列であり，前述のように餐要素の閣性行列の成分を一

定の方法で組台わせて作成される．Kの次数は，節点数

をnとすれば（2n　×　2n）である．

（20）式の係数行列は，特異（singular）であうて，こ

のままでは方程式の解は存在しない．これは，未知数が

節点変位であるために，応力と無関係な剛体変位を含ん

でおり，変位の境界条件を規定しない限り，・っりあい条

件を満たす無数の解が存在するためである．したがって，

解ゴる形の方程式にするには，支点における変位の条件

を与えなければならない．

　たとえば，図8で」点がピン支持ならば，その点の変

位は，Ul　＝Wi＝Oであるから，未知数よりこれらを除外

し，かつノ点でのr，＝両方向のつりあい式を除外する．
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　　　　　　　　　　　　　　また走点が7方向のロー

　　　　　　　　　　　　　　ラーだとすると，Wn＝O

　　　　　　　　　　　　　　の条件を入れることにな

　　　　　　　　　　　　　　る、，

　　　　　　　　　　　　　　　ζのような支点処理を

　　　　　　　　　　　　　行なえば，（20）式のつり

　　　　　　　　　　　　　　あい方程式が解ける．解

　　　　　　　　　　　　　　として得られた節点変位

　　　　　図8　　を溺びエレメントごと

の頂点変位ベクトルの形に編成し，

　　　　・一刀・‘．PEd．・’・　　（21）

に代入することにより，各エレメントの応力を求めるこ

P　＝　21　7e36

E＝aIXIO‘

聖　＝　1！6

ELEMENT設＝窩2

爬01〕Et’（　＝M

とができる．

生産研究

了．大規模な問題へのIterationの適用

　実際上で遭隅する複雑な問魎に対しては1（2の式のK

行列が大きく，数百次から数千次に達する．したがって

実用プログラム’ ﾆしては，このような大規模な連立方程

式を・どうやって解くかが腰な問題と彗る・．

　これは，いろいろむずかし硫問題を含ルでおり，ここ

で論ずるスペースがないが，筆者らは，大型計算機の使

用を前提とした場合，Gauss－SeidelのIterati。nに加

速係数を適用したOver・relaxatlo且荘，が最適と考えて採用

し，よい結果を得ている．モれは次のような利点による、

・・一一¥一一一一一・・一州
〔a）ENarnble　1，∫掌肉球戴

P＝4．o

E＝ZIXIo‘

v＝1／fi

ELEMENT設摺32

国ODE設＝訓

1

P　　ユ呂　　19　　29　　21　盟　　Z3　2t　25　2　　27　　盤　　29　　30　　31　32　33　　訓
・一・一一一 P■■，■r

　　　　　！B　　　17　　　　　　　　　　　　　　　　　　　26　　　　　　　29　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　30　　　　　　　19　　　　　　　　　　21
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図10　Example　11騨内球穀（内圧）の応力

すなわち，

11）Gauss－Seidel法に認tば，変位法における方程式

　　のような対称な係数行列の場合は必ず収束する，

2）　コア・メモリーのみにより大規模な問題が処理で

　　き，補助記憶装置を用いる場合に比べて演算がはる

　　カ｝tこ早し、．

　3）　精度の保証された解が得られる．……ltEr且tionで

　　あるから，必要な収束度が碍られるまで計算を行な

　　えばよい．

　4）単純なサイクル計算だからプログラミングが容易

　　－　　　テ
　　cの⇔．

などである．　　　　　　’

8．例 題

　簡単な例題として，淳肉中空球（E：　ample　1）と無限

長さの厚肉円筒（Example　2）が内圧を憂…ける場合の解

析を行なった．この場合応力の一様性から，球では扇形，

円筒では長方形断面をとれば十分であり，また断面の上

下端で外側にすべるローラーを仮定すればよい．分割は

図9のように行なった．結：果として得られた応力を図10

（球）および図11（円筒）に示す．ここで，段形で表わ

されているのが有限要素法の解であ1），曲線が鴛析的に

求められた厳密解である．上下の三角形の列でt異なつ
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　図1工Exampユe　2埋肉円筒（平面ひずみ）の応力

た値を示すが，2列の平均を，その部分の幅の中心にと

ると，厳密解とだいたい一致することがわかる．

　次に，大規模な実際問題への適用例として，上下に厚

いスラブのついた厚肉容器のモデルの内圧に対する鰐析

結果を示す．、この場合，スラブと円筒部の接合隅を中心

とした応力集中が問題になるので，その部分を特に細密

なメッシュに分割した．

　未知変位の数が1278個である．前述のover－relaxa・

tionを行ない（加速係数を1，　92にとった），365サイ

クルで平均偏差（名節点における変位の，1サイクルの

変動量と変位量の比の絶対値の全未知数についての平均

値）が0．96　×　10－3の収束度が得られた．ただし，応力

度は，変位の微分値であり，応力の収束度は一段低いと

見なければならない．要した演算時關（HITAC　5020　E）

は519secであった．

、分割法を図12に，得られた応力分布を図13，14，工5

に示した．隅部分の応力集中の分布は，おおむねとらえ

られていると思われる．　　　　　　　　　　　一

9．非対称問題

回転体に罫匡軸対称荷重が加えられる場合，3次元応力
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　　　　　　　　　図14　応力砺

が生じる．ζれを3次元立体として解祈することは可能

ではあるが，はしがきで述べたように現実的ではない．

　この場合，非対称の分布荷璽が，回転角の三角級数の

和として表わされ，各次数の波に対応する解折ができれ

ば，各次数の応力，変位の合成したものが，はじめの非

対称荷重に対する解であると考えられる．

　この場合の岡姓行列の求め方は，ItZ】7に示すように
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図16　応力Ttt

三角形断面のリング状のエレメントめ稜線に，sin　nθ，

cos　ne分布（nは円周上の波の数）の線荷重，変位が生

じるものと仮定し，回転角θの任意位置でのつりあいを

求めることにより，その位置での岡1性行列（θの関数）

が得られる．特にθ＝需／如の位置をとると，θに無関

係な剛性行列が得られ，これは，応力と変位の最大値間

の関係を直接定める．この測牲行列は，1回転体の一般的

な場合の剛憶行列であり，特殊ケースとして7Z・＝Oとお

くと軸対称の場合の前述の翻性行列が得られる．

　この方法を用いると，回転体に横力が作用する場合や，

部分荷重が作用する問題などが能率よくtl？．ける．筆者ら

は，厚肉容器に地震力が作用する場合（n＝1）に適用し

て好結果を得ている．

　この項についての詳細は文献の，7）を参照されたい．

む　　す　　び

　、以上，Finite　Element　Methodの適用例として，回転

体の解析法を説明しVe．この方颪の理解のための一助と

なれば幸いである．

　おわりに，筆者の構造解折に開する研究にっき，ご指導

をいただいている坪井善勝教擾，ご協力をいただいた塩

　　　　　　　　　　　　　　，　　（P．40へつづ⇔
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られている，

　このことはかかるシミュレーションが実際
　　　　　　　　　　　　　　　　モ　　　・
の現象をかなりよく表現しているこ之を示す

もの1ζほかならない．筆者らは電気学会高電

圧試験専門委員会SDグルーフr．ICおける調査

研究の一環として、わが国における超高圧送

電系統を対象としてモンテカルロ法忙よる雷卜

害事故の研究を行なっているが）”やはり実績

ときわあてよく一致する計算結果が得られて

いる．　　　’　　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ　　　　　　1

　　　　　6．結　　　　言　　　　『

　送電線におげる雷現象の電子計算機による

シミ昌レーションを行ない，雷害による事故

件数の理論的な計算を行なった．．計算結：果は．

実績ときわあてよく一致し，ここで用いたシ、

ミュレーションや入カデータが実際の現象を

きわめてよく模擬していることを示してい

る．最近冗力工学においては統計的手法を利

用して系統の解折を行ないき送霞線の設計を

試みることがいろいろと行なわれ，成果を収

あつつあるが，
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　図6　送電線における事故件数の計算値と実績値の比較

　　　　　　　これらについては機会を改めてのべるつ

もりである．ここで取扱っている対象は力学系の解析と

はまったく異なっているが，数学的手法としてはかなり

の共通点があると考えられる．本特集号中の一文として

この点を特に強調したい．本文がその開連分野と同時に

異なる専門の方々の参考になることがあれば策者の最も

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tよろこびとするところである，（1968年3月工4日受理）
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