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1．　ま　え　が　き

　Saint　Venantのi理論にもとつく一様断面棒（断面形

状は任意）のねじり問題をマトリックス法（有限要素法）

によって取り扱うことができることに譜目し，キーみぞ

のある丸棒の応力集中を解析したので報告する．

2．使用する有限要素とその剛性マトリックス

　一様断面の棒から図1（a）にしあすように軸方向に

単位長さ1の部分をきりだし図中にしめすように直交座

糠系をさだ訪る．さてSalnt　Venantのねじり理論は長
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　モデル化

　　図工　一様断面捧のモデル化

り，回転軸の位置は問題にならないから，x軸を回転軸

に一i致させ，これを図1（b）にしめすような三角柱要

素の集合体としてモデル化する．
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い棒をねじる場

合どの断面にお

いても軸方向の

単位長さ当たり

の断面回転角θ

が一定であると

いう仮定のもと

に成り立ってお

三角柱要素‘顕を図2にしあす．

この要素内の任意の工点Pの変位

（u，v，　w）はSaint　Venantの理

論により一般的につぎのようにおく

ζとができる．

　　tt　＝一θy＝　　　　　（ユ・1）

　　v＝Oxx　　　　　　（工・2）

　　w・＝　le（x，　V）　　　　（1・3）

ここにθは‘tねじれ率”と呼ばれる．

　（1・1（t2）式からあきらかなように，要業内の任意の

ユ点PのnおよびVはθを音あればそのX・y座
標の値だけで決定されてしまうので．θをこの要素の変

位ベクトルの1成分としておけば，1‘およびvに関す

る節点変位は考える必要がない．したがって，三角柱有

限要素の節点変位の列ベクトルdはつぎのようになる．

　　d＝｛θ，　－aVi，　Wi，　Wh｝T　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

（ここに，上添字7’は転置行列をあらわす）

　Wi，　Wi，　Wtはi，ノ，　k点における＝方向の変位で

ある．これに対応する節点力の列ベクトルiは

　　f・＝｛fπ，Zi，　Zi，　Zt｝「　　　　　　　　（3）

となる．ここにZl，　Zj，　Zkはi，」，　k点におけるX

方向の餓点力、77iはθに対する物理量であるが，モの

本質については後で検討する．

　さて，wは（1・3）式にしめしたように．　x，？」のみ

の関数であるが，これをつぎのように仮定する．

　　w＝α、＋α2x＋α3y　　　　　　　（4）

ここにα・，α2，αコは未定係数である．このような変位

闘数を仮定すると，相隣る要素間の変位の適合条件は完

全にみたされる．

　これから先の計算は，一般の岡姓マトリックスの導出

と同じであるから，説明を省略し，結果のみをしめして

いく．

　（a）　未定係数と節点変位の関係

｛i｝’＝〔ii撮／ト（5）

・｛liレー　（6）　・

ここにAは三角柱の底面稜である・

　（b）　ひずみと未定係教の関係

　　ε．一ε戸ε．：：＝　7．．＝　O

　　γr．　＝＝∂tt／∂＝十〇w／∂∬＝一伽十a2

　　γy言＝∂v／∂x十∂wノ∂y：＝・θ．T十αユ

すなわち

｛；」：／＝＝［瀞：鴫…の

　（C）応力とひずみの関係
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　G．，ngt断弾性係数

｛£：｝－G〔1：1］｛；li｝・・一刀・

　（d）　剛性マトリックス　〔k〕

　k－∫∬（IVTDiV）・dxdydx

　　＝∬（zv・7DN）・dxd・J・

ここにヱΨ＝B」r－1

　　一謀一1潔潔二二1：距望：：婁望］

（8）

（9）

（10）

こうして剛性マトリックスがもとまったが，こζで（3）

式のlnについて考えると，（9），（10）式より

・，－G∫∫〔（u2＋x2）e

　　　十｛一〃（Zlj－Yk）十・x（Vh－x’）｝ω’ノ2A

　　　→一｛－7Y（zrt－ys）十ユ：（』i－一■Pユ’A）｝Wi／2・A

　　　十←y（yi一彷）十x（Xj－』の｝wよ／2／1｝　dxdy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

ところで（6～8）式から

｛；；：際搬二瓢：9j：豊］｛郵

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

であるζとを考慮すると，（11）式は

　　7rr－∬（xτy，　一一　yt：・）dxdy　　　　　（13）

となり，結局mは男方向に単位長さ1の三角柱有阪要

崇忙加わるねじりモーメントであることがわかる，

3．断面全体のねじり解析の手法

　骨組構造や他の連続体の場合と同じように，もとめら

れた三角柱有限要素の剣牲マトリックスを整理合成して

変位の境界条件を考慮に入れつつ断面全体の翻性マトリ

ックスをもとある．この隙すべての有限要素の囲性マト

リックスに同じ変位成分θが含まれているのが一般の

場合とちがう点である．計算の絡果，断面全体の鰯性方

程式がつぎのようになる．
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（14）

　｛Z｝＝｛Zi，　Z，，…Z，L｛w｝＝｛勧，　w2，…w・｝とする

と，（14）式より

　　｛27｝富〔1【A）｛馴コ葺÷θ｛1｛』．ae｝　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

ところでx方向には外力は加わっていないのであるか

ら，

ZI，　Z2，…Z。＝　oorZ置0 （16）

ここで，ねじれ率θが与えられると，（15）式は

　　一θ｛石〔Afi｝＝〔Kn〕｛w｝　　　　　　　　　　　　　　　（17）

ゆえにもとめるx方向の変位｛w｝はつぎのようになる・

｛即｝＝＝一θ〔KA〕一工｛石〔A」1｝　・ （18）

また，そのと巻のねじりモーメントM，は（14）式より

つぎのようになる．

　　ハ4，＝｛KAB｝T｛w｝十Knθ

　　　＝＝〔Kβ一｛KAB｝T〔KA〕－1｛KAB｝〕θ （19）

wがもとまれば（12）式から応力分布をもとめることが

できる，ただし応力分布は平面応力場における三角形平

板要素などとちがって，xおよびyの1次関数になっ

ている（（12）式参照）．

　一般の問題ではねじれ率θが未知で，ねじれモーメ

ントM，が与えられるのが普通であるが，この場合は．

（19）式をもちいてθを決定すればよい．
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図3　長円断面
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図4　長円断面の要i素分割

題

　解析精度を確認するために図3にしめすような長円断

面にっいて計算をおこなった．対称性から芽1象限の部

分のみを考慮すればよい．モこで第1象限の部分を図4

のように節点数61，要素数91に分割した．なお対称

性からX，y軸上の節点のWはゼロである．瓢＝4，

G・・10Gとしたとき，ねじれ率0にっいて厳密解と計算

値をくらべると，

　　θ（厳密解）＝e．795775xIO－G　rad・

　　θ（計算値）謂O．796953×10一臨rad．

であって，きわあて精度がよい．また図4申のA～E点

の応力値について，厳密解と計算値を比較したのが表1

であり，計算値は非常に精度が良いごとがわかる，

　図5は1対のキーみぞをもつ丸棒である・この棒のね
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　衷1　計算値と厳密解との比較（ハd，　＝・4，G＝10fi）
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図5　キーみぞをもつ丸棒
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図6　要素分割およびτの等高線
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図7　キーみぞすみ部の要素分割およびτの等高線

じりによる舅断応力の分布やみぞのすみ部の応力集申を

本方法で解析してみた．対称性から第1殊限のみ考慮し

て図6の細線でしめすように要素分割した，キ；みぞす

み部については，応力分布を正確に知るために，図7の

細線でしめすようにさらにこまかく分削した．要崇数は

389，節点数は223である，計算の結果もとまったτx．

およびτ）・．から合卯断応力τ＝1布．．2÷τ）・．：を計算し，

ζの等高線をえがきpa　6および図7に太線でしめした．

re　tiし図中の数値はτ加”＝161腰加がで無次元化したも

のである．最大のτを生ずる点を図7中にMAXでし
めした．モの植は2、49τ。…であったが，Leveni）の理論

誹算および実験．（ただしキーみぞは一っ）の結果と考え

あわせて，よい結果であろう．なお、計算所要時間は，

HITAC　5020（32　K）にて330秒であった．

　　　　　　　　　　　　　　（ユ968　年　2月　6　1ヨ受理〉

　　　　　　　　　文　　献

1）M．M．　Leven．　Pro，　of　the　Society　for　Experimental

　Stress　Analysis，　Vo1．7－No．2，　P，ユ41　（工950）

（p．24よりっつく）

マトリックス法による解折の手法が確立されており，か

なりの問題まで実擦にとかれている．これからは

　（a）接触問題

　（b）　波動伝ぱの問題

などが大きな問題となるであろう・

　また数千元の連立1次方程式や特牲方程式をとくたあ

の計算プログラムの開発，現在人力でおこなわれている

入力データの作製や計算結果の整理の自動化も進めなけ

ればならないであろう．　　　（190S年2月28日受理）
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