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　　　　　　　エネルギ法とマトリックス法の併用による複雑な

　　　　　　　弾性平板の座屈問題解析の一手法にっいて
　On　the　Method　of　ApPlicatien　of　Energy　Principles　to　the　Colnplicated　Elastic　Plates　Buckling　Problems　using　the　Finite　Element　Method
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　　　　　　　　　は　し　が　き

　近年電子計算機の大型化，高速化に伴い，有限要素法

と呼ばれる新しい構造解析法が出現し，構造工学の進歩

に計り知れない貢献をしている．特に平面応力場の解析

に関してはほとんど決定的な手法と見なされる段階に到

達している．しかしながら平板の曲げ問題の解析にはま

だ十分でなく種々の議論がなされている状態で，座屈問

題も一貫した方法で取り扱えないのが現状である．筆者

らはこの点を考慮して平面応力場の有限要素法により応

力分布を求め，これを利用してエネルギ法で座屈問題を

解析した．これにより任意凸多角形の任意境界条件にお

ける平板の座屈値が得られることがわかった．

　計算にあたっては従来多大の労力を要したエネルギ項

に関する二重積分を境界線に沿った線積分に変換を行な

い，種々の問題を電子計算機により統一的に求め、ること

にした．解析例として，中央に円孔を有する正方形板を

圧縮する場合の座屈荷重を求めてみたので報告する次第

である．

　　　　　　　　　　原　　　理

　平板の面内に作用する外力がある限界値に到達して，

板に微小座屈たわみが生じた状態を考えると，この平衡

状態は次式で与えられる板のポテンシャルエネルギ11

の極値条件：δ∬－0で与えられる．
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　ここでWは板のたわみ，彦は板厚，Dは板の曲げ剛性，

Vはボアソン比を表わし，またσ。O，σyO，τ。yOは基準の

面内荷重が加わったときの平板内における応力分布であ
’る．

　さて，たわみwを（2）式のように有限項のx，yの
べキ関数で表わすとする．

　　w＝Σaifi＠，　y），　fi（x，　y）一～ρ（x，　y）．ft　MZ／n　（2）

P（X，y）は曲げの幾何学的境界条件を満たす関数である．

　∬のaiに関する変分をとり，　aiの有意の解を得る

ために次式が得られ，Pが求まる。
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　上記の理論は周知のことで別に目新しいことではない

が筆者らは実際の計算の面でいくつかの新しい試みを行

なった．

　Wりを求めるに必要な応力分布（σ。O，σyO，τ。のは，

従来の研究ではその解析が困難なためにかなり不正確な

値をもちいていたが，有限要素法を採用すると板の形状

や境界条件に関係なく，工学的に十分精度の高い応力分

布をもとめることができる．ここでは三角形要素に分割

することにする．このとき各三角形要素内では応力分布

は一定となる解が得られる．したがって皿，ゴを求める

には積分領域を応力解析に用いられた要素に分割し，各

要素内で積分を実行して，各要素ごとの積分値の総和を

求めればよい．しかし二重積分をそのまま実行すること

は容易でなくエネルギ法による計算の大きな難関になっ

ていたのである．この難点を克服するために以下に述べ

るようなGaussの定理を用いて二重積分を線積分に変

換する手法を開発した．これにより形，座標の変化する

各要素領域の積分が統一的にあつかうことができるよう

になった．

　　　　　　二重積分の線積分への変換

　平板内の応力分布がX，yのべキ級数として表わされ

ると仮定すれば，たわみW（X，y）もベキ級数表示をし

ているのでつぎの積分がもとめられればよい．

　　・mn－∫∫。x…d・d・　　　　（・）

　ここでGaussの公式

∫∫。∂聖）4吻一兇F（x，Z！）cos（n，　x）ds　　（7）

において

F（x…）一∫x…dx一鍔響　　　（8）

とすれば
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・…＝閨B岬4吻一蒲兇囲び蝋∬）ds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
が得られる．

　議論を簡単にするため単一連結領域の場合について考

察することにし，切線SとX軸のなす角（S，X）をθ
とすれば，

　　・mn一蒲兇轡・・nθdx　　（・・）

となる．

　ここで境曲線界を有限個の折線で近似すれば，

　　・1mn≒揖、苧∫：Lの）・・　・＋・・n・・n…dx　（・・）

　乃は線素を表わす．

　以上の式を二項定理を使用して書きなおすと一般につ

ぎのようになる．

・mn≒苧禽G（2！i一Zl’－1躍ゴー．Vi＿1）n＋1－r｛・・一・

　　一（Z！i－Z！i＿1」じi－Vi＿1）鋤｝アド留競穿伽）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

　　　　　　　　　解　　析　　例

　薄板構造の圧縮部材において重量軽減孔の座屈強度に

及ぼす影響がしばしば問題になるが，従来信頼するに足

る解析法が確立されていなかった．そこでまず有孔板の

座屈強度のこの方法による解析を試みたわけである．す

なわち有孔正方形板を例にとって本方法による理論値と

A．L．　Schlack，　Jr．の実験値とを比較してみた。実験の

境界条件は図1中のADおよびBC辺ではx方向の
　　　　　　　　　　　ty
　　　　　　　lllllllll

　　　　　　　lllllllll
　　　　　　図1　有孔正方形板の圧縮

変位が拘束されており，ABおよびCD辺は一定変位
で負荷され，板の曲げに関しては全辺支持となっている．

　解析では面内変位u，vの対称性から板の1／4を考慮

し上記境界条件のもとで応力分布を求めている．応力分

布を求めるのにもちいた三角要素による分割状況の1例

を図2に示す．板のたわみ形は
、W－（X2－a2）（y2－a2）（a・・＋α2・X2＋a・2y2＋a4・X4

　　÷a22x2y2十ao4Z！4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

，と6項で近似し，正方形板の一辺の長さと孔の直径の

此r＝c／aを0から0．3までかえて計算した結果を実

駐値とともに図3に示す・縦軸の苑は座屈荷重をAB

辺の断面積で割った平均座屈応力である，特に孔なしの

図2　平面応力場の解析に使用した

　有限要素の分割状況の1例

一●一理論値

　　実験値

（主2a）

0．2　　0．3

　　　　　図3　座屈荷重の理論値との比較

場合には厳密解が得られており，実験のボアソン比0．35

のとき，2・9629Eπ2／12（1－v2）×（t／2の2である．一方

48分割で6項までのたわみ近似で得られた値が2．9630
Eπ2／12（1－〃2）×（t／2a）2となり，良好な一致を示してい

る．しかし対応する実験値と比較すると約3％高目に出

ており，孔が大きくなっても，その傾向がみられる．通

常平板の座屈に関する理論値と実験値の間に10％程度

の誤差はまぬがれないことを考慮すれば，計算結果は非

常に信頼しうるものであることがわかる．

　　　　　　　　　む　　す　　び

　エネルギ法において，実際の数値計算に現われるはん

ざつな二重積分をGaussの定理を用いて線積分に変換

し，計算の高速化に成功した．この方法と平面応力場の

有限要素法による数値解と組み合わせることにより，複

雑な形状と境界条件を有する任意外荷重を受ける平板の

座屈荷重が容易に求まることがわかった．

　　　　　　　　　　　　　　（1968年1月16日受理）
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