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有限オートマトンの代数的性質

一ディジタル機械の数学的表現一
〇nFinite　Automata　Having　Special　Algebraic　Structure

　森脇　義雄＊・河田　　汎＊

Yoshio　MORIWAKI　and　Hiroshi　KAWATA

　有限オートマトンというのはディジタル機械の数学的モデルを意味する．このモデルでは，

機械を”内部状態”で置きかえ，入力と出力および”内部状態”の間の関係，また，ある動作

をする機械の構成法などについて研究がおこなわれている．本稿ではその代数構造に注目し，

特に特殊な構造を持つものについて検討する．

1．　はじめに1）

　オートマトン（automaton）は”ひとりでに動くもの”

というような意味で，辞書には自動機械（装置），とか自

動人形などの訳がでている．情報と制御の工学の発展に

よって自動機械の技術が急速に進み，その結果自動機械

といったもの全体に通ずる一般的な理論体系を樹立して

これを記述し，分類し，また設計の一般的指針を得よう

という機運になったのがこのオー一トマトンという言葉が

特別なニュアンスを持って広く使われるようになった原

因であろう．普通オートマトンと呼んでいるものは，”自

動的”な機械のうちでも少なくとも遂次制御のあるもの

主として外部からの情報に応じてはたらくものを指す．

簡単なもので自動販売機，複雑なものでは自動交換機，

電子計算機がある．

　自動機械を特徴づけるものには，そのほかにサーボ機

構その他のアナログ的な自動制御があるが，これは離散

的変数の制御とは数学的な面でまったく異質であるので

現在のところオートマトンの研究の中には含まれない．

2．有限オー．一トマトン1）・11）

　自動機械のはたらきはオートマトンの研究では入力と

出力の関係という形に抽象化され，さらに入力，出力は

数値あるいは数値の組としてあらわされる．これらの数

値は離散的な値をとる．ここでは出力は2値｛0，1｝と

し同期的な系またはこれに準ずるものを考える．

　ある時刻における出力はそのときの入力およびそれ以

前の入力にも依存するわけであるから，オートマトンは

内部に，過去に入った入力に関する情報をたくわえてお

く能力を持つ．定まった装置の中の区別しうる状態は有

限個しかないと考えられるから，そのような有限個の内

部状態SO，　S・，　S2，…，S。．1のうちのどの状態に現在あるか

ということの中に過去の入力に関する情報が記憶されて

いるはずである．したがってオー一トマトンのある時刻tの

出力は，その瞬間に入ってきた入力とそのときの系の内

部状態によって定まる（Huffmanの定議）．あるいは，時

刻彦における出力は，時刻t－1およびこれ以前における

入力だけの関数で時刻tにおける入力にはよらない（っ

まり入力から出力まで作用が伝達されるには遅れがあ

る）と考えて，時刻彦における出力はこのときの内部状

態のみによってきまると考えてもよい（Mooreの定議）．

以下では後者の定義に従う．出力は2値｛0，1｝と仮定

している（別に一般性は失われない）ので，全状態の集

合のうち，たとえば出力1を出す方の状態の集合を指定

すると出力に関してはこれで十分．この状態の集合をF

と書くことにする．あとは系の初期状態Soとある状態

Sにあるとき入力σが入るとどの状態に移るかを指定

すれば完全に定まる．

　〔定義　1〕A＝〈S，M，　So，　F＞で有限オートマトンA

を定義する．S＝｛So，　s・，…，s。．1｝は（内部）状態の集合，

Mは状態遷移関数，Soは初期状態Fは出力1を出す

状態の集合．入力記号の集合としては特に断らないかぎ

り」一＝｛σ0，σ・，…σk－1｝を考える．」によって作られる

有限長の系列（σ0，σ1σ・，σ0σ・σ0など）の全集合をJ＊で

表わしこの中には長さ0の系列λを含める．
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3．正規表現

　有限オートマトンを定めるには　〔定義　1〕によって

状態の集合Sと状態間の遷移を示す関tw　M，初期状態

So，およびSのうち出力1を出すべき状態の集合Fを

適当な方法で定めれば良い．たとえば状態図（図1参

照）を用いる．これは状態を節点で表わし状態間の遷移

を矢印で示したもの（たとえば図1（a）では，ある時刻

に状態SOにあり，次の時刻に入力σ1が入ると状態S1に

移る），これを表にしたのを状態遷移表という。図1（a）

を表に書くと表1となる．これらの図や表はオートマト

ンを具体的に実現することを考える場合には特に重要で

あろう．なお，このような内部構造に関する問題は普通

スイッチング回路論，特に順序回路理論として別にあつ

かわれることが多い．

　有限オートマトンの研究のいま一つのゆき方は，単に
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その入力と出力のみに着目し，これらの間に成立する一

般的法則を調べるゆき方である．このような立場では完

全なblack　box的な記述が望まれる．オートマトンの動

作を入力系列のみを用いて規定したいのであるが，それ

には次のようにする．

　いまオートマトンAにある入力系列Xを加えこの

ときの出力系列中の最後の出力に注目し，これが”1”で

あるときXはAによって受理されたという．すると

Aが受理する入力系列全体（これをT（A）と書く）を

指定すれば，これによりAの動作を完全に規定するこ

とができる．簡単な例を示そう，図1（a）に示す状態図

A1を考える．初期状態出力1を出す状態ともに50で

ある．時刻t＝＝OにおいてA・は状ke　SoにあるのでAl

の受理する入力系列はλおよびσ1σ1，σ1σ・σ・σ・，……の

ように偶数個のσ1からなる系列である（状態s2た入

（a）　　A，　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）　　A2

　　図1　状態図の例A，，　A2

So
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表一1　状態遷移表

I・　全（・・σ・）・となる．（4は

　0　　”と定義する”の記号）

　　　　　図1（b）に示すA2につい

　　　　て考えると
T（A2）＝λ＋σ・＋σ、σ、＋σ。σ、σ、＋σ、σ、σ。＋σ、σ、σ、σ、＋

　　　　σ0σ0十・・・…

　　　　　＝＝λ＋（σ・＋σ・σ・）＋（σ・＋σ、σ、）2＋…・一一

　　　　　＝（σ・＋σ・σ・）＊

となる．ここで

（σ・＋σ・σ・）2・・（σ・＋σ、σ、）（σ・＋σ、σ、）

　　　　　　＝σ0σ0十σ0σ1σ1十σ1σ1σ0十σ1σ1σ1σ1

の意味である．A2の動作はT（A2）によって完全に規定

される，つまり任意の入力系列xに対するA2の出力

系列がT（A・）から求まることは明らかである．1例を

次に示すと，

時刻（彦）

入力系列（X）

出力系列

7の06偽05000　ユ4σ0　ユ3σー　ユ2σ0　01σ1

時刻t＝3においてはσoσ・σ・がT（A・）に含まれるので

出力は”1”．時刻t－2ではσ・σ・がT（A2）に含まれな

かから出力は”0”である，時刻’≧4では，σoσ1σ1σ1，

2
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σ0σ1σ1σ1σ0等はすべてT（A2）に含まれないから出力は

”0”となる（これは図1（b）からも明らか）．

　有限オートマトンは有限個の内部状態しか持たないの

で上記の3種の記号，＋（和），・（通常”・”は書かず上

記のように単に並べる，σ0・σ・はσ0σ1と書く），および

＊をもとに任意の有限オートマトンの受理する系列の集

合を表現しうる．これを”signal　flow　graph”の技法を

用いて示そう．まず非常に簡単な基本的状態図（図2

（a）～（d）を考える．これらはある状態図の一部と考え

てさしつかえない．またこれらは変換された（その変換

の方法を示そうとしている）状態図と考えてよい．した

がってXやyなどは入力系列の集合をあらわす．状態

S1およびS2（同図（C）ではS1，S2，S3およびS4）の間の

状態遷移に関するかぎり（a）～（d）はそれぞれ（a’）～

（d’）と等価である．っぎに初期状態はSo，出力”1”を

出す状態の集合はF・一｛s。．1｝（つまりs。－1だけ）であ

るような状態図を考える．Soとs。一・に注目し他の状態

を図2に示した変換を燥り返し用いて消去してゆくと

図3（a）のようになる．さらにこの図はSoからs。．1へ

の信号の流れ（受理される入力系列）に関するかぎり図3

（b）と等価である．これより受理される系列の集合は

（U＋XV＊y）＊∬がとなる．一般の状態図ではFは一つと

は限らない．二つ以上の場合は上に述べた操作をそれぞ

れについておこないその和（＋）をとれば受理される入力

系列の全集合を求めることができる．以上の操作では

　　x　　　　　　　ys，　　　　　Si　　　　　s2　＝＞　s・

　　　　（a）

xy

S S・　⇒　S・

（a’）

x十y
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（b）

（c）

⇒

（b’）
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⇒　Si

（c’）

xz＊y

（d）

　図2

（d’）

状態図の基本的変換

（a）

S

（b）

図3　状態｛So，　s。－1｝に注目した変換
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＋，・および＊を有限回しか用いていない．

　なおいかなる入力系列をも受理しないオートマトンも

理論上考えこのようなオートマトンはφ（空系列）を受

理すると考える．またZのみ受理するもの，あらゆる

入力系列J＊を受理するものも考える．有限オートマト

ンによって受理される系列の集合のことを正規集合（ま

たは正規事象）と呼び上記のように＋，・および＊を用

1いた表現のことを正規表現という．

　〔定義　2〕入力記号の集合Σ，とλおよびφそれ

に正規演算子＋，・，＊を用いて次のように帰納的に定

義されるものを正規表現と呼ぶ．

（i）一っの入力記号，一っのφ，一つの2は正規表

現である．

〈ji）PとQが正規表現ならP＋Q，　P・QおよびP＊

も正規表現である．

〈血）上記の（i），（ji）のステップを有限回繰り返して

得られるもの以外は正規表現でない．

　　注）任意の正規表現Pに対し　えP＝Pλ＝P，

　　　　φP＝Pφ＝φ，φ＊＝λ．

　〔定理　1〕　（Kleene）一つの有限オートマトンによっ

て受理される入力系列の集合は正規集合である．また逆

に任意の正規集合に対してこれを受理する有限オートマ

トンが存在する．

　すべてのオートマトンは入力信号の系列を受け，これ

を判別して，それに応じた特有の反応を示すものである

から，入力信号の系列はオートマトンに話しかける言葉

である．“one－sided　linear”つまり正規表現で表わしう

る文法を持った言語を識別するオー一トマトンとしては有

限オートマトンで十分であり，逆に有限オートマトンに

識別できる言語の文法は”one－sided　linear”でなければ

ならないということを〔定理　1〕は述べている．

　”正規表現の導演算”は正規表現から対応するオート

マトンの状態図を求める手段としてJA．　Brzozowskiが

導入したものである．正規集合Rの入力系列aに関

する導集合は次式によって定められる，

　　DaR＝｛wlaz2∈R｝　　　　　　　　　　　（1）

＜1）式の右辺はavがRに含まれるようなすべてのv

の集合を表わしている．）

例

1）D。。｛σ・σ・＋σ・σ・σ・｝一σ・＋σ・σ1

：2）D。、｛σ・σ・σ・＋σoσ・｝＝φ

　　（φは”空”系列の意味．これは｛｝の中にはσ1

　　で始まる系列がないことを表わす）

：3）D。。。、｛σ・σ1｝＝・λ

　　　（一般にDaRの中にλが含まれておれば，それ

　　はRの中に”a”という系列があることを示す）
4）D。。。、｛σ・σ・＋σ・σ・σ・＋σ・σ・＋σ・σ・｝

　　　　＝φ＋σ・＋φ＋λ一σ・＋λ
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5）Z）．R　＝＝　R

　以上非常に簡単な正規集合について（1）式の定義の意

味を説明した．Brzozowskiはこの導演算を用いて与え

られた正規集合を受理するオー一トマトンの状態図を求め

る方法を示したが，本稿ではこの導演算を状態図の遷移

構造を解析するのに用いる．この場合は導演算の内容を

理解しておれば十分で具体的な求め方は知らなくてもあ

まりさしつかえないので，詳しいことは省略する．

4．右合同関係

　有限オートマトンA＝〈S，M，　So，　F＞を考える．初期

状態Soから出発してまたSoに戻す入力系列の全集合

をβ00とする，同様にSOからS1，　S2，・…・・，S。－1に移す

入力系列の全集合をそれぞれβ01，β02，……，βO。．1と書く

ことにする，任意の入力系列はβ01からβo。－1のいずれ

かに属し二っ以上のクラスに属することはない．すなわ

ち入力系列の全集合はn個の互いに共通部分を持たな

いクラス（類）に類別された．いいかえると”初期状態So

から出発して同一の状態に移す”という”関係（relation）”

により全入力系列が類別されたわけである．このように

一般にある集合の上で定められた”関係”によりその集

合を互いにその関係にあるものどうしを一つにまとめて

類を作るとき各類が共通部分のない（disjoint）部分集合

になっているときこの”関係”をその集合の上での”同

値関係”と呼ぶ．

　上記の”同値関係”を特にρoと書くことにする．入

力系列x，yが同じ類に属しておれば互いにρoという

関係にある．これをxρoyと書く，このρoはさらに次

のような性質を持つ：xρoyであれば任意の系列2に対

して（x2）ρo（Y2）が成立する．この内容はM（So，　x）・＝

M（SO，　y）であればM（∫0，　XZ）－M（SO，　yz）であるという

ことで明らかなことである．このような”同値関係”ρo

を右合同関係と呼ぶ（2を右から”掛けだので右合同

関係という）．

　〔定義　3〕　集合Eの上での同値関係RがEの任

意の要素X，y，2に対して．eRyであれば（XZ）R（鍵）

が成立するときRを特に右合同関係と呼ぶ（ただし

X2，　yzなどの演算は定義されておりEはこの演算の

もとに閉じているとする）．

　同様に左合同関係を定義することができる，右合同関

係でかっ左合同関係であるものを単に合同関係と呼ぶ．

　有限オートマトンの入力系列は受理されるものと受理

されないものとに分けられる，この類別に対する同値関

係をβと表わすことにする．βは一般に右合同関係と

は限らない．一っのオートマトンAのρoとβの間

には次の関係（”同値関係”ρ・とβの闇の”関係”）が

成立する，　　　　　　　ρo≦β

ρoはβより大きくないわけである．この内容を式で表
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わすと次のようになる．

　（「レrt，z！）」＊　〔xρoy＝＞xβy〕

この式は」＊の任意の要素（有限系列）X，yに対して

xとyがρoという関係にあれば必ずβという関係
にもあるということを表わしている．

　〔定義　1〕　において有限オートマトンAのSは（内

部）状態の集合を表わしているが，これは”（内部）状

態”という名前にこだわることはないわけで，何かある

集合Bをとってきて，Bの要素bと（入力）記号σ

の組（ろ，σ）に対してBの要素を対応させる対応関係

（〔定義　1〕のM）が定められておればこれを（有限）

オートマトンと考えてもさしつかえないであろう．とい

うのは集合Bを状態の集合Sでおきかえれば，今ま

での意味での（有限）オートマトンができ，前者と後者

の代表構造はまったく同じで，ただ名前のつけ方が違っ

ているにすぎないから．

　このように考えると（入力）記号の集合Σ＝｛σo，σ1，

…，σk：・｝によってできる有限系列の全集合J＊の上での

一つの右合同関係ρに対して一つのオートマトンを考

えることができる．それは次のようにする．まずρに

よる同値類の集合｛β0，β・，β2，……｝を考え（これを〔定

義　1〕のSに対応させる）系列xがβ’に含まれて

おればβ’をC£と書くことにする．任意の同値類C8

と（入力）記号σの組（C£，σ）（つまりC9とσの直

積）に対して同値類C島を対応させることにする．〔定

義　1〕のMを用いれば

　M（c8，σ）－c易　　　　　　　　（2）

と定義するわけである．系列X，yがρという関係に

あればC8もC夢も同じ類（あるβ∂を表わしている

はずである．つまりC墓＝C多となっている．したがっ

てこのとき任意の入力記号σに対してM（C8，σ）－M

（C多σ）ゆえにC盈＝C多となっていなくてはならない．

ところがXとyはρという関係にあるのでXρy．

そしてρが右合同関係なので任意のσに対してXσρyσ

書きかえるとC盈＝C姦となっている．

　これが”有限”オートマトンであるためにはρによ

る同値類の数が有限でなくてはならない．

　集合Eの部分集合Eoを指定するとこれによって集

合EはEoとE－Eoに分割されるので，この分割に対

応する同値関係もEoと表わすことにするとNerodeの

定理は次のように書くことができる．

　〔定理　2〕　（Nerode）11）入力系列の部分集合Rが与

えられたとき，これを受理する有限オートマトンが存在

するための必要十分条件はρ≦Rとなる有限位数の右

合同関係ρが存在することである．

　　注）Rが正規表現で与えられておれば〔定理　2〕

　　の条件を満足するρは当然存在する．このようなρ

　　のうち位数最小のρによって定められるオートマ

4
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　　トンが最小の状態を持っ，

　有限オートマトンAにおいて」＊の類別の仕方とし

て｛β00，β01，…，βO。－1｝を考えたが，初期状態SOの代

わりに任意の状態Siを考えて，同様にして｛βゴo，β，1，

…… ﾀゴ。．・｝のような類別を作り，これに対応する右合同

関係をρゴで表わすことにする．そしてある一つの有限

オートマトンAに対してZ．一（βのなるn×n行列を

考えこれをAの特性行列と呼ぶことにする．またAの

任意の状態Siから任意の状態S」に移す入力系列が存：

在するときAは”強く連結”しているという．特性行

列の要素の間に次の関係が成立することが確認できる．

　〔補題1〕

i）

ii）

iii）

iv）

βiO＋B，1＋……＋Bin＿i　＝　J“＊

β，・∩βf‘＝φ　　（k　￥1）　ガ＝＝0，1，　……n－1

（A∩BはAとBの共通部分を表わす）

βOiに属する任意のxに対しβiゴ＝D。βoゴ（ただ

しβo’キφ）

iB，，＝i8」‘［＝〉β，，＝：βti（しかしβ‘＝β〃は成り立つと

はかぎらない）

Aが強く連結しておれば
β鉱＝β〃⇒β蘭∩βゴ鳶＝φ　　k　－O．1，…n－1，　ゴキブ

証明）系列Xがβ，・，βゴ々のいずれにも含まれていると

するとβ・，－D。βii－D。β〃一β厨　しかるにi）により

βki　n　3k」＝φでなくてはならないので矛盾する．よって

β，，∩βi，＝φがなりたつ．

　有限オートマトンに関する入力系列の上でもう一っの

同値関係ξを考える．例として図4に示す状態図につい

て考える（以後Fは特に必要としないかぎり指定しな．

い）．入力記号の集合｛σo，σ・｝に対してばかりでなく，．

2，3の入力系列に対する状態遷移の様子を表2に示す．，

　　　　　　　　　　　　この表をみると入力系列σo

　　　　　　　　　　　　とσ0σ・σoに対する状態遷移二

　　　　　　　　　　　　はまったく同じであり，σ1

　　　　　　　　　　　　とσ1σ0σ1にっいても同じこ

　　　　　　　　　　　　とがいえる．このような系死

　　　　　　　　　　　　がそれぞれξという関係にあ

　　　　　　　　　　　　るとすれば，σ0ξσ0σ1σ0，σOσ09一
　図4　状　態　図
　　　　　　　　　　　　σ0σ0σ0となる，これを式で

表わすと次のようになる，

　（Vx，　Z！）」＊，（Vs）S〔xξZ！〈：〉ハ4（s，　x）＝M（s，　Z1）〕　　（3）

　ξは合同関係である．一つの有限オートマトン・4に

対する入力系列の全集合の上で定められる三つの同値関、

係，ξ，ρo，βの問には次の関係がなりたっている．

　　　　ξ≦ρo≦β　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　図4に示した状態図で初期状態はSo，　F－｛s2｝とし

て（4）式の関係を図5に示す．すべての入力系列をξ

によって類別すると表2に示した入力系列のいずれか

と同値である（図5（a））．ρo，βによる類別はそれぞれ，
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So
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S・1・・

國5・
S・IS・

σ0σ0

σ1
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1・・1

2

2

So

Sl
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表2　状態図（図一4）の状態遷移の例

C扇

　（a）ξ

　c；i

c9，a］　c　：，　a）

　　　c；1　。。

（b）ft

（c）β

図5　同値関係ξ，ρo，β

　　　の関係

て表現できる．

同図の（b），（c）となる．こ

こでたとえば（b）において
cS，，　C5、σ、を含むブロックは

cS、およびC5、σ、，に含まれ

る系列の集合からなるブロッ

クをあらわす．

5．有限オートマトンの構造

　ここでいう”構造”とは有

限オートマトンを具体的な順

序回路として実現した場合の

回路構造をさすのではなく，

オートマトンの推移行列（状

態図から出力に関することを

除いたものと同じ情報を持

つ）の構造という意味であ

る．これはrt　・一トマトンの状

態の集合から状態の集合へ

の（自己）写像を考えること

により，自己写像の構造とし

　rt　・一トマトンAの特性行列の要素はCEi8i」のとき

βiiをct，と書くこともあることは前節でも述べた．

　〔定義　4〕有限オートマトンAにおいて
　任意の系列x∈J＊に対してCl雰＝C磐，　i＝1，2，……，

，n－1が成立するときAは”状態に依存しない”とい

う．

　Cll°　＝＝　cgi（V・c∈」＊）は｛βoo，βoi，……，βo・－1｝＝｛，8，0，　P，1，

・－t Cβi。－i｝（すなはちtOO　・　toi）とも書ける．つまりρ0とい

う同値関係によって入力系列の全集合を類別しても，ρ‘

　　　　　　　　　　　　　によって入力系列の全集合
手一So　　　　　　　　　　　　Si

　　　　　　　　　　　　　を類別しても同じである，

　　　　　　　　　　　　　ということである．図6に

　　　　　　　　　　　　　示す状態図で｛β00，β01，β02，

　　　　　　　　　　　　　β03｝と｛β10，β11，β12，β13｝

　　　　　　　　　　　　　を比較してみると次のよう

　　　　　　　　　　　　　な関係になっていることが

　　図6　状態図の例　　　わかる．

　PO・＝β・・＝｛σ0σ0＋σ・σ・＋（σ0σ・＋σ・σ・）（σ・σ・＋σ0σ・）＊

　σ・σ0＋σ・σ・）｝＊

　β・・－P・・＝｛σ・（σ・σ・）＊σ・｝＊｛σ・＋σ・（σ・σ・）＊σ・σ・｝β・・
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　β12＝βO，　＝βOO（σ0σ1＋σ1σ1）（σ0σ1＋σ1σ1）＊

　β、3＝β02＝β00（σ、＋σ0σ・（σ0σ・）＊σ・）｛σ・（σ0σ・）＊σ・｝＊

したがって｛β00，β01，β02，β03｝＝｛β10，β11，β12，β13｝であ一

る．しかしこの場合は”状態に依存しない”わけではな

い（実はλを対角要素β，，に含めないとすると”状態

に依存しない”）．”強く連結”しておりまた”状態に依存

せず”そしてさらに｛β00，β01，……βO。．1｝が”群”をな

しているものを”quasi－perfect”オー一トマトンと呼ぶこ

とにする（もちろんこのとき｛β10，β・1，……β1。．1｝，｛β20，

β2・……β2。一・｝などもまったく同じ群を形成する）

　有限オートマトンAがquasi－perfectであるための

必要十分条件は比較的簡単になる．

　〔定理　3〕有限オートマトンA＝〈S，M，　So，　F＞が

quasi－perfectであるための必要十分条件はAが単に連

結（初期状態を任意の状態SESに移す入力系列が存在

すること）であり，かつβ00＝β・・＝…＝＝β。一・，n．1が成り

立つこと．

　証明）〔十分性〕まずAが強く連結していることを示

す．Aが強く連結していないとしβi、O＝φと仮定する

と．，，EiB。i、に対してD。βOO一βゴ、0＝φとなる＿M（Si、，　C）

・・Si、とするとi2　￥Oでβ’、o＝D篇βoo＝φ．この推論を

続けてゆき状態の列So，　Si，　Si2，…，Sit，…を作ると無限集

合｛0，ii，　i2，…ii，…｝の中には同じ要素を含まない（同

じ要素を含むとするとβ00＝β1・一…＝β。－1n．1という仮定

に反する）．これは状態数が有限ということと矛盾する．

　次にAが”状態に依存しない”ことを示す．亀艇β∫∫

かっ銑魚，z／・E／（9k．なる入力系列X）yが存在すると

すると（1　￥m）〔補題1〕（血）により

　βii　＝＝　D。βii　＝Dyβii，βik　・＝　Dxβkk－Dxβii

　β．k＝＝D，βkk－Dyβii

がなりたつ，ゆえにβガ＝β踊一β融

しかるに〔補題　1〕により」8，，∩β顧一φでなくてはな

らない．よってβ㍑＝β納一φとなるがこれはAが強く

連結していることに反する．よって妖禽，妊魚であれ

ばβゴ＝β盈‘．すなわちAは”状態に依存しない”＿Aが

”状態に依存しない”ことがわかったので演算：C磐Cウ

＝C島の成立とその一意性がいえる．あとはこの演算

における単位元および逆元を示せばよい（結合則の成立

は明らかなので）ノ条件β00一βi1＝…＝β。一・。．・より

　（・レ・XO）β00，（・レr2）」＊〔ハ4（50，　XOZ）＝ハ4（50，2XO）＝M（50，2二）〕

ゆえにC磐C聖一C⑬・C醜＝CウすなわちC醜≡βooが単

位元である．いまxeJ＊を任意にとってくる．　M（So，

x）＝＝　s」とする．Aは強く連結しているのでM（5ゴ初＝So

なるlyEΣ＊が存在する．ゆえにM（So，　xy）・＝　so∴C恕

・C7－C聖・CウーC貌

このとき　C7・C聖＝C禽　つまりCウ・C雀＝C醜

したがってC勿はC聖の逆元（C聖はCウの逆元）で
ある。

5
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以上より｛β・・，β・・，……β0。．・｝は”群”をなす．条件が

必要なことは明らかである．

　〔定義　5〕有限オートマトンAにおいて次式をみた

す写像fを演算を保存する自己写像（自己準同型写像）

という．（『V’　，i）S，（「Vx）J＊　〔M（Si，　x）f＝M（Sif，　x）〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　（図7を参照）SifをSifと書
　Si
　　　　　　　　　　　くことにする．

　　　　　　　　　　　　〔補題2〕有限オートマトン
　　　　M（s、，x）f

　　　＝M（S・t・X）　　　Aの自己準同型写像を！とす

　　　　　　　　　　　ると

　　　　　　　　　　　i），8，i⊆β，f，　jノ

図7　自己写像の構造
　　　　　　　　　　　ji）Aが強く連結していれば
fは自己同型写像である．つまりβil　・＝　Pif，　ifとなる．

　　証明）　i）は定義より明らか．ji）を示す：

β∫ノ⊆βif，　」f　　Σβ，，⊆Σβif，　if

　　　　　　　j　　　ノ
しかるにΣβσ＝」＊＝＝　Zβif，　if

　　　　　j　　　　　　ノ

もし！が1対1写像でないとするとヂの値域に含ま

れない整数1が存在する＿Aが強く連結していればβif，　i

キφでありΣβ’〃f⊂」＊となりさきの結果と矛盾する．

　〔補題5〕（Fleck）有限オートマトンAの自己同型

写像の全体は群をなす．これをG．と書く．Aが強く

連結していればG．は”正則置換”からなる群である．

　正則置換というのは置換を順回置換の積として表わし

たとき各順回置換のサイクルの長さが同じものをいう．

たとえば集合｛1，2，3，4，5，6｝の上で考えると（12）（34）

（56），（135）（246）などは正則置換である．”正則置換から

なる群としては単位元をeと書くと｛e，（12）（34）（56）｝

｛e，（123）（456），（132）（465）｝などがある．（図6で考え

るとこの自己同型群は｛e，（01）（23）｝である．）ただ”正

則置換群”は”正則置換からなる群”とは異なることを

注意しておく．正則置換群としては｛e，（641325），（612）

（435），（621）（453），（63）（42）（15），（523146）｝をあげ

ることができる．正則置換群は正則置換からなる群でか

っその位数が置換される対象の要素の数（今の場合は

6）に等しい群のことである．

　入力が状態を置換しておれば同値関係ξ（（3）式）に

よって入力系列を類別するとこの集合属は群をなす．

　〔補題4〕有限オートマトンAがquasi－perfectで

あれば入力は状態を置換している．

　　証明）Aの特性行列においてはその対角要素がす

べて等しいのでβ，・∩βゴ々＝φ　i，ブ，k・・O，1，…n－1，す

なわち入力は状態を置換している．

　入力が上記の意味で群をなす場合は入力群G・（状態

の置換表現）と自己同型群GAの一般的関係は次式で与

えられる：　G∬－CSn（G■），　GA　・＝　CSn（G1）

　ここでCs。（H）はn次の対称群Snにおける部分群

6
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Hの中心化群を表わす．自己同型群が正則置換群であ

るときAはquasi－perfectである．

　〔定義　6〕有限オートマトンAは次式が成立すると

き”perfect”であるという：

　（Vx．y）Σ＊，（Ysj）β　〔M（Si，　xy）＝M（Si，　yx）〕　（5）

　〔定理　4〕有限オートマトンAがperfectである

ための必要十分条件はGs＝Giで与えられる．

Weegは群Gが正則置換からなる群であればG4＝C

となる強く連結したオートマトンが存在することを述べ

その求め方を示しているが〔定理5〕を用いればこのと

き入力として群をなすものを作ることができることが示

される．

　以上本節で取り扱ったものは”群構造を持つオートマ

トン”とでもいうべき範囲に属するものである．このよ

うに各入力が状態の置換を表わしている場合は特性行列

の要素間の一般関係は非常に簡単になる．

　〔補題5〕有限オートマトンAの入力がすべて状態

を置換していればその特性行列について次の事がいえ
る．

ら　

ヨ　

る　

　　

ヨ　

　　

　　

ユ

σ99999G

345013表　　

　　

　　

　　

ヨ　

　

9・

X・

X・

X4

X5

X3

¥

O　

1　

2　

3　

4　

ρ，

図8　状態図

図9　状態図

i）βκ＝β〃⇒ρFρ∫，したが

ってこのときSif　＝sゴなる自

己同型写像が存在する．

五）対角要素の集合を互いに

等しいものどうしをまとめて

一つのブロックとすると各ブ

ロック中の要素の数は等しい．

　有限オートマトンAにお

いてJが特に群Gであれ

ばSとGの部分群Hが対
応しAの初期状態を変える

とHのある共役部分群Hm
が対応する．たとえば表3に

示す群Gの上で定められる

オートマトンAとして図8

93
を考える．このときSと

Gの部分群H＝｛90，9s｝

およびその右剰余類が対

応する：

　50⇔H，51⇔Hg1＝｛91．

94｝，　S2e　Hq，　2　・＝｛92，93｝

s1を初期状態とすると

Hi　・・　9i－iH、i・＝｛90，　g3｝，およびこの右剰余類が対応する．

S2を初期状態とするとSとGの部分群H2＝g2－iHg2

＝｛90，94｝およびこの右剰余類が対応する．すなわち一

つの遷移行列に対してある部分群およびその共役部分群

が対応し，初期状態を定めればこれらの部分群のうちの

一つが対応する．群Gに対して図9に示すような状態

図も考えられるようにあるがこの場合各入力は状態を置
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換していないので群Gはもはや群とは考えない，

　このように群Gの上で定められるオートマトンの遷

移行列は部分群（あるいはその共役部分群）により一意

的に定められる．このことを考えに入れると”自由半群

J＊の上で定められる（有限）オートマトンがquasi－perfect

であるための条件がその特性行列の対角要素の構造のみ

によって与えられる（〔定理　3〕）”ということは，”自由

半群」＊の上で定められるオートマトンのうち各入力が

状態を置換している場合は同値関係ξ（（3）式）によっ

て」＊を類別すると群をなす”ということを考えれば

明らかになる．さらに一般的に入力が状態を置換してい

る場合に特性行列の構造がその対角要素のみによって表

現しうる（〔補題5〕）ということも群Gの上でのオー

トマトンと関係づけると容易に理解することができる．

しかしながら（5）式で示すような構造を持つrt　一一トマト

ンが群構造を持つということは自己同型写像という数学

的道具を用いたからこそ容易に示すことができたと考え

る．　　　　　　　　　　　（1967年5月31日受理）
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（p．25　よりつづく）

流のIaに相当）に保たれる準無限長試料中の拡散であ

るので，その濃度分布は次式で与えられる．

ー　’　2ー

θ

　一

1
＝

17ム

一｝

11。

誘！

　この式の左辺が1／2になる条件からX2～D’が導か

れる．これに（1。－1b）／2でのXの値とt－1．8×104

secの値を代入してD＝　5。　6×10’11　cm2，　sec－1が求めら

れる．この値はDebuigenら4）が報告した

　　　　　1）＝：224exp（－59700／RT）

を用いて計算した値，2．49×10”1i　cm2・sec－1より大きい．

　しかし，実際には吸収電流と濃度とは簡単な比例関係

が成立しないこと，および溶解拡散と同時に酸化層の形

成が進行しているために酸化層と金属の境界位置がじょ

じょに移動することを考えると，前述の程度の一致は，

むしろ偶然と言える．

　さらに信頼できる結果を求めるためには次のような考

慮が必要である．

　吸収電流値から正しい濃度を求めるためには，あらか

じめ組成既知の試料について測定して検量曲線を作って

おくか，または，平均原子番号ZABと組成Cに関す

る式

　　　　ZAB＝CAZA÷CBZB
を用いて，計算によって平均原子番号を求め，次に実験

的に求められている後方散乱率の原子番号依存性5）から

吸収電流の変化を求める．

　境界位置の移動については，移動による影響を考慮し

て拡散方程式を解かなければならない．もし拡散率が濃

度に依存しない場合には，これを解くことは一般に可能

である6）．

　ところで，吸収電子測定法は原子番号が互いに接近し

た元素が共存して溶解している場合に，それぞれを分離

して測定することはできない．この点は，重要な欠点で

ある．

　最近，渡辺と棟方7）は電子ビームによる抵抗測定法に

関して報告している．その方法は，金属中に溶解したガ

スの分布を抵抗変化から観察することを，原理的には可

能ならしめるものであり，あわせて，規則配列に伴う抵．

抗変化をミクロ的に観察するのに応用できるかも知れな

い点で興味がもたれるものである．

　　　　　　　　　　　　　　（1967年6月13日受理〉
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