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光学にあらわれる相関関数のガウス曲線による近似法
　　　　　An　Approximate　Method　by　The　Gaussian　Curve　for　The　Correlation　Function　in　Optics

鈴木恒子・小瀬輝次
　　Tsuneko　SUZUKI　and　Teruji　OSE

1．　はしがき

　光学系のOptical　Transfer　Function（0．　T，　F．）を求

める一つの方法に相関法1）というのがある．これは写真

の銀粒子の拡大パターンなどのランダム物体を被写体と

して用い，光学系によるこの像の相関関数を測定し，こ

れをフーリエ変換する．すなわち物体のスペクトル分布

B（ω），光学系の0．T．　F．　H（ω），相関関数φ（x）のフー

リエ変換をP（ω）とするとP（ω）－1H（ω）B（ω）12の関係

があるから，B（ω）を知ってIH（ω）1が求められる．

　φ（X）のフー一リエ変換は数値積分で行なわれるが，こ

れを精度よく行なうためには多くのデータを実測した関

数値から拾わねばならない．図1は，関数φ（x）－exp

1．0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω　　　　　　　　　　　　　　　3π

　　　　　　　　　　　　図1

（－9x2）を例にとって，矩形近似でフー・一一リエ変換を行な

うとき，サンプル点の数Nによってどの程度の近似が

得られるかを示したもので，図から2＞＝＝・200でようやく

原関数に近くなることがわかる．このように多数の点を

読みとることは，労力が大変であるばかりでなく測定精

度，とくに相関計や記録計の送り精度を考慮すると，意

味のないデータを拾う場合も生じてくる．

　光学系の0．T．　F．について佐柳2）はガウス曲線を用い

てかなりよい近似が得られることを示したが，相関法の

場合は物体がランダム状でありそのスペクトルはガゥス

曲線に近いので，これの相関関数もガウス曲線に近いこ

とが予想される，それで相関関数をガウス曲線の和

　　φ（x）＝・Σaiexp｛－b，（x－Ci）2｝，　x，　CiEX

　　　　　i
と近似することは物理的には意味がある．この場合ガゥ

ス曲線のフーリエ変換はまたガウス曲線であるから，数

値積分の必要はなく，原関数の近似精度のみを考えれば

よくなる．以下，この近似法の数学的背景を考察し，最

小自乗法で近似したときの精度を図1の例について検討

してみた．

2．理論的考察

　i）Weierstrassの定理によれば，ある有限な領域内で

連続な関数は有限な多項式で近似できる，φ（X）に関す

るこのような近似式を下記のようにm次の多項式F（X）

であるとする．

　　　　　　　
　　．F（x）＝：Σdixi，　XEX　　　　　　　（1）
　　　　　i＝o

ここに領域xは便宜上［0，1］とする．一方m＋1個

の相異なる」CdEX（ブ＝0，…m）に関してF（x）はまた

　　　　　　　　　　l
　　F（」Vゴ）・＝　Fl（Vj）＝Σaiexp｛－bi（Jtj－Ci）2｝，　CiEX

　　　　　　　　　i＝o

とガウス曲線の和であらわせると仮定する．上式は

exponentia1の項を罧級数展開すれば

惑淫。｛－b，（争！一酔晃…鞭8認

となり，この展開の収敏半径は無限大であるから，任意

のε＞0にたいして，不等式

　　禽議1｛一あ（V」－c・）2｝・1〈・　　（2）

を満足するniがそれぞれ（b，，　Ci）の組について存在す

る．いまniの最大値をnmとすれば，　n．次の多項式
　　　　　　　　　　　　1
による近似の最大誤差はεΣlai1であるから，”z；）nm
　　　　　　　　　　　　i＝o
に対しては

　　1胴急（翻→婬i≦・臨國

が成立し，

腓急（臨殉が

と近似したときの最大誤差は

　　　　　　　　　　　　l
　　maxLF（X）－F1（X）1＋εΣlail

　　　　　　　　　　　i＝o
となる．

（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　（1）式と（3）式の係数を比較すれば　dn＝ΣaiCin
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

一う
i：：：・ll）（ll罵：）

aiが一意的に定まるためには，　m＝＝1でしかも行列0が

正則でなければならない．逆に，（2）の条件を満足しし

かも行列σが正則であるような（あ，Ci）を求めること

ができれば，これらを用いてガウス曲線による近似が可
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能となる．

　ii）係数の決定には次のように最小自乗法を用いると

取扱いが容易である．まず与えられた測定値（F（V」）；

ブー0，…m）に対して（Ci；i－o，…n）を適当に定め，誤差

関数Tを次のように定義する．

T（a…b…an・bn）⊃急〔≦。a・exp〔－bl（…一・・）2）

　　　　　　　2　　　－F（切

Tが最小値をとる（ai，　b，）の組を求めるわけであるが，

ここでは計算を簡単にするためにb，は定数αと考え

る．したがってTはaiのみの関数となり

T（……a・）一
}し麺〔一・（x・一・・）・）・－F（」X」）〕2

となるから，Tが点P（n・，…nn）で極小値をとると仮定

しその近傍でTaylor展開すれば

　　T（de・＋ε・，…d。＋ε。）＝T（de・，…an）＋

　　藷霧嵐茎。穿∂諾

と3項の和であらわされる．仮定により右辺第2項は0，

また十分小さい任意のεi≒Oに対して左辺は右辺第1項

より常に大きいから第3項は正でなければならない．し

たがって　　　　、

∂瓢一2讐8・p〔一・｛（v・一・・）2＋（…一・・）2｝〕一・・2E・（k・・1）

を用いて

（E°En）i1：：1：1黛1：1；：：：）C戸（4）

が0ではない任意の行列sについて成立しなければなら

ない．すなわち行列Eは正値定符号であることが必要

となるが，明らかにEは対称行列であるからこれが正

値定符号であるためには正則な主小行列からなっていれ

ばよい，行列EはαとCiの関数であるから，　Eが正

則な主小行列をもつようにαとCiを適当に選ぶことに

よりEは正値定符号となり，TがP（ao，…an）で極値

をとるならばそれは極小値となる．その条件は

霧一2急睦・p｛一・（x・一・・）2｝－F（V」）〕×

　　exp｛一α（」Z・」－Cl）2｝－0

がai（1・・O，…n）について成立することで，これを行列

表示すると

〔1：1懲ll：喀：二：：瓢：：二：　

となるが，左辺の行列は先に述べた（4）の行列Etとま

ったく同じものなので正値定符号で，したがってすべて

が0ではない（a・，…an）が存在し，しかも解はただ一通

　　　　　　　　　　　　　　　　　　究　　速　　報

りである．

　以一Lの理論的考察により，ガウス曲線の和で近似する

ときその係数が一意的に定まるということが明らかにな

った．次に図1の例に上記方式を適用してその近似精度

を検討してみよう．

3．計　算　例

　図1に示した関数φ（x）＝＝exp（－9が）の値を0から

1．0まで等間隔に5点拾い，その点に中心をおくガウス

曲線の和としてφ（x）を近似したものが図2であり，そ

のフーリエ変換した結果を図3に示す．αをパラメータ

として3，5，7の3通りについて計算した．実際の値は実

線で示してある．よく知られているように，逆行列の計算

は，その行列が対角行列に近くないかぎりまるめの誤差

が非常にきいてくるので，思うような精度が得られなか

った．しかし図1の例のように，通常の計算法では2＞＝

200点程度を必要とするのに，この方式ではわずか5点で

すむので実用的にはかなり有望な方式と考えられ，さら

にiterationを用いて精度をあげることを検討中である．

LO

1．0φω＝Σ・1・XP［一・（x－・1）2］
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4．　む　す　び

ω

　相関関数のフーリエ変換という問題は，これ以外にも

写真の被写体あるいは感光材料の粒状のパワースペクト

ルの測定3）など光学ではしばしばあらわれ，こういった

相関関数はまたガウス曲線に近い場合が多いので，この

近似法は比較的ひろい適用範囲をもつと考えられる．

　　　　　　　　　　　　　（1967年5月15日受理）

　　　　　　　　　　文　　献

1）　H，KUBOTA＆H．OHZU；J．O．S．A．47，666（1957）．

2）私信
3）　大上信吾；応用物理29， 」69　（1960）．

Illlllllllillltlllll151lllllglllllllllI5IIIIIlllllllllll811ltlllllllglll｝Ililllgll811511111謄1IIIIIII曇IIIlllllIII邑llliIIIIII且1量llil墨IIIIIIIIIlllllIi墨1且IIIIilI墨llll邑Illl量1畳lllgllll且lllllllllllIltlllllIl且II量1ll星11邑11星Illll墨II艦置lll邑tli轟ii［liii1量置垂：昌臨置II墨置昌：昌E昌呂墨1lt量1艦llll墨1邑旦重艮1腿藍璽重1匹1

19


