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弾塑性問題における剛性マトリクス
　　　　Stiffness　Matrix　in　Plastic・elastic　Problems　of　Continua

山　　田　嘉　　昭

　Yoshiaki　YAMADA

　本稿は，有限要素マトリクス法（丘nite－element　meth－

od）を，弾性の問題から降伏点を越えて弾塑性問題に拡

張する場合，その剛性マトリクスがどのような形に書き

あらわされるかを検討した結果である．出発点となる考

え方は，Marcal1）’2）によって述べられているが，弾塑性

澗題における剛性マトリクスを，弾性の問題におけるそ

れと対比して，具体的な形で提示しようとするのが主眼

である．

　　　1．弾性問題のフック則と剛性マトリクス

　弾性問題におけるフックの法則は

　　　　εゴゴ＝σゴノ／2G十δij（1－2v）aii／3E　　　　　　　　（1）

で与えられる3）’4）．EとGは縦および横弾性係数，　vは

ボアソン比，aii　＝＝　ax＋σ，＋σ。，σゴノは偏差応力，砺はク

ロネッカのデルタ記号をあらわす．（1）式をのゴにつ

いて解き，その結果をマトリクスの形で表示すれば

　　　　　a＿2GD・ε＿丑D・ε　　　　　（2）
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OとSは砺とεiiを成分とする列マトリクスをあらわ

す．（2）式と（3）式で，εのせん断成分（εi」，僻ブ）は

工学の定義（テンソル成分の2倍）に従っている．

　応力がσ。，σッ，τ。ッのみで，その他は0の平面応力問

題では，（2）式と（3）式からε。を消去して得られる

　　　　　　　　　　　　　　　5　次の式が用いられるのが普通である．

｛il陸｝哨〔i∴（4）

とくに各要素間のε、に不連続を許すような解析手法で

は，（4）式によって問題が扱われるのが一般である・

　2．弾塑性問題のReussの式と剛性マトリクス

　ここでは，降伏条件としてMisesの条件を選び，応

カーひずみ関係式は，Reussの式で与えられるものとす

る．

　Reussの式で，ひずみ増分dεiiの偏差成分dεijtは

　　　deiノーのノ4λ＋奮・4λ一書穿一盤（5）

σ♂は偏差応力，H’－4司読P，　aと誘Pはそれぞれ相

当応力と相当塑性ひずみ増分をあらわし

　　　・－4号醐，認一，v’tWht・…d・…P（6）

一方において，Misesの降伏条件とその微分形は

　　　a・f・aiノ・・9…　・・」taaiノ÷4・一号・η4λ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

（5）式と（7）式を4のノとdλについて解き，dεiノ

または4砺の関数としてあらわせば

　　dスー響亀ノー響勉s・一号・2（　　H’1十一　　3G）（8）

　　　　daiノー2G（d…－ai・tS”dSk’）　（9）

ただし（9）式では，添字記号の互換性を用い，スカラ

量dλをd・t一σkirdεki／Sと書きあらわしてある．

　（8）式は，よく知られている応力とひずみ増分の幾何

学的表示からも明らかである．すなわち1図において，
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　　図1　応力増分とひずみ増分の幾何学的表示

ひずみ増分を2G倍して表示すれば

　OPとQQ’のスカラ積は

　　　・P・QQ・…2Gai／d・・ノー4著・×SQt（・・）

一方においてSQ’は

　　　SR－P吋吾4乙Rα一2G》

SQ・－SR＋RQ’・．．・2G（・＋H・／3G）4－4，・（・・）
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（10）式と（11）式を組み合せると，容易に（8）式に

一致する結果が導かれる．

　（9）式にもどり，偏差ひずみ増分dεi

り

・が定義によ
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　　　dε∫ノ．・　dEi」一δ∫ゴdεゴゴ／3，　dε，，　＝　d（ε。＋εッ＋ε。）（12）　　　　むすび

で与えられることを用いると

daiノー2G（dEi・一脅一a・itS，’dgki）

　　　　　　　E4砺＝4σ‘ノ＋　　　　　　　　　　δゴ，4εゴF4σゴノ
　　　　　　3（1－2の

（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　＋2（1＋のGδ，με，i

　　　　　　　　　　　　　　　　　3（1　一　2v）

　　　　　－2G（d…＋、ぞ2“δ・’d・…・・’ts”dEk’）（14）

（14）式をマトリクスの形で書けば

　　　　　d・－2G・ゼ・「鞄4・　（・5）

Dpは弾性の問題における（3）式のDeに代わるもの

で，次のように与えられる対称マトリクスである．

Dp・．

1－P　σノ2

1－2v　S
　v　　　σノσy’ 1－〃　σノ2

1＿2り「『

　〃　σ，’σノ　1一りσノ2

　本稿の結論として，弾性の問題における（3）式の．De

を（16）式のDpでおきかえるならば，弾塑性問題の取

り扱いもまったく同様であることがわかる．ただし弾塑

性問題では，応力やひずみの増分を考え，刻々の弾塑性

境界を求め，塑性状態に達した要素のDpひいては物体

全体に関する剛性マトリクス（Kりを修正してゆかなけ

ればならない．平面応力問題では，（4）式のDeに（18）

式のDpが対応する。　（16）式は，　Reussの式を応力増

分について解くことによって得られる逆行列に相当して

いる．Marcali）・2）は（15）式を

　　　　　　　　dσ、＝∂σi／∂6∫・de」

の形に表示し，∂σi／∂eゴを偏剛性係数（partial　stiffness

coeMcient）と呼んでいる．本稿は，その具体な形を示

SYM（対称）
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　弾性の場合と同様に，平面応力問題では，

らdε。を消去した式を用いる必要が起こる，

（4）式に対応する関係式は
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し，弾性の問題との対比を明らかにしたものである．

　（3）式と（16）式を比較すれば，与えられたひずみ増

分dεi」に対し，塑性変形がはじまって後の応力増分dσii

が，弾性の場合に比較して，小さくなることがよく理解

される（Dpの対角要素はDeのそれに比較して明らか

　σノ＋・vσツノ
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　　1十り

　σyノ＋vσノ
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2（畏の＋霊（・一〃）・

㌍靴臨蹴別／・9）

Reussの式におけるdλと相当塑性ひずみ増分誘Pは，

一般の表示式では，（5）式および（8）式により
　　　4λ一砺許認一号・4え一。（σi／6♂εゴノ1＋H’／3G）（2・）

で与えられる．平面応力問題では，（18）式に対応して

　　　　　　2a　　　d・P＝5ti［（σ・’＋paptt）dε・＋（σ・t＋vσ・「）dε・

　　　　　　　　　　　　　十（1－v）τxyd7’Xy］　　　　（21）

　　　　に小である）．さらに，せん断ひずみ増分

　　　　に対応して，降伏点を越えて後は，応力の

　　　せん断成分ばかりでなく，垂直成分にも変
（18）

　　　化を生じることが特徴的である．

　　　　　　　　　　　（1966年12月24日受理）
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