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　　　　　　　　　1．はじめに

　平衡状態における熱力学系の自由度，すなわち独立に

定あ得る熱力学変数の数に対して，GibbsおよびDuhem

の確立した法則がある，すなわち，第一に，φ個の相，n

個の成分，その間にr個の独立な化学反応が起こる系の

自由度！は，

　　！＝2＋＠－r）一φ　　　　　　　　　　　（1）

で与えられる．これはGibbsの相律1）として知られる重

要な関係であり，系の物理化学的状態を特徴づけるため

に必要な示強変数の数を規定し，開放系に対しても閉鎖

系と同様に適用される．第二に，系の状態を，各成分の

量，各相の量をも含めて完全に特徴づけるという問題

はDuhemによって扱われ，閉鎖系に対して独立変数の

数は，系の初期質量が与えられているとき，つねに2で

あることが結論される2）＊．この場合，変数はGibbsの相

律の制限の下で，示強変数であっても，示量変数であっ

てもよい．

　この問題を，不可逆過程の熱力学，とくにPrigogine

の定常状態に対するエントロピー生成速度極小の定理4）

に基づいて，定常状態にある熱力学系に拡張すること

が，本報告の目的である．定常状態はその極限として平

衡状態を含むものであり，系内でエネルギー移動，物質

移動がある場合のもっとも簡単でかつ基本的な状態であ

るので，この問題は，実用上のみならず理論的にも重要

である．

　　　2．不可逆過程をもつ系の熱力学的状態

　物質およびエネルギーの流れのある連続系では，状態

変数エントロピーは，物質にともなって流れ，物質変

化，拡散，熱流，運動量の流れなどによって生成される．

そして系内に固定されたある位置におけるエントロピー

の時間変化は，単位体積あたり，

　　ρ釜÷7・」・　　　　（2）

で与えられる5）．ここで∫は比エントロピー，σはエン

トロピ・・一一生成速度，」，はエントロピー流束であり，ρは

密度，Tは温度，彦は時間である．そしてエントロピー

生成速度は，一般に力Xと流れ」の積として表わされ，

たとえば，

　　　　　n　　　　　　　　　r
σ・＝Ja’Xg＋ΣみX∫＋ΣみX．＋」。・Xv
　　　　i＝1　　　　　r＝1

（3）

と書かれる．第一項は熱流，第二項はn個の成分の拡散

流，第三項はr個の化学反応，第四項は粘性流による寄

与である．ここで現象の線形性6）を仮定した．この仮定

は平衡状態に近い系では満たされ，本報告で問題とする

定常状態においては十分に成り立つ．

　エントロピー生成速度に対する表現（3）から，直ちに

現象方程式が書き下される．すなわち，

　　　　　　n　　　　　　　　　　ア
Jg・・LaqXg＋Σ　L，，x，＋Σ五q，X，　＋五q。x．

　　　　　々＝1　　　　　7＝1

　　　　　n　　　　　　　　　ア
」ゴ＝LiqXe＋ΣLゴ々x々＋Σム．x汁ムvx．
　　　　　ん＝1　　　　7＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　ア
」。＝L，qXg＋ΣL。kXk＋Σム〆x〆＋Lrvx．
　　　　　々＝1　　　　〆＝1

　　　　　n　　　　　　　　　　ア
」．；五vgXg＋Σ五．々x，＋ΣL．．x．＋Lvvxv

　　　　　々＝1　　　　　7；1

（4）

すなわち，＠＋r＋2）個の力に対して，（n＋r＋2）個の

流れがあり，＠＋r＋2）2個の現象係数が定義される＊．

　さて，以上の準備を基にして，系の状態を完全に規定

するための熱力学変数を定義する．このために考えてい

る連続系の内部に，系に固定された座標軸についてある

位置を占める微小体積を考える．微小体積は巨視的意味

を失わない程度に小さいとする．

　もし，考えている微小体積全域にわたって，状態が同

一であれば，その状態は，示強変数として二つの物理変

数（たとえば温度と圧力）と，成分の数に等しいn個の

組成変数（たとえば各成分の重量分率），そして一つの示

量変数（たとえば微小体積の全重量）によって，完全に

決定される．しかしこの条件は外力場にない平衡状態に

ついてのみ満たされ，GibbsおよびDuhemによって扱

われた系である．

　一般に非平衡状態にある系では，系内に固定された任

意の点における状態は，各示強変数の値およびその勾

配，示量変数およびその分布，そしてその点で進行する

不可逆変化の駆動力とその流れの速度にによって完全に

規定される．ここで定義された各変数は一般に系に固定

された座標の関数である．与えられた全系の状態は，さ

＊特別の場合として，共沸系など無関係状態にある系に対してはDuhem　　　　＊Curleの定理により，ここに定義した現象係数のあるものは常に値0

　の定理は成り立たない3）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　をとるが，このことは現在の議論では重要でない．
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らに初期条件，境界条件を課することによって定められ

る．

　　　　　3．　定常状態にある系の自由度

　以上考えてきた系の状態を完全に定めるために必要十

分な熱力学変数の数，すなわち系の自由度の数は，上に

考えた系の状態を規定するために十分な熱力学変数の数

から，それらの間に成り立つ条件の数を差し引くことに

よって求められる．

　まず，熱力学変数の総数は，

示強変数およびその勾配

示量変数およびその分布

不可逆変化の駆動力

不可逆変化の流れ速度

2（2＋n）

2

＠＋r＋2）

＠＋r＋2）

ここで，不可逆変化として，すでに示したように，熱流，

拡散流，化学反応，粘性流をとった．nは成分の数，　r

は相変化を含む化学反応の数である．以上合計して，変

数の総数は（10＋4n＋2r）個となる．

　次に変数の間に成立する条件の数を算える．第一に，

一般的に成り立つ関係として，重量分率Wiおよびその

勾配に対して，

　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　　Σωゴ＝1，　Σ∠Wi　・O
　i＝1　　　　　　　　i

それぞれの不可逆変化の駆動力に対して，

　　Xa＝－AlnT

　　Xi＝－ATictir　（露1，2，……n）

　　Xノ＝一Σ坊μゴ　（〆＝1，2，……r）

　　　　　ゴ
　　x。＝＝Av

（6）

（7）

（8）

（9）

の関係がある5），ここで坊は化学量論係数，μゴは化学

ポテンシヤル，μ！は外力の寄与を含めた化学ポテンシ

ャル，そしてAT，eti’は等価な等温系におけるμ！の勾配，

dvは速度勾配である，さらに拡散流に対して，

　　Σ」ゴ＝0　　　　　　　　　　　　　（10）
　　i＝1

以上が，つねに成り立つ条件であり，その総数は（5＋

n＋r）個である，

　第二に，定常状態において満たされる一連の条件があ

る．定常状態に対するエントロピー生成極小の定理によ

れば，k次の定常状態7）に対して，　i－1，……kのk個

の力X，を固定したとすると，

　　∂σ
　　函＝鉱　（ブ＝k＋1ジ…2＋n＋「）　　（11）

したがって，

　　，Jゴ＝0，　（ブ＝k＋1，……2＋n＋r）．　　　　（12）

すなわち，固定しなかった力に対する流れはすべて0と

なる．この条件の数は＠＋r－々＋2）個である．

　さらに，（11）で定義される定常状態では，現象方程

式（4）から，固定されなかった力Xゴ（fr－k＋1，……n＋

r＋2），および固定された力に共役な流れ，J，（i－1，……

k）は，固定された力X，（i＝1，……k）の値によって定

まる一定値をとる．すなわち，

　Xj＝f（X，，・・・…　X，），　（ブ＝ん十1，・・・…　n十r一ト2）　（13）

　JI＝g（X1，……X，），（i＝1，……k），　　　　　　（14）

条件（13）および（14）は，変数Xゴ，のの間に総数

（n＋r＋1）個の陰の関係を導く．

　以上合計して定常条件から導かれる変数の問の関係式

の数は（2n＋2r－k＋3）個であり，よって先に考えた変

数の間に成り立つ関係式の総数は（3n＋3r－k＋8）個で

ある．

　考えている系の自由度の数fは，熱力学変数の数から

その間に成り立つ関係式の数を差し引いて求められ，

　　f＝（4n十2r十10）一（3n十3r－k十8）

　　＝＠－r）＋k＋2

となる．定常条件をはずすと，系の自由度は，

　f－＝3n十r十5

となる．具体的な例は，別に報告する8）．

　　　　　4．　平衡状態にある系の自由度

（15）

（16）

　以上導びいてきた規則（15）を，平衡状態に適用して

みよう．このとき，GibbsおよびDuhemの定理が見出

される．

　平衡状態は零次の定常状態であるので，（15）でfe　・一　o

とおくと，

　　f＝（n－r）一ト2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

一方，Gibbsの相律（1）から，考えている系で相の数φ

は1であるので，

　　f＝（n－r）＋1

となる．両者の結果の差1は，Gibbsの相律では示強変

数のみを考えているのに対し，現在の方法では示量変数

をも考えていることにより，この差は示量変数としてと

った系内の微小体積に含まれる全重量のためである，

　平衡状態に対する自由度（17）に，さらに閉鎖の条件

を加えることによって，Duhemの定理が導びかれる．

閉鎖の条件9）は各成分の重量miを用いて書くと，

　　mi＝miO＋　2　Vi，　，・Miξr’　　　　　　　　（18）

　　　　　　rt＝1

　　　　　　　　　　　（i＝1，……n）

ここでmiOはi成分の初期質量，　M’は分子量，そして

ξ。’は反応進行度で，先に一般的な記号を用いてみと

書いたものは，これの時間微分dξ．t／dtである．条件

（18）はn個あるが，同時にr個の新らしい変数ξ1，……

ξ．を定義するので，先に考えた変数の間の関係式とし

ては（n－r）個となる．よって平衡状態にある閉鎖系で

は，独立に定め得る示強および示量変数の数は，
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　　f＝（n－r）一ト2－（n－r）；2　　　　　　　　　　　　　　　（19）

となり，Duhemの式が導かれる．

　　　　　　　5．　定常状態到達の時間

　以上定常状態および平衡状態にある系の自由度につい

て論じたが，実際の系に対してこの規則を適用すると

き，系が外部変数からの摂動に対して定常条件を満たす

ための時間的余裕をもつことが必要とされる．この問題

は，不可逆変化の駆動力Xの時間的変化を追うことに

よって明らかにされる．

　一般に，力X‘の時間変化は次式によって与えられ
る10），

　　響一些許ρ蕃一噸潔÷ヲ碗窃（2・）

ここで，
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h…　・一
i蟹）T，，・v…’　：（器）T，P・螂一（瓢，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

であり，ξ’は変化iの進行度である．さらに，すでに示

したように線形現象方程式は次のように書かれる．

　　」∫＝dξ，／dt一Σム，Xゴ．　　　　　　　　　　　（22）

　　　　　　　　ブ
　ここでは簡単のため，二つの変化を考え，さらにT，P

一定とすると，（20）は，

誓一・琶；奮＋・削窃

誓・劉砦＋・劉砦

－ー

（23）

ここで係数の相反性から，α歩，1＝α鑑となる．また（22）

は

ll懇：2：灘：莞｝　（24）

となる，

　さて，t－O以降で，X・をある値X・°に固定したとす

る．このとき，dX1／dt　＝・Oから，

α掃一〇，　姥1一α鴛一〇，

よって（23）の第一式は0となり，（23）の第二式，（24）

から，この条件で，

　　誓・劉；（L21x・・＋L22x2）　　（25）

となる．この式を積分し，初期条件t－0でX2　・＝　X20を

与えれば，

即
玩疏

腕σ瑚
22舛あ＆12五

＝　X
ここで

τ・一一1／（嬬五22）

は，考えている変化の緩和時間である．

（26）

（27）

　（26）から，X1を任意の値に固定してから，　X2が定

常値一（五・2／五22）X・0に達するまでの時間は，緩和時間

τ2によって特徴づけられることが明らかである．

　以上の取扱いは，Prigogineによる平衡状態への接近

の問題10）を，定常状態の場合に拡張したものであるが，

これから定常状態に到達するための緩和時間が，平衡状

態の場合と同じ表現で与えられることが明らかにされ

る．　　　　　　　　　　　　　　　　（1966年5月6日受理）
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　したがって適当な3個のプロセス変量を制御すれば定

常的な操業ができることがわかった．具体的なプロセス

変量の選定は系の実情に応じて行なうべきもので，この

例では｛母液温度，母液濃度，蒸気相圧力｝の三つをとっ

ている．図・4にそのフロ・・一シート例を示した．

　工学系のプロセス自由度の算定式（6）を誘導し，プロ

セス制御への応用例を示した．

　本研究にあたって本学森政弘助教授および妹尾学博士

の御指導を得た．謝意を表する．　（1966年5月6日受理）
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